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I. 

Ueber  den  Inhalt  der  Kugel  und  verwandter  Körper. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Witlttein 

in  Haiinn rer. 


§.  L 

Die  Inhaltsbestimmung  der  Kugel,  welche  wir  dem  Archimedes 
verdanken,  wurde  von  Archimedes  so  ausgeführt,  dass  er  die  Ku- 
gel mit  zwei  Rotationskörpern  verglich,  welche  durch  Umdrehung 
eines  dem  grossten  Kreise  der  Kugel  eingeschriebenen  und  um- 
schriebenen regelmässigen  Polygons  zu  Stande  kommen,  und  aus 
derselben  Vergleichung  fand  Archimedes  auch  die  Oberfläche  der 
Kugel.    Dieser  Weg,  der  etwas  Umständliches  hat,  wird  von  den 
beutigeo  elementaren  Lehrbüchern  nur  selten  eingeschlagen  (ich 
finde  ihn  z.  B.,  sehr  vereinfacht,  in  der  Geometrie  von  Heis  und 
Eschweiler),  vielmehr  pflegt  man  die  Sache  auf  eine  der  beiden 
folgenden  Arten  abzukürzen.    Entweder  man  behalt  von  der  Ar- 
chimedischen Entwickelung  nur  die  Bestimmung  der  Kugelober* 
fläche,  als  die  leichtere,  bei,  und  geht  von  da  zum  Inhalte  durch 
den  Satz  über,  dass  die  Kugel  inhaltsgleich  einer  Pyramide  ist, 
welche  die  Oberfläche  der  Pyramide  zur  Grundfläche  und  den 
Radius  zur  Höhe  hat.    Oder  man  verlässt  den  Archimediscbeu 
Weg  ganz  und  stellt  die  Halbkugel  direct  als  die  Differenz  zwi- 
schen einem  Cylmder  und  einem  Kegel  von  gleicher  Grundfläche 
und  gleicher  Höhe  dar,  indem  die  Inhaltsgleichheit  dadurch  nach- 
gewiesen wird,  dass  in  der  Halbkugel  und  in  dem  um  den  Kegol 
verminderten  Cylider  jede  zwei  in  gleichen  Abständen  von  der 
Grundfläche  gelegte  parallele  Schnitte  inhaltsgleiche  Figuren  her- 
vorbringen. 

Dissen  letztenGang,  welcher  für  den  Anfänger  den  Vorzug  der 
Einfachheit  und  grosseren  Anschaulichkeit  zu  besitzen  scheint,  habe 
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ich  auch  in  meiner  „Stereometrie"  (Hannover  1862)  eingeschlagen. 
Inzwischen  habe  ich  seit  dem  Drucke  dieses  Buchs  erkannt,  dass 
die  Entwickelung  noch  einer  weiteren  Vereinfachung  fähig  ist. 
Man  kann  den  um  einen  Kegel  verminderten  Cylinder  ganz  ent- 
behren und  statt  dessen  geradezu  ein  von  Ebenen  begrenz- 
tes Polyeder  angeben,  dem  die  Kugel  direct  als  inhaltsgleich 
nachgewiesen  werden  kann.  Um  dies  auszufuhren,  muss  ich  die 
folgenden  Begriffe  aus  meiner  „Stereometrie"  als  bekannt  voraus- 
setzen. 

§.  2. 

Unter  einem  Prisma  toid  verstehe  ich  ein  Polyeder,  welches 
von  zwei  parallelen  Polygonen,  die  ausserdem  vollkommen  unab- 
hängig von  einander  sind,  als  Grundflächen,  und  im  Allgemei- 
nen von  Dreiecken,  welche  mit  je  einer  Grundfläche  eine  Seite 
und  mit  der  anderen  einen  Eckpunkt  gemein  haben,  als  Seiten- 
flächen begrenzt  wird. 

In  besonderen  Fällen  können  irgend  zwei  benachbarte  Drei* 
ecke,  welche  nach  dieser  Definition  die  Seitenflächen  des  Prisma- 
toids  bilden,  in  eine  Ebene  lallen  und  sich  zu  einem  Trapez -oder 
Parallelogramm  vereinigen.  Dies  geschieht  immer  da,  wo  zwei 
correspondirende  Seiten  der  beiden  Grundflächen  parallel  sind. 

Nennt  man  G  und  g  die  beiden  Grundflächen,  D  die  in 
halber  Höhe  parallel  den  beiden  Grundflächen  gelegte  mittlere 
Durch  Iii  tts  fläch  e,  und  h  die  Hohe,  so  ist  allgemein  der 
Inhalt  des  Prismatoids 

Diese  Formel  enthält  das  Prisma  und  die  Pyramide  als  be- 
sondere Fälle  unter  sich ;  für  das  Prisma  hat  man  zu  setzen  g=  G 
und  D=G,  für  die  Pyramide  g  —  Q  und  D=z±G.  Ebenso  fällt 
der  Obelisk  unter  diese  Formel.  Von  den  weiteren  Unterarten, 
welche  diese  Formel  in  sich  begreift,  kommen  hier  hauptsächlich 
die  beiden  folgenden  in  Betracht. 

Wenn  eine  Grundfläche  des  Prismatoids  sich  auf  eine  Kante 
reducirt,  so  nenne  ich  den  Korper  einen  Sphenisken.  Jene  Kante 
mag  die  Schneide  des  Sphenisken  heissen.  Der  Inhalt  des 
Sphenisken  ergiebt  sich,  wenn  man  in  der  allgemeinen  Formel  filr 
das  Prismatoid  #  =  0  setzt,  also 
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* 

/  =  £(iG  +  2ß). 

Der  einfachste  Sphenisk  ist  derjenige,  dessen  Grundfläche 
ein  Parallelogramm  and  dessen  Schneide  parallel  mit  zwei  Seiten 
der  Grundfläche  ist.  Alle  der  Grundfläche  parallel  gelegte  Durch- 
eehnittsflächen  dieses  Sphenisken,  insbesondere  also  auch  die 
mittlere  Durchschnitteflache,  sind  gleichfalls  Parallelogramme, 
welche  mit  der  Grundfläche  gleiche  Winkel  haben.  Es  könnte 
zweckmässig  sein,  diesen  Sphenisken  durch  eine  besondere  Be- 
nennung auszuzeichnen  (etwa  Parallel-Sphenisk)  ;  doch  wird  zum 
wenigsten  hier  nicht  leicht  ein  Irrthum  entstehen,  da  in  dem  Fol- 
genden nur  Sphenisken  dieser  einfachsten  Art  zur  Betrachtung 
kämmen. 

Wenn  beide  Grundflächen  des  Prismatoids  sich  auf  Kanten 
reduciren,  so  entsteht  ein  Tetraeder.  Jene  beiden  Kanten  mu- 
ten auch  hier  die  Schneid en  des  Tetraeders  heissen,  der  senk- 
rechte Abstand  derselben  ist  die  Höhe  des  Tetraeders.  Der  In- 
halt des  Tetraeders  in  derjenigen  Auffassung,  unter  welcher  der 
Körper  hier  erscheint,  wird  gefunden»  wenn  man  in  der  allgemei- 
nes Formel  für  das  Prismatoid  6  =  0  und  g—Q  setzt,  also 

/=3.2D. 

Die  mittlere  Durchschnittsfläche  des  Tetraeders  ist  ein  Pa- 
rallelogramm, von  welchem  zwei  Seiten  parallel  je  einer  Schneide 
des  Tetraeders  und  halb  so  lang  als  dieselbe  sind.  Die  vier  Eck 
punkte  desselben  halbiren  die  vier  Seitenkanten  des  Tetraeders. 
Alle  anderen  den  beiden  Schneiden  oder  der  mittleren  Durch- 
schnittsfläche parallel  gelegte  Durchschnittsflächen  des  Tetraeders 
sind  gleichfalls  Parallelogramme,  welche  mit  der  mittleren  Durch- 
schnittsfläche gleiche  Winkel  haben. 

Die  mittlere  Durchnittsfläche  zertheilt  das  Tetraeder  in  zwei 
Sphenisken  von  einerlei  Grundfläche  und  gleichen  Höhen,  von 
denen  ausserdem  leicht  bewiesen  werden  kann,  dass  sie  inhalts- 
reich sind. 

§.  3. 

Wenn  am  Tetraeder  die  mittlere  Durchnittsfläche  und  die 
Hohe  in  der  so  eben  entwickelten  Bedeutung  genommen  werden, 
so  kann  man  allgemein  den  folgenden  Satz  aufstellen: 

Lehrsatz.    Eine  Kugel  ist  an  Inhalt  einem  Tetrae- 
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der  gleich,  dessen  mittlere  Du rchscbnittsflgche  gleich 
einem  grössten  Kreise  der  Kugel  und  dessen  Hube 
gleich  einem  Durchmesser  der  Kugel  Ist. 

Beweis.  Taf.  I.  Fig.  1.  Es  sei  ABCD  die  Kugel,  AB  ein 
grösster  Kreis  derselben,  CD  ein  darauf  senkrechter  Durchmesser, 
und  P  der  Mittelpunkt  der  Kugel. 

Ferner  sei  EFGII  das  Tetraeder,  EF  und  GH  die  beiden 
Schneiden  desselben,  IK  das  auf  beiden  errichtete  gemeinschaft- 
liche Perpendikel  oder  die  Höhe  des  Tetraeders,  und  LltiNO  die 
mittlere  Durchschnittsfläche  des  Tetraeders,  welche  in  Q  von  dem 
Perpendikel  IK  geschnitten  wird  und  dasselbe  halbirt. 

Nach  der  Voraussetzung  ist  sodann 

LMNO  =  AB 

IK  =  CD 

und  aus  dieser  Voraussetzung  soll  bewiesen  werden,  dass  die 
beiden  Körper  inhaltsgleich  sind. 

Zu  dem  Ende  nehme  man  in  den  beiden  Körpern  einen  belie- 
bigen Abstand  Pp—Qq  an  und  lege  durch  die  Punkte/?  und  q 
die  Durchschnittsfläche  ab  ||  AB  und  linno  \\  LMNO.  Alsdann 
hat  man: 

1)  in  der  Kugel 

AB:ab  =  AP*  :  ap\ 
oder  da  dp  die  mittlere  Proportionale  zwischen  Cp  und  Dp  ist: 

AB:  ab  =  AP*:  Cp.  Dp  ;  (1) 

2)  im  Tetraeder 

LMilm  =  EL:  El  =  IQ:  Jq 

LO:lo=GL:Gl  =  KQ.Kq 

und  da  Parallelogramme,  welche  einen  gleichen  Winkel  haben, 
sich  verhalten  wie  die  Producte  der  diesen  Winkel  einschliessen 
den  Seiten,  so  folgt  weiter 

LMNO :  linno  =  IQ.KQ=z/q.  Kq.  (2) 

Nun  sind  nach  Voraussetzung  und  Construction  in  den  beiden 
Proportionen  (1)  und  (2)  das  erste,  dritte  und  vierte  Glied  bezie- 
hungsweise gleich  gross;  folglich  muss  man  auch  habeo 
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Imno  =  ab. 

Da  dieser  Scbluss  gültig  bleibt,  wie  gross  man  «Mich  den 
Abstand  Pp  —  Qq  oberhalb  oder  unterhalb  der  mittleren  Durch- 
sehnittsfläche  annehmen  mag,  so  folgt  daraus  auf  bekannte  Weise, 
daw  die  beiden  Korper  inhaltsgleich  sind,  w.  z.  b.  w. 

Anmerkung.  Will  man  diesen  Lehrsatz  durch  ein  Modell 
veranschaulichen,  so  nimmt  man  am  besten  die  mittlere 
Durchscbnittsfläche  LMNO  als  Quadrat  an  und  die  vier 
Seitenkanten  gleich  gross.  Alsdann  wird,  den  Kugelhalb- 
in  esse  r  =r  gesetzt, 

EF  =GH~  2rVi 
EG  =  EH  =  FG  =  FH  —  2^1  +  -- 

Das  Tetraeder  wird  also  kein  reguläres. 

Z.  B.  r=  31  Millimeter  giebt  EF  =  110,0  Mm.,  £G*=99,5Mm. 
Daraus  kann  man  das  Netz  des  Tetraeders  leicht  herstellen. 


§.  4. 

Der  vorstehende  Lehrsatz  zeigt,  dass  die  Kugel  in  Betreff 
ihrer  Inhaltsbestimmung  sich  genau  der  allgemeinen  Formel  für 
du  Prismatoid  unterordnet,  wobei  es  dann  natürlich  einerlei 
Meiht,  ob  man  diese  Formel  in  ihrer  Allgemeinheit  oder  in  der 
für  das  Tetraeder  schon  vereinfachten  Gestalt  anwenden  will. 
Nennt  man  r  den  Halbmesser  der  Kugel,  so  hat  man  in  der  all- 
gemeinen Formel  §.2  zu  setzen  6r  =  0 ,  y  —  0,  Z)=r27t,  A=2r 
woraus  für  den  Inhalt  der  Kugel  sich  der  bekannte  Ausdruck  ergiebt 


Aber  aus  dem  Gange  des  vorigen  Beweises  folgt  zugleich, 
das«  auch  der  Kugelabschnitt,  so  wie  das  von  zwei  parallelen 
Ebenen  begrenzte  Kugelstuck  hinsichtlich  der  Inhaltsbestimmung 
wie  ein  Prismatoid  aufgefasst  werden  darf.  Denn  die  Schlüsse 
dieses  Beweises  bleiben  vollständig  bestehen,  wenn  sie  auch  nicht 
anf  die  ganze  dem  Kugeldurchmesser  gleiche  Höhe  ausgedehnt, 
sondern  nur  auf  einen  beliebigen  Theil  dieser  Hohe  beschränkt 
werden,  wobei  das  inhaltsgleiche  Prismatoid  in  dem  einen  der 
angegebenen  Fälle  ein  Sphenisk,  in  dem  anderen  ein  Obelisk  wird. 

Um  hiernach  z.  B.  den  Inhalt  des  Kugelabschnitts  zu  bestim- 
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men,  sei  r  der  Halbmesser  der  Kugel  und  h  die  Höhe  des  Kugel- 
abschnitts. Die  Grundfläche  ist  ein  Kreis,  dessen  Halbmesser  die 
mittlere  Proportionale  zwischen  h  und  2r—  h  ist,  mithin 

G  =  A(2r-A)*. 

Die  mittlere  Durchschnittsfläche  ist   ebenso  ein  Kreis,  dessen 

Halbmesser  die  mittlere  Proportionale  zwischen  ^  und  2r— ^ist, 
oder 

Ueberdies  ist  g  =  0  zu  setzen ,  d.  h.  der  Korper  wie  ein 
Sphenisk  zu  behandeln.  Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die 
allgemeine  Formel  des  §.  2  erhält  man  für  den  Inhalt  des  Kugel- 
abschnitts 


d.  i. 


Will  man  in  der  Formel  für  /  den  Halbmesser  r,  welcher  an 
dem  Kugelabschnitt  nicht  direct  gemessen  werden  kann,  nicht 
haben ,  so  kann  man  dafür  den  Halbmesser  der  Grundfläche  ein- 
fahren, welcher  a  sei.    Aus  dem  schon  Gesagten  hat  man 

«*  =  A(2r  -  h) 

und  wenn  man  hieraus  den  Werth  von  r  entnimmt  und  denselben 
in  (I)  substituirt,  so  erhält  man  für  den  Inhalt  des  Kugelabschnitts 
die  Formel 

/=  2*  („*+£).  (2) 

Die  Inhaltsbestimmung  eines  von  zwei  parallelen  Ebenen  be- 
grenzten Kugelstücks  liefert  weniger  elegante  Formeln  und  wird 
deshalb  auch  gewöhnlich  in  den  Lehrbüchern  übergangen.  Da« 
Vorstehende  bietet  aber  zum  wenigsten  das  Mittel  dar,  um  auch 
diesen  Inhalt  direct  und  vollkommen  allgemein  zu  bestimmen. 


§.  5. 

Wenn  man  Aber  den  Standpunkt  der  elementaren  Stereometrie 
hinausgeht,  so  erscheint  der  Kugelabschnitt  als  besonderer  Fall 
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eines  Konoids,  dessen  Grundfläche  ein  Kreis  oder  eine  Ellipse 
ist,  dessen  Achse  rechtwinkelig  auf  der  Grundfläche  steht,  and 
dessen  Achsenschnitte  sämmtlich  Kegelschnitte  von  einerlei  Haupt- 
achse sind,  welche  ihren  Scheitel  im  Scheitel  des  Konoids  haben. 
Dieses  Konoid  ist  demnach  entweder  ein  Rotations-  oder  drei- 
adriges Ellipsoid,  oder  ein  Rotations-  oder  elliptisches  Paraboloid, 
herein  Rotations-  oder  elliptisches  Hyperboloid  ä  deux  nappes*). 
Vob  allen  diesen  Konoiden  Ifisst  sieb  beweisen,  dass  sie  gleich- 
wie Kogel  und  Kugelabschnitt  in  Beziehung  au f  I nhalt.be. 
Stimmung  sich  vollständig  und  genau  der  allgemeinen 
Formel  für  das  Prismatoid  unterordnen. 

E«  kann  nämlich  gezeigt  werden ,  dass  jedes  dieser  Konoide 
inhaltsgleich  einem  Sphenisken  von  gleicher  Grundfläche  und 
Reicher  Höhe  ist,  wenn  nur  der  Schneide  dieses  Sphenisken, 
weiche  mit  zwei  Seiten  seiner  Grundfläche  parallel  ist,  eine  an- 
gemessene Länge  gegeben  wird. 

])  Für  das  Ellipsoid. 
Taf.  I.  Fig.  2.    Es  sei  ACF  Abschnitt  eines  Ellipsoids,  dessen 
Grundfläche^^?  Cheine  Ellipse  mit  den  beiden  Achsen  AC  undBD, 
dessen  Höhe  EFt  und  dessen  Achsenschnitte  FA,  FZ?u.s.w.  Ellip- 
sen sind,  welche  die  Linie  FX  zur  grossen  Acbse  haben. 

Ferner  sei  GHIKLM  ein  Sphenisk,  dessen  vier  Seitenflächen, 
iber  die  Grundfläche  GHIK  hinaus  verlängert,  das  Tetraeder 
LMNO  hervorbringen.  In  diesem  Tetraeder  sei  QR  das  gemein- 
*chafUicbe  Perpendikel  auf  den  beiden  Schneiden  Litt  und  iVO, 
«eiche«  die  Grundfläche  GHIK  in  P  durchschneidet. 

Es  werde  angenommen 

GHIK  =  ABCD 
PQ  =  EF 
QR  =  FX. 

Legt  man  in  einem  beliebigen  Abstände  j£e  =  Pp  von  den 
beiden  Grundflächen  die  Durchschnittsflächen  abcd  \\  ABCD  und 
!}hik\\GH!K,  so  bat  man  nach  der  Natur  der  Ellipse 

A £* :  a e*  =  XE .  FE iXe.Fe 
££*:oe*=  XE.FE-.Xe.  Fe 


•)  Dass  das  Hyperboloid  a  unc  nappc  zu  den  rrismatoiden  gehört,  habe 
ich  schon,  wie  hier  beiläufig  bemerkt  werden  mag,  in  der  Schrift:  „Da*  Prisma- 
(Hannover  1860)  nachgewiesen. 
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■ 


'  Ferner  ist  im  Sphenisken  (wie  §.  3)  i 

GH:gh=z  RP.Rp 
GK:gk=QP:Qp 


woraus  folgt 

GHIK : ghik  =  HP.  QP.Rp.Qp.  (2) 


Aus  diesen  beiden  Proportionen  (1)  und  (2)  ergiebt  sich  wie 


und  daraus  folgt  auf  bekannte  Weise  die  Inhaltsgleichheit  der 
beiden  Körper. 


Taf.I.  Fig. 3.  Die  Figur  werde  dahin  abgeändert,  dass  ACF 
(Taf.l.  Fig.  2)  ein  Paraboloid  bedeutet,  dessen  Achsenschnitte  FA, 
FB  u.s.w.  mithin  Parabeln  sind,  welche  die  unbegrenzte  Linie  FE 
zur  gemeinschaftlichen  Achse  haben.  In  dem  Sphenisken  GHIKLM 
(Taf.l.  Fig. 3)  seien  die  Dreiecksflächen  GKL  und  HIM  parallel. 

Es  werde  angenommen 


Legt  man  in  einem  beliebigen  Abstände  Ee  =  Pp  von  den 
beiden  Grundflächen  die  Durchschnittsflächen  abcd\\  ABCD  und 
ghik  ||  GHIK,  so  hat  man  nach  der  Natur  der  Parabel 


im  §.  3 


ghik  —  abcd 


2)  Für  das  Paraboloid. 


GHIK  ss  ABCD 
PQ  =  EF. 


AE*me*  =  FE.Fe 
BE* :  6c2  =  FE:  Fe 


■ 


woraus  wie  oben  folgt: 


A  B  CD :  abcd  =  FE :  Fe. 


(1) 


Ferner  ist  im  Sphenisken 


GH  =  gh 
GK:gk=QP:Qp, 


mithin : 


GIHK.rjhikzz.  QPiQp. 


(2) 


Digitized  by  Google 


und  verwandter  Körper. 


0 


Aos  (1)  und  (2)  folgt: 

ghik  =  abcd 

und  daraus  die  Inhaltsgleicbheit  der  beiden  Körper. 

3)  Für  das  Hyperboloid. 

Taf.  1.  Fig.  4.  Die  Figur  werde  dahin  abgeändert,  dass  ACF 
(Ttf.I.  Fig. 2)  ein  Hyperboloid  bedeutet,  dessen  Achsenschnitte 
FA,  FB  u.  s.  w.  Hyperbeln  sind ,  welche  die  Linie  FY  cor  gros- 
«o  Achse  haben.  An  dem  Sphenisken  GHIKLM  (Taf.I.  Fig.  4) 
raGgen  die  vier  Seitenflächen,  über  die  Schneide  LM  hinaus  ver- 
längert, das  Tetraeder  LMNO  hervorbringen,  in  welchem  QR 
<ias  gemeinschaftliche  Perpendikel  auf  den  beiden  Schneiden  LM 
vod  NO  sei,  dessen  Verlängerung  die  Grundfläche  GHIK  in  P 
rechtwinkelig  trifft. 

Es  werde  angenommen 

GHIK  =  ABCD 

PQ  =  EF 

QR  =  FY. 

Legt  man  wieder  in  einem  beliebigen  Abstände  Ee=:  Pp  von 
<äen  Grundflächen  die  Durchschnittsflächen  abcd  \\  ABCD  nnd 
,?M*fl  GHIK,  so  folgt  aus  der  Natur  der  Hyperbel 

AE*iae>=  YE.FE:  Ye.Fe 

ßE*:be*  =  YE.  FE:  Ye.  Fe 

ood  daraus  wie  oben: 

ABCD:abcd  =  YE.FE:  Ye.Fe.  (1) 

Ferner  ist  im  Sphenisken 

GH:  t/h  =  RPiRp 

GK:gk  =  QP:Qp 

mithin : 

GHIK: ghik  =  RP. QP.  Rp.Qp.  (2) 
Aus  (1)  und  (2)  folgt: 

ghik  =  abcd 

und  daraus  wieder  die  Inhaltsgleicbheit  der  beiden  Körper. 
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Eine  Vergleichung  unter  den  Sphenisken,  welche  den  vor- 
bezeichneten  Konoiden  inhaltsgleich  sind,  lässt  sofort  erkennen, 
daes 

1)  filr  das  EHipsoid,  jede  der  beiden  Seiten  der  Grundfläche 
des  Sphenisken,  welche  der  Schneide  parallel  sind,  kleiner  als 
die  Schneide; 

2)  für  das  Paraboloid,  jede  dieser  beiden  Seiten  der 
Grundfläche  gleich  der  Schneide;  und 

3)  för  das  Hyperboloid,  jede  dieser  beiden  Seiten  der 
Grundfläche  grösser  als  die  Schneide  des  Sphenisken  ist 

Diese  Beziehung  erinnert  augenfällig  an  die  Entstehung  der 
Benennungen  der  Kegelschnitte  aus  tXltitytg  (Mangel),  naQaßokij 
(Gleichheit) ,  vittQßoXij  (Uebermass).  Es  würde  selbst  nicht  un- 
möglich sein,  geradezu  hieraus  die  Kegelschnitte  zu  definiren. 

Ferner  folgt  aus  der  genannten  Vergleichung,  dass  von  allen 
vorbezeichneten  Konoiden  über  einerlei  Grundfläche  und  von  glei- 
chen Höhen  das  EHipsoid  den  grössten,  und  das  Hyperboloid  den 
kleinsten  Inhalt  hat.  Da»  EHipsoid  wird  desto  grösser,  je  kleiner 
die  gemeinschaftliche  grosse  Achse  der  Achsenschnitte  angenom- 
men wird,  und  kann  jeden  beliebig  grossen  Werth  erreichen, 
hat  also  kein  Maximum.  Das  Hyperboloid  dagegen  wird  desto  klei* 
ner,  je  kleiner  die  gemeinschaftliche  grosse  Achse  der  Achsen* 
schnitte  genommen  wird,  und  hat  zum  Minimum  einen  Kegel  von 
derselben  Grundfläche  und  Höhe. 

Was  die  Berechnung  der  Inhalte  seihst  betrifft,  so  bedarf 
man  dazu  offenbar  der  Sphenisken  nicht  weiter,  sondern  kann  die 
betreffenden  Dimensionen  an  dem  Konoid  selbst  nehmen  und  in 
die  Formel  des  §.2  setzen.  Wird  die  Gru ndfläche  G  und  die 
Höhe  h  als  bekannt  vorausgesetzt,  so  handelt  es  sich  wesentlich 
nur  noch  um  die  Kenntnis»  der  mittleren  Durchschnitts* 
fläche  D.  Man  kann  dieselbe  gleichfalls  direct  messen,  was 
man  immer  vorziehen  wird,  wenn  über  die  Natur  der  Achsen- 
schnitte  des  Konoids  nichts  Näheres  bekannt  ist  Man  kann  sie 
aber  auch  aus  diesen  Achsenschnitten  berechnen ,  wozu  in  jedem 
der  drei  Fälle  eine  der  mit  (1)  bezeichneten  Proportionen  des 
vorigen  Paragraphen  gebraucht  werden  kann,  wie  folgt. 

Im  EHipsoid  sei  2a  die  gemeinschaftliche  Hauptachse  der 
Achsenschnitte.    Dann  hat  man 
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G:D  =  k&a-h)i\(;2a-\), 


D_9  **~h 


.  GhSa—h 
Far  k=a,  oder  das  halbe  Ellipsoid,  erhält  man  hieraus*) 

»itr  wenn  man  mit  6  und  c  die  beiden  anderen  Halbachsen  des 
ttpoids  bezeichnet,  wodurch  G  =  ben  wird, 

habere 

Di«  Verdoppelung  hiervon  giebt  das  ganze  Ellipsoid.  Man 
kann  dasselbe  aber  auch  direct  haben,  wenn  man  6r=0,  D^bcn 
and  k  =  2a  setzt. 

Im  Paraboloid  hat  man 


mich 


G:D  =  h:p 


-5 


IT' 


Im  Hyperboloid  sei  2a  die  gemeinschaftliche  Hauptaxe  der 
Achsenschnitte.    Dann  wird 


f*kt: 


G:/>=A(2a  +  A):2(2«  +  2>' 


4a +A 


4  2a  +  Ä 


•)  Im  halben  Ellipsoid  ist  i>  =r  »  ö,  im  Paraboloid  (•.  unten)  D  as  »  <?, 
^Kepel  Z>=        welche  Zusammenstellung  auch  nicht  ohne  Interesse  »ein  mag. 
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Es  wird  kaum  der  Bemerkung  bedürfen,  dass  der  Inhalt  des 
abgestumpften  Konoids,  welches  durch  eine  mit  der  Grundfläche 
parallele  Ebene  als  zweite  Grundfläche  begrenzt  wird,  gleichfalls 
genau  nach  der  allgemeinen  Formel  des  Prismatoids  berechnet 
werden  kann.  Ein  Beispiel  dazu  giebt  die  bekannte  Lam herrsche 
Formel  für  den  Inhalt  eines  Fasses: 

/=|(G  +  2Z», 

wo  G  die  Bodenfläche,  D  die  mittlere  Durchschnittsfläche  und 
h  die  Länge  des  Fasses  bedeuten.  Diese  Formel  ist  nach  dem 
Vorhergehenden  vollkommen  streng,  wenn  das  Fas«  wie, ein  an 
den  beiden  Enden  um  gleiche  Grössen  abgestumpftes  Ellipsoid 
angesehen  werden  kann. 


II. 

Der  Kreisabschnitt  und  die  Simpson'sche  Formel. 

ton 

Herrn  Professor  Dr.  PF  itt st  ein 

in  Hannover 


Der  Kreisabschnitt  pflegt  in  den  Elementarbflchern  der1  Geo- 
metrie sehr  stiefmutterlich  behandelt  zu  werden.  Wenn  man  be- 
wiesen hat,  das  der  Kreisausschnitt  einem  Dreiecke  gleich  ist, 
welches  den  Bogen  zur  Grundlinie  und  deu  Halbmesser  zur  Höhe 
hat,  so  pflegt  man  fortzufahren:  der  Inhalt  des  Kreisabschnitts 
wird  gefunden,  wenn  man  von  dem  Kreisausschnitte  das  Dreieck 
subtrahirt,  welches  durch  die  Sehne  und  zwei  Halbmesser  gebil- 
det wird;  und  damit  wird  der  Gegenstand  verlassen. 
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Es  sei  r  der  Halbmesser,  b  der  Bogen,  a  die  Sehne  und  h 
der  Pfeil  des  Kreisabschnitts.  Dann  wird  also  sein  Inhalt  dnrcb 
die  Differenz  ausgedruckt 

7=4-^  (l) 

Bad  damit  die  Sache  als  erledigt  angenommen. 

Diese  Kurze  hat  allerdings  ihre  guten  Gründe.  Die  vier 
Grössen,  welche  die  Formel  (1)  zur  Inhaltsbestimmung  des  Kreis- 
ibscbnitts  fordert,  sind  nicht  unabhängig  von  einander;  zwei  der- 
selben müssen  hinreichen ,  um  daraus  die  beiden  anderen  zu  be- 
stimmen. Aber  die  Ableitung  ist,  was  den  Bogen  b  anlangt,  in 
Jen  Elementen  unausführbar,  denn  sie  setzt  trigonometrische 
Begriffe  voraus. 

Wenn  z.  B.,  wie  gewöhnlich,  die  Sehne  a  und  der  Pfeil  h  ge- 
geben sind,  so  bann  man  den  Halbmesser  r  aus  der  Gleichung 

bestimmen 

£  =  A(2i— A). 

Was  dagegen  den  Bogen  b  anlangt,  so  sei  <p  der  ihm  zuge- 
hörige Centriwinkel.  Alsdann  muss  man  zur  Bestimmung  von 
e  eine  der  drei  Gleichungen  anwenden 

q>      a  cp     r — h  cp  a 

8'n2=2V   co"2="T~*    tan(?  2  =  W-~h) 

■  • 

und  erhält  daraus  b  durch  die  Proportion 

360°:e>  =  2rji::6. 

Diese  Rechnung  kann  natürlich  in  den  Elementen  der  Plani- 
metrie keinen  Kaum  finden. 

Nichts  desto  weniger  scheint  es,  dass  man  auch  schon  in 
Elementen,  welche  keine  Trigonometrie  voraussetzen,  in  der 
Inhaltsbestimmung  des  Kreisabschnitts  weiter  geben  könne  als 
dies  bisher  üblich  gewesen  ist.  Ich  werde  hier  eine  Entwickelung 
"»ittbeilen,  welche  ich  in  die  zweite  Auflage  meiner  „Planimetrie" 
(Haoüover  1862)  aufgenommen  habe  und  für  deren  Zulassung  in 
die  elementaren  Lehrbücher  hauptsächlich  die  beiden  folgenden 
^stände  sprechen  dürften: 

1)  Sie  giebt  schon  dem  Anfänger  ein  sehr  instruetives 
Beispiel  der  Exhaus  t  iona-Met  h  od  e,  welche  sonst,  nach 
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dem  Vorgange  des  Archimedes,  erst  bei  der  Quadratur  der  Pa- 
rabel gelehrt  wird,  also  fär  Gymnasialscbüler  selten  oder  niemal«. 

2)  Sie  macht  es  möglich,  die  Simpson'sche  Formel  ffir 
Flächenberechnungen,  deren  Aufnahme  i  n  die  Elemente  so 
wünschen« werth  ist,  schon  hier  abzuleiten,  während  dieselbe 
sonst  nur  unter  Voraussetzung  der  Quadratur  der  Parabel  bewie- 
sen wird. 

■ 


5-  2. 

Die  Gleichung  (1)  lässt  sich  umformen  in 

(2) 

und  deutet  in  dieser  Gestalt  schon  den  Weg  an,  welchen  die 
Ezbaustion  der  vorliegenden  Fläche  xu  nehmen  hat,  wenn  der 
Bogen  6  vermieden  werden  soll. 

Taf.I.  Fig.  5.  Man  beschreibe  in  den  Kreisabschnitt  das  gleich- 
schenkelige  Dreieck  ABC,  welches  die  Sehne  AB  =  a  zur 
Grundlinie  und  den  Pfeil  CD  =  h  zur  Höhe  hat  Der  Inhalt  die- 
ses Dreiecks  ist  ^-  • 

In  die  beiden  übrig  gebliebenen  Kreisabschnitte  beschreibe 
man  wieder  die  gleichschenkeligen  Dreiecke  ACE  und  CBF9 
welche  die  Sehne  AC=  CB  =  al  zur  Grundlinie  und  den  Pfeil 
EG=zFH=hx  zur  Hohe  haben.  Der  Inhalt  dieser  beiden  Drei- 
ecke ist=2.^. 

In  die  vier  nun  noch  übrigen  Kreisabschnitte  beschreibe  man 
wieder  ebenso  glcichschenkelige  Dreiecke,  welche  in  der  Figur 
nicht  weiter  angezeigt  sind,  und  nehme  die  Sehne  AE  =  a%  zur 
Grundlinie  und  den  zugehörigen  Pfeil  =A2  zur  Höhe.    Der  lohalt 

dieser  vier  Dreiecke  ist  =4. 

Fahrt  man  so  weiter  fort,  bezeichnet  Sehne  und  Pfeil  der 
nun  folgenden  acht  Kreisabschnitte  mit  as  und  As  u.s.w.  und  addirt 
alle  Dreiecke,  so  erhalt  man  den  Inhalt  des  Kreisabschnitts  durch 
die  unendliche  Reihe  ausgedrückt: 

/=£+2.  aJ*i  +  4.^  +  8.^?  +  ...  (3) 
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Diese  Reihe  nimmt  eine  elegantere  Gestalt  an,  wenn  man 
statt  der  Warthe  A,  ht,  A*  u.s.  w.  den  Halbmesser  r  einführt  Man 
bat  nämlich,  wie  unmittelbar  aus  der  Figur  zu  schliessen  ist, 

e,2  a2*  a3« 

**  =      •      I==2r'        =^iU.s.  w. 

aod  die  Substitution  dieser  Werthe  giebt  die  Reihe: 

Um  nach  dieser  Formel  den  Inhalt  des  Kreisabschnitts  zu  be- 
rechnen, bedarf  es  der  Kenntniss  der  Werthe  ait  at,  ait  u.s.w 
Diese  Werthe  entstehen  aber  successive  aus  einander  auf  dieselbe 
Weise,  wie  aus  der  Seite  eines  eingeschriebenen  regelmässigen 
Polygons  die  Seite  des  eingeschriebenen  Polygons  von  doppelter 
Seitenzahl  hergeleitet  wird,  oder  es  ist 


U.  8.  W         U.  8.  W.. 


Wenn  eine  genaue  Zeichnung  des  Kreisabschnitts  vorliegt, 
wie  es  in  den  technischen  Anwendungen  bei  Gewölben,  Brücken- 
bogen  u.8.w.  der  Fall  zu  sein  pflegt,  so  kann  man  kurzer  die  Werthe 
'oo  s,,  a%9  <z3,  u.  s.  w.  aus  der  Zeichnung  nehmen. 

In  der  numerischen  Rechnung  bricht  die  unendliche  Reihe 
rnmer  von  selbst  da  ab,  wo  ihre  Glieder  so  klein  werden,  dass 
»e  za  der  letzten  in  Betracht  zu  ziehenden  Dezimalstelle  keinen 
Beitrag  mehr  geben. 

§.  3. 

Die  hier  entwickelte  Formel  (4)  für  die  Inhaltsberechnung 
ie«  Kreisabschnitts  ist  im  Allgemeinen  einer  Zusammeuziehuug 
»  einen  geschlossenen  Ausdruck  nicht  fähig.  Dies  ist  jedoch 
*  einem  besonderen  Falle  möglich,  den  die  Praxis  sehr  häufig 
Erbietet,  nämlich  wenn  der  Kreisabschnitt  sehr  flach,  d.  h.  wenn 
4«  Pfeil  des  Kreisabschnitts  im  Vergleich  mit  seiner  Sehne  sehr 
^in  ist. 
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Wenn  CD  sehr  klein  int  im  Vergleich  mit  AB,  so  ist  AC 
wenig  grösser  als  AD,  und  man  kann  mithin  angenähert  setzen 

a 

ai  =  2 

und  folglich  am  so  mehr  auch 

a*  =  ^  =  4»     fls  =  -J  =  §•  u.s.w. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  (4),  so  kommt, 

aa  a3 

/=  I6>  +  64?  +  Sr>+"  (5) 

=  £(HJ  + A  +  »0. 


a8 


Der  hier  vor  der  Klammer  stehende  Factor        ist  einerlei 

mit  -g- »  wie  aus  der  Vergleichung  mit  (3)  unmittelbar  hervorgeht, 

und  die  eingeklammerte  Reihe  hat  zur  Summe  =  J.  Mithin  ist 
endlich 

/=™  (6) 

d.  h.  der  Inhalt  eines  sehr  flachen  Kreisabschnitts  be- 
trägt zwei  Drittel  eines  Rechtecks,  welches  dieSehne 
des  Kreisabschnitts  zur  Grundlinie  und  den  Pfeil  des- 
selben zur  Höhe  hat. 

Diese  Formel  findet  man  sonst  aus  der  Theorie  der  Parabel 
durch  die  Betrachtung,  dass  der  Bogen  einer  Parabel  in  der  Nähe 
ihres  Scheitels  mit  dem  Krflmmungskreise  des  Scheitels  als  zu- 
sammenfallend angesehen  werden  kann. 

Was  die  Anwendbarkeit  der  Formel  (6)  anlangt,  so  kann  man 
die  Frage  aufwerfen,  wann  einem  Kreisabschnitte  die  hier  voraus- 
gesetzte Eigenschaft,  sehr  flach  zu  sein,  zukomme.  Diese  Frage 
lässt  aus  der  Vergleichung  der  beiden  Reihen  (4)  und  (5)  eine 
vollkommen  präcise  Antwort  zu.  In  der  Reihe  (5)  ist  jedes  Glied 
genau  ein  Viertel  des  vorhergehenden;  in  der  Reihe  (4)  dagegen 
ist  jedes  Glied  im  Allgemeinen  grosser  als  ein  Viertel  des  vor- 
hergehenden, und  reducirt  sich  nur  dann  gleichfalls  auf  ein  Viertel 
des  vorhergehenden,  wenn  diese  Reihe  in  (5)  (ibergeht.  Wenn 
man  demnach  die  beiden  ersten  Glieder  der  Reihe  (4)  in  Zahlen 
berechnet  und  das  zweite  Glied  mit  hinreichender  Genauigkeit 
gleich  einem  Viertel  des  ersten  findet,  so  ist  die  Voraussetz  an  g 
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rrtulltanf  welcher  die  Formel  (6)  ruht,  und  man  darf  mithin  die 
Inbaftsherechnang  nach  dieser  Formel  ausfahren. 

Wenn  aber  das  zweite  Glied  der  Reihe  (4)  nicht  gleich  einem 
Vinte)  des  ersten  sich  ergiebt,  so  muss  man  nach  dieser  allge- 
mein«) Reihe  za  rechnen  fortfahren,  kann  aber  zum  wenigsten 
fo&hluss  der  Rechnung  in  die  Formel  (6)  aberleiten.  Denn 
hm  wird  in  der  Reihe  (4)  jedenfalls  früher  oder  später  zu  einer 
Steile  gelangen ,  von  welcher  angefangen  jedes  Glied  hinreichend 
ftoaa  gleich  einem  Viertel  des  Torhergehenden  ist;  wenn  man 
Äis  erste  dieser  Glieder  um  seinen  dritten  Theil  vergrössert,  so 
hat  man  sofort  die  vollständige  Summe. 

Beiläufig  werde  bemerkt,  dass  man,  wenn  /  gefunden,  hinter- 
er auch  im  Stande  ist,  die  Bogenlänge  des  Kreisabschnitts  zu 
kreehoeo.  Denn  man  hat  nur  nuthig  den  Werth  von  /  in  die 
Öeichung  (1)  oder  (2)  zu  setzen  und  diese  für  b  aufzulösen.  So 
«»besondere  giebt  die  Gleichsetzung  der  beiden  Werthe  (2)  und 
#>  für  die  Bogenlänge  6  eines  sehr  flachen  Kreisabschnitts  den 
bemerkenswert ben  Ausdruck : 

'>=«(!+!;). 

«  ...  \  !        '  " 

{.  4. 

Aas  der  Formel  (6)  lässt  sich  die  Simpson' sehe  Formel 
^Weiten,  welche  von  sehr  vielfältigem  Gebrauche  ist,  um  ange- 
«*bert  den  Inhalt  einer  durch  eine  beliebige  krumme  Linie  be- 
jrenrteo  Fläche  zu  berechnen. 

Taf.l.  Fig.  6.  Es  sei  AB  eine  beliebige  krumme  Linie,  welche 
eine  Ptäche  begrenzt,  und  XY  eine  willkürlich  angenommene 
AbscUsenlinie,  auf  welcher  in  gleichen  Abständen  XC=z  CD 
torlaiiögdie  drei  rechtwinkeligen  Ordinaten  XA,  CL,  DM  errichtet 
"Mi  Die  Abstände  dieser  Ordinaten  seien  so  klein  genommen, 
***  der  Bogen  ALM  keine  zu  starke  Krümmung  hat.  Man 
*t»  AC=  CD=a  und  XA  =  y,  CL  =  yx ,  DM  =  y2- 

Zieht  man  die  gerade  Linie  AM,  so  wird  durch  dieselbe  das 
»'wehen  den  Ordinaten  XA  und  DM  enthaltene  Flächenstiick 
'n  das  Trapez  XDMA  und  das  Segment  AML  zerlegt.    Das  Tra- 
!**  XDMA ,  dessen  parallele  Seiten  y  und  y%  sind  und  dessen 
=  2a  ist,  hat  den  Inhalt 

Die  Mittellinie  dieses  Trapez  beträgt  CK  =3LL& ,  folglich  ist 
fbeil  XXXIX.  2 
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KLj  —  Vi  2  

Um  den  Inhalt  des  Segments  AML  zu  bestimmen,  mache  m&i 
CZ=KL  und  denke  sich  durch  die  Punkte  X,  Z,  D  eine  krumm« 
Linie  gelegt,  welche  ein  Segment  XDZ  von  demselben  Inhalt' 
wie  AML  hervorbringt  Dieses  Segment  XDZ  kann  man  ange 
nähert  wie  einen  Kreisabschnitt  ansehen,  dessen  Pfeil  im  Ver 
gleich  mit  seiner  Sehne  klein  ist.  Die  Sehne  dieses  Kreisabschnitt? 

ist  =  2«,  der  Pfeil  =  y,  —  *-A^>  ««d  mithin  nach  (6)  sein  Inhal 

3  (.Vi  

Durch  Addition  der  beiden  gefundenen  Werthe  erhält 
Cur  den  Inhalt  des  Flächenstucks  XDMLA 


2 

d.  i. 

a 


Sollte  der  Bogen  ALM  seine  convexe  Seite  nicht,  wie  in  der 
Figur,  nach  oben,  sondern  nach  unten  wenden,  d.h.  CL^CK 
sein,  so  lässt  sich  durch  entsprechende  Abänderung  der  Figur 
zeigen,  dass  der  Ausdruck  für  /  in  (7)  dessen  ungeachtet  der 
selbe  wird. 

i 

Es  seien  nun  solcher  Theile  wie  XC=  CD  =  c  auf  der  Ab- 
scissenlinie  XY  beliebig  viele,  jedoch  in  gerader  Anzahl  ror- 
handen,  und  die  entsprechenden  Ordinaten  seien  der  Reihe  nach 

y>  .Vi»       #3»  yin-\,  y*n. 

Alsdann  erscheint  die  ganze  zwischen  den  Ordinaten  y  und  yt* 
enthaltene  Fläche  wie  eine  Summe  von  Flächenstöcken,  deren 
Inhalte  nach  der  Formel  (7)  zu  berechnen  sind.  Mithin  erhält 
man  fÖr  die  ganze  Fläche  den  Ausdruck: 

1  =  jCy  +  fyi      +  f    + fy3  -f  #4)  +  •  •  •  +  $(g*n-  * + 

d.  i. 

1  =  j(y +      +  2^2  +  4^3  +  ^3  +  . ..4y«„-i  +  y«B), 
welches  die  Simsonsche  Formel  ist. 
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III. 

lieber  die  der  Ellipse  parallele  Curve  und  die  dem 

Ellipsoid  parallele  Fläche. 
* 

Von 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Fiedler, 

Lehrer  der  darstellenden  Geometrie  a.  d.  Gewerbeschule  zn  Chemnitz. 


1.  Im  VI.  Zusätze  zu  meiner  deutschen  Ausgabe  von  Rev. 
Salmon's  „Treatise  on  Conic  Sections"  („Analytische  Geometrie 
der  Kegelschnitte"  p.  598 — 604)  und  nachher  habe  ich,  den  brief- 
lichen Andeutungen  des  trefflichen  Gelehrten  nachgehend,  Folge- 
rangen aus  der  Betrachtung  der  Discriminante  der  Gleichung 

kS  +  S,  =  0 

Bhgetheilt  (p.  602),  welche  sich  den  Art.  362  -367  des  Werkes 
anscbliessen ;  sie  galten  einer  Gruppe  von  Sätzen  Ober  Kegel- 
schnitte, zu  deren  Entdeckung  der  Satz  von  Faure:  „die  Länge 
der  Tangente,  welche  man  vom  Centrum  einer  Ellipse  an  den 
umschriebenen  Kreis  eines  in  Bezog  auf  sie  sich  selbst  conjugir- 
tea  Dreiecks  ziehen  kann,  ist  der  Länge  der  Sehne  des  elliptischen 
Quadranten  gleich*'  (Nouvelles  Annales  de  Mathematiques  1860. 
5*24  p.  234)  die  Anregung  gab.  Ich  knöpfte  diese  Folgerungen  an 
andre  Betrachtungen  über  die  geometrische  Bedeutung  der  Dis- 
wminante  an,  in  welchen  diese  Letztere  besonders  zur  Bestim- 
mung der  Enveloppen  von  geraden  Linien  und  der  Oerter  von 
Punkten  benutzt  ward.  Im  Hinblick  auf  diese  schloss  ich  die 
Entwicklungen  über  die  obige  Gleichung  ffir 

S  =  0 

ils  Gleichung  eines  Kreises  mit. der  Bemerkung,  die  ich  mir  hier 
zu  wiederholen  erlaube:  „Endlich  knüpfen  wir  diese  Entwickeln- 
den an  die  erste  Betrachtung  dieses  Zusatzes,  indem  wir  bemer- 
ken, dass  die  Di scrimin  ante  der  Gleichung 

2* 
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fflW  +  a  *a*(b*+c*)+b*ß*(c* + a*)  +  c V(«* + 

((oV  +  6V  +  c*n*)  +  (o*a* + 6*/5*  +  c*y*)} 

+  *  ÖW 

(g»  +  6*+C«)-(«»  +  ff«  +  y*-r»)  1  _ 

in  Bezug 'auf  die  Veränderliche  k  ist  die  Gleichung 
der  zum  betrachteten  Ellipsoid 


X'        u  i  . 

„-,+£  +  ^=1 


parallelen  Oberfläche,  d.i.  die  Gleichung  der  Ober- 
fläche, deren  auf  den  Normalen  desEllipsoids  gemes- 
sener Abstand  von  diesem  Letzteren  unveränderlich 
und  =  r  ist. 

Indem  ich  darauf  zurückkomme,  schliesse  ich  zugleich  die  von 
Cayley  von  andern  Grundlagen  aus  ncuestens  gegebenen  Be- 
wickelungen über  denselben  Gegenstand  an.  (Man  vergleiche  „An- 
nali di  Matematica  da  B.  Tortolini",  tili,  p.  311  o.  345.) 

2.  Die  Richtigkeit  der  ausgesprochenen  Sätze  zuerst  erweist 
sich  leicht.  Denn  was  den  ersten  anbelangt,  so  reprasentirt  be- 
kanntlich die  Discriminante  der  Gleichung 

* 

*[<*-«)»  +  (y-|J)»-r']  +  g  +  J-l  =  0, 

welche  in  der  oben  gegebenen  Form  erhalten  wird,  und  an  den 
angeführten  Orten  in  der  kürzeren  Gestalt 

geschrieben  worden  ist,  die  auch  hier  beibehalten  werden  soll,  das 
System  der  drei  Paare  von  geraden  Linien,  welche  durch  die  vier 
Durchschnittspunkte  des  Kreises 

(x-a)*+(y-fi)*-r*  =  0 
mit  dem  Kegelschnitt 

hindurch  gehen,  oder  die  Gegenseitenpaare  und  das  Diagona- 
lenpaar des  gemeinschaftlichen  eingeschriebenen  Vierecks. 
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Für  den  Fall,  dass  zwei  dieser  Paare  von  geraden  Linien  in 
ein«  zusammenfallen,  oder  dass  von  den  vier  Durchschnittspunk- 
ten  der  beiden  Curven  zwei  in  einem  vereinigt  sind*),  d.  b. 
wenn  Berührung  zwischen  ihnen  stattfindet,  muss  jene 
doreb  die  Gleichsetzung  der  Discrimin ante  mit  Null 
erhaltene  Gleichung  1  . 

ein  Paar   gleiche  Wurzeln  in  k  haben,  d.h.  ihre  nach 
der  Veränderlichen  k  gebildete  Discr iminante  muss 
selbst  mit  Null  gleich  sein.   Diese  Discriminante  Wird  durch 
die  Elimination  aus  den  partiellen  Differentialen  der  homogen 
dachten  Gleichung,  d.i.  aus 

6**+20i*+3^i  =  o 

ehalten,  und  kann  in  der  Form  einer  Determinante 


3J,  20,  61?  0 

0,  SJ,  26,  0! 

6,  26^  3Jt>  0 

0,  6.  26lf  3^ 


•der  entwickelt 

0*0^  +  18^60,  =4^0l8  +  27^,»+4z/10», 

und  endlich  in  der  zur  Discussion  brauchbarsten  Form 

(9^z/,—  66^*  =  4(0a  —  ZJejißS—  3^,6) 

geschrieben  werden. 

3.  Wenn  nun  in  diese  Gleichung  die  Werthe  der  Grossen 
4X,  wie  sie  eben  gegeben  sind,  substituirt werden  — 
ich  will  nur  die  Coordinaten  des  Centrums  a,  ß  durch  J,  i\  be- 
zeichnen,  um  sie  als  Veränderliche  zu  characterisiren  —  so  ent- 
steht eine  Gleichung,  deren  geometrische  Bedeutung  keine  an- 
dere ist,  als  diese:  Sie  repräsentirt  den  Ort  des  Mittel- 
punkts eines  Kreises  vom  Halbmeser  r,  welcher  die 
gegebene  Ellipse  berührt;  somit  ist  sie  die  allgemeine 
Gleichung  der  der  Ell  i pae. paral  1  elen  Curve. 

•)  Man  vergleiche  „Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte"  Art.  364. 
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Man  hat 

Ax  =  1,         ©,  =„»  +  6»_(|«+^_r*); 

die  Substitution  liefert  also  eine  Gleichung  vom  achten  Grade  in 
Bezug  auf  £,  rj,  als  Gleichung  der  parallelen  Curve.  Sie  erscheint 
in  der  Form 

[a*6*— a*0f— r*)  -6^|»-r*)]*[«* +  £*-(£*  +  ^-r*)J* 
+  16aWr*[«W--a«0?*— r*)  -  6*($*-r*)]        6*—     +  if—  r»)  | 

+  27a*6«r*  +  4[a*6a  —  a*^»  -  r»)  —       -  r*)]» , 
oder  in  der  anderen 

[9a*6*r» — (a«6*  —  a  V  ~       +  aM  +  6*r2)(a*  +  o* — {•  -  if  +  r«)  ]* 

X[(a»  +  6«— «»— iy«  +r*)«_3(a^*-  aV  -  6H1  +  a«r»  +  6*r*)]  *). 

Sie  stimmt  mit  der  von  Catalan  im  III.  Bde.  der  „Nouvelles 
Annales" von  M.Terquem  (1844,  p.563)  gegebenen  Ö berein,  welche 
auf  Grund  des  Beweises  von  Cauchy  im  XIII.  Bde.  der  Comptes 
rendus  (p.  1063)  entwickelt  wurde,  dass  die  Gleichung  der  paral- 
lelen Curve  der  Ellipse  durch  die  Elimination  von  6  aus  den 
Gleichungen 


•)  Ich  darf  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  Salmon  bereits  in  seinem  „Trea- 
tisc  on  the  higher  plnuc  Curvcs"  (1852  p.  273 — 74)  eine  Lösung  des  Probleme 
egeben  hatt  dio  von  ganz  anderen  Gesichtspunkten  ausgehend,  doch  zu  einem 
höchst  eleganten  Resultate  gefuhrt  hat.  Er  untersucht  die  Curvcn,  welche  mit 
der  Ellipse  dieselbe  Evolute  haben  und  zeigt,  dass  diese  Anfpabe  sich  auf  die- 
Bestimmung  der  reoiproken  Curve  einer  Curve  4.  Grades  reducirt  (Art,  109); 
er  löst  sodann  aber  auch  die  Aufgabe  direct  durch  die  Betrachtung  der  ftqui- 
distanten  Tangenten  und  die  Theorie  der  Enveloppen.  (Vcrgl.  p.  98 — 104  des 
genannten  Werks).  Das  Resultat,  die  Gleichung  der  Parallel  curve,  ist  in  die 
Form 

gesetzt,  und  enthalt  nach  der  Xatur  vou  S  und  T  allerdings  Glieder  de* 
zwölften  Grades;  aber  alle  von  höheren  als  dem  8.  Grude  verschwinden  in  der 
Entwickclnng.  Auch  die  Beziehung  der  Brennpunkte  zur  Parallelcurvc  (sick 
unten  Art.  10)  entgeht  Salmon  nicht,  (p.  274.) 


Digitized  by  Google 


und  die  dem  El/ipaoid  parallele  Fläche. 

.  *y  ****  _r« 

(a*-f  Ö)*  +  (6*  +  0)*       '        (a*  +  0)«  +  (6*  +  0)»  ~  r 


Cayley  hat  bemerkt,  dass  die  verlangte  Elimination  sieb  am 
einfachsten  vollzieht,  indem  man  aas  den  vorigen  Gleichungen 
dieoeaen  bildet 

e*+Ö  +  6*+0  =  ,  +  0*    (S^+W1  +  (6*  +  0)*  =  6** 

Hier  ist  die  zweite  durch  die  Differentiation  der  ersten  nach  6 
erhalten  und  die  verlangte  Elimination  kommt  daher  auf  die  Bil- 
img  der  Discriminante  dieser  ersteren  zurück,  d.i.  der  Discri- 


(0+r»)(0  +  ö«)(0  +  6*)-:r*6(0  +  o»)  — y*0(0  +  a*)  =  0. 
Man  erhält  damit  genau  die  obige  Gleichung  wieder. 


4.  In  vollkommener  Analogie  knüpft  sich  die  Aufgabe,  die 
parallele  Flache  des  Ellipsoids  zu  bestimmen,  an  die  all- 
eine  Gleichung 


in  welcher 

i  =  aW,    S  =  <i«6»cH(a2+6*)cV+(6»+c4)a4|1+(c»+a«)64»7a 

J,  =  1 ,  Ä  =  (a*6*  +  6*c*  +  c*a»)  +  (a»$* + 6  V  +  c*£*) 

-  (a*+ +  c»)(?  +     +  {•  -  r») , 

«od.  (Wieder  sind,  um  die  Coordinaten  des  Centrum  der  Kugel 


&die  Veränderlichen  zu  cbaracterisiren,  die  Buchstaben  £,  1?,  £ 
»  Stelle  von  a,  0,  y  eingeführt  worden.) 

Soll  die  Kogel 

(*  -  £)*  +  (y  -  V)2  +  (*  -  0*  -  r*  «  0 

■ 

^Ellipsoid 

1/^ 

^rubren,  so  muss   die  obige  Gleichung  in  /  gleiche 
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0, 


Wurzeln  besitzen  und  ihre  D iscrim i nante  nach  k  rouss 
also  Null  sein. 

Man  bildet  diese  Letztere  durch  Elimination 
4z/A*  +  36**+2ÄA  +  6,  =  0, 

eü«+2ÄÄ* + 36,*  +  ax  =  o 

entweder  in  Form  der  Determinante: 

4z/,  36,  2Ä,  6„  0,  0 
0,  4z/,  36,  2&,  «4,  0 
0,  0,  4z/,  30,  2Ä,  6, 
6,  36,,  4z/,,    0,  0 

0,     6,  2&,  36, ,  4z/,,  0 
0,     0,     6,  2Ä,  36i94zf, 
oder  in  der  entwickelten  Form 

256z/»zf,  3+  6*6,         144z/z/,  *6*A-+ 1444*4  6,*Ä 

+  36z/,  0'0t  £  -f  36z/0i  30&  +  Ißzlz/,  ß4 
=  40»6,  •  +  4z/6, 2Ä8 + 4z/,  6*&8+  27z/,*6* + 27z/»6,*+ 644,  d*^' 

+  192zf2z/i3001  +  128z/*4,*Ä*  +  80z/ z/,  00,  ß*. 

».>».,.  *    *  .  Vi»  '  N,  •  '..V  .  V\ 

und  in  der  brauchbarem  reducirteu  *) 

4(444,- 06, 
=  ,V  (7244,&+9661Ä— 2746,*— 274,0,»  -2Ä»)« 


*)  Man  verdankt  diese  Rednction  dor  Discriminante  einer  binaren  Form 
des  vierten  Grades  den  Herren  Boolc  und  Cayley.  Wenn  man  sie  in  der 
Form 

schreibt,  so  erkennt  man  darin  die  von  jenen  gegebene  Relation  der  Invarian- 
ten der  gedachten  Form 

Ax*  +  4Bx*y  +  bCx*y*+Wxy*  +  Ey*  =  °» 
(AE  -  4  J?/>  +  3C*)»  =  27(4C£  4-  2ff  CZ)  -  4Z)*—  £B*— 

oder 

s»  =  27r* 
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Man  erkennt  daraas  leicht,  das«  die  Gleichung  der  Pa- 
rallelfläche  in  £,  17,  £  von  der  zehnten  Ordnung  ist. 

5.  Ich  beabsichtige  augenblicklich  nicht,  in  die  Discussion 
derselben  einzugehen,  aber  ich  bemerke,  das«  dieselbe  besonder« 
auf  der  reducirten  Form  zu  verweilen  haben  wird.  Folgeride  Er- 
gebnisse aus  der  Theorie  der  binären  biquadratiseben 
Formen  gewinnen  für  dieselbe  entscheidende  Bedeutung.  Für 
die  Form 

la*sen  sich  beide  Invarianten  «S  un<J  T  als  symmetrische  Fun- 
ctionen der  Wurzeln  ausdrücken ;  nämlich,  wenn  die  vier  aus  der 

x 

Gleichung  entspringenden  Werthe  des  Verhältnisses  —  durch  a, 
ß,  y,  6  bezeichnet  werden, 

5  =  («  -  ß)*(7~-  d)*  +  (ß  _  y)*(<5  -  «)*  +  (y  -  <*)*<<*  -  ßf , 

r  =  («-««y-W«-y)tf-«)  +  ".- 

oder: 

Ä  =  2^(«-jS)2(y-d)2, 

uod  ebenso: 

T=  26{a-ß)*(7- ö)*(a-y)(ß-ö). 

Es  ist  nach  Salmon's  Bemerkung  vörtheilhafter,  diesen  letz- 
teren Ausdruck  in  der  Form 

T  =  [(« -ß)(y  -  S)-(a-y)(&-ß))  [(„  _       -  ß)  -  («_  S)(ß  -  Y)] 

t  *  w  * 

X  [(«-W-y)-(«-/3)(y-^)] 

ra  schreiben;  denn  nun  erkennt  man,  dass  die  Gleichungen 

5  =  0,      T  =  0 

gleichmässig  die-  Bedingung  ausdrücken,  unter  wel- 
cher die  Gleichung  drei  gleiche  Wurzeln  hat;  und 
»lass  spec  i  el  I  T  =  0  die  Bedingung  ausdrückt,  unter 
welcher  die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  —  durch  Punkte 
einer  Geraden  oder  Strahlen  eines  Büschels  repräsentirt  —  ein 
harmonisches  System  bilden. 

•  . 

ö.  Cayley  gelangt  am  angeführten  Orte  zu  derselben  Glei- 
chung für  die  Parallelfläche  des  Eliipsoids 
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indem  er  zunächst  die  Coordioaten  £,  tj,  £  de«  Endpunkts  der 
Normale  ?od  der  Länge  r  im  Punkte  des  Ellipsoids  durch 

die  Substitution 


K  «♦  +  6*  +  c*  -  * 

in  der  Form 


ausdrückt  und  aus  den  durch  die  Substitution  dieser  Werthe  ge 
wonnenen  Gleichungen: 

a*P  oV  ff  _ 


die  folgenden  bildet: 


u*  +  A  +  6»+  >t  +  c«  + Ar- 1  +  Ar  * 

die  zweite  derselben  ist  das  in  Bezug  auf  k  genommene  partielle 
Differential  der  ersten  und  somit  die  Gleichung  der  parallelen 
Fliehe  des  Ellipsoids  zu  gewinnen ,  indem  man  die  Discriminante 
der  Gleichung 

in  Bezug  auf  k  bildet  und  mit  Null  vergleicht.  Die  Wcgschaffuog 
der  Nenner  läset  in  ihr  die  Gleichung  vierten  Grades  wiederfinden, 
welche  vorher  gefunden  ward. 

Es  ist  von  Interesse,  damit  die  von  Wi  II.  Roberts**)  ge- 


•)  Ich  mlucire  überall  seine  Bezeichnungen  auf  die  hier  gebrauchten. 
•*)  M.  W.  Roberts  ist  derjenige  des  bekannten   gelehrten  Brflderpaarc* 
i  Dublin,  welcher  in  Terqucra's  -Annale«*  unter  dem  Anagnunn  Strebor 
riele  schwierige  Probleme  der  Geometrie  und  Analyst  gelöst  hat. 
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:fbene  und  von  Gayley  bekannt  gemachte  Auflösung  zu  ver- 
gleiche!. Die  Parallel  fläche  desEllipsotds  kann  offen- 
bar  gewonnen  werden  als  die  Enveloppe  aller  aus  den 
Punkten  der  Oberfläche  mit  einem  und  demselben 
Radius  r  beschriebenen  Kugeln.  Roberts  betrachtet 
nun  zunächst  die  Ri ng flache,  welche  die  gern  einschaft- 
liele  Enveloppe  der  Kugeln  ist,  deren  Centra  einen 
£reisschnitt  des  Ellipsoids  bilden  und  geht  sodann  von 
ihr  erst  auf  die  Parallelfläche  selbst  über.  In  der  That,  nur  die 
Gleichung  der  den  Kreisschnitten  entsprechenden  Ringfläche  ist 
einfach  genug,  um  die  Gleichung  ihrer  Enveloppe,  der  Parallel- 
fliehe  des  Ellipsoids,  in  genügend  knapper  Form  zu  erhalten.  Für 
die  Ellipse 

erhält  man  die  Gleichungen: 

* 

und  die  Gleichung  der  Ringfläche  durch  die  Discriminante  der 
Gleichung: 

Jl_    ,     ^   — i 
a*  +  k  +  6*  +  k~   +  k 

in  Bezog  auf  Ar.  Sie  ist  eine  eubische  Form,  reducirt  sich  aber 
für  a=6,  oder  für  die  Kreisschnitte,  auf  eine  quadratische  Form. 

lodern  ich  mich  auf  diese  Andeutungen  beschränke,  verweise 
ich  auf  die  schonen  von  Cayley  über  diesen  Gegenstand  gege- 
bnen Entwickelungen  (Annali  di  Mat.  t.  III.  p.347). 

7.  Statt  in  die  Discussion  der  Parallelfläche  des  Weiteren 
einzugehen,  will  ich  die  Hauptinomente  der  Discussion  der  Pa- 
raltelcurve  der  Ellipse  bezeichnen.  Es  wird  nöthig  sein,  dazu 
nach  einander  von  ihrer  Klasse  und  von  ihren  Singularitä- 
ten, nämlich  von  Rückkehrpunkten  und  Doppelpunkten  zu  ban- 
deln, und  nutzlich,  ein  Paar  specielle  Fälle  zu  erörtern. 

Die  Paral  lelcurve  der  Ellipse  ist  von  der  vierten 
Klasse,  d.  h.  man  kann  von  jedem  Punkte  ihrer  Ebene  aus  vier 
Tangenten  an  sie  ziehen.  Mau  beweist  diess,  indem  man  die 
Gleichung  der  Curvcn  in  Tangen tialcoor d inaten  auf- 
hellt; denn  dieselbe  ist  vom  vierten  Grade  in  den  Veränderlichen. 
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Die  Tangente  der  Ellipse  kann  durch  den  von  ihr  mit  der 
Hauptachse  gebildeten  Winkel  «  in  der  Form  ausgedrückt  werden: 

x  cos  «  +y  sin  et —  V  (a*cos*a+  ö2  sinaa)  =  0  *) ; 
dann  ist  unmittelbar 

xcosa  -f  ys'ma  — r —     (a^cos^  +  AVm2«)  =  0 

die  Gleichung  der  im  Abstände  r  zu  ihr  parallelen  Geraden,  d.  h. 
die  entsprechende  Tangente  der  Parallelcurve  der  Ellipse. 

Indem  man  sie  durch 

Xx+  Yy  +  Zz=Q 

repräsentirt,  wo  X,  V,  Z  die  Tangentialcoordinaten  sind,  hat  man 

AI  I\L  =  cos  er:  sin a  :r+  V  (aacos«a+6*sin*a) 
und  findet 

Z  +  r  V**+F*  +  V«2Af  +  6*F*  =  0 

als  Gleichung  der  Parallelcurve,  oder  in  der  von  Wurzelgrossen 
freien  Form: 

[(a»— r*)A*+(6*— ra)F*]*  =  Z*[2(fl»+r*)J¥4+2(6»+ra)F»  +  Z*], 

also  in  der  That  vom  vierten  Grade**). 

Aber  auch  die  Construction  liefert  das  nämliche  Ergeb- 
niss.  Um  von  einen  gegebenen  Punkte  aus  die  Tangenten  der 
Parallelcurve  einer  gegebenen  Ellipse  für  die  Distanz  r  zwischen 
beide»  zu  zeichnen,  beschreibt  man  von  diesem  Punkte  aus  mit 
dem  Halbmesser  r  .  einen  Kreis,  zieht  die  gemeinschaftlichen 
Tangenten  dieses  Kreises  und  der  Ellipse,  und  erhält  die  ver- 
langten Tangenten  in  den  zu  ihnen  durch  das  Centrum  des  Krei- 
ses gezogenen  Parallelen ;  nach  dieser  Construction  kann  die  Zahl 
dieser  Tangenten  nie  grösser  als  vier  sein. 

*)  Man  vergleiche  „Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte"  Art.  179. 
**)  M.  Caylcy  hcnierkt,  dass  die  Normale  der  Ellipse  durch  die  Gleichunp 

arsina  —  tycoset  =  (a»  —  62)sinacosa 

repräsentirt  werden  kann,  und  dass  man  durch  Betrachtung  der  orthogonalen 
Trajectorie  dieser  Geraden  die  Gleichung 

(rrfr-f  ydy)  V &*<ir»-|-a»<fy*-f  (««  -b*)dxdy  =  0 

erhält;  die  Differentialgleichung  der  Parallelcurve  der  Ellipse.  In  das  Inte- 
gral derselhen,  welches  von  der  achten  Ordnung  ist,  tritt  die  Grösse  r  als 
Contfanto  ein. 
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8.  lindem  man  bemerkt,  dass  eine  Gurve  des  8ten  Grades  im 
Allgemeinen  von  der  56.  Klasse  ist,  wird  man  von  selbst  zu  der 
Frage  nach  den  Singularitäten  der  Parallelcurve  der 
Ellipse  geführt,  welche  die  entsprechende  Erniedrigung  der 
klassenzahl  bewirken. 

Sie  besitzt  zuerst  zwo  If  Rückkehrpunkte  oder"Spitzen. 
Sie  sind  die  gemeinschaftlichen  Durchscbnittspunkte  der  drei  Cur- 
ven vierter  Ordnung,  welche  durch  die  Factoren  der  allgemeinen 
Gleichung  der  Parallelcurve  einzeln  dargestellt  werden,  nämlich 
der  Curven: 

9^,  —  00,  =  0 ,    0*— 3zf     =  0,    0,2 -3^,0  =  0, 

Man  erkennt  zunächst,  dass  sie  zwölf  gemeinschaftliche  Durch- 
scbnittspuukte  besitzen,  weil  jede  dieser  drei  Gleichungen  aus 
den  beiden  andern  hervorgeht;  sodann  aber,  dass  diese  Punkte 
Ruckkehrpunkte  der  Parallelcurve  sind,  aus  der  Art  und  Weise 
der  Verbindung  jener  drei  Gleichungen.  In  der  That,  die  Form 

(9^  —  00,)2  =  4(0»— 346,Xei*  -  3^,  0) 

zeigt,  dass  die  Parallelcurve  der  Ellipse  von  den 
Curven 

02—3^0,  =0     und     0,»-3^10  =  O 

m denjenigen  Punkten  berührt  wird,  in  weichen  die 
Cnrve 

9JJt  -  00!  =  0 

m  schneid  et. 

Man  erhalt  die  fraglichen  Rü'ckkehrpunkte  aus  diesen  Glei- 
chungen selbst,  vollkommen  direct,  indem  man  aus  ihnen  die 
Relation  en 

0  =  3(^t)*,    0,  =  3(^^2)* 
»ieht  und  die  entsprechenden  Werthe  aus  Art.  3.  suhstituirt. 
Man  hat 

„«6»- «V- i>*?  +  («*  +        =  3(«6r)T, 

ö2+ 62  +  r2— S*  -     =  3(aor)l 

zar  Bestimmung  der  fraglichen  Coordinatenwerthe. 

Es  ist  nicht  schwer  zu  erkennen,  dass  sie  denjenigen 
Punkten  der  Ellipse  entsprechen,  deren  Krümmung«- 
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ha  Ibmesser  gleich  r  ist.  Man  beweist  diess  nach  Gay ley's 
Vorgang,  indem  man  durch 

a  co«  a,  6sina 

§ 

die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Curve*)  bezeichnet;  denn  da- 
mit sind  die  Coordinaten  des  Krtinimungscentrums  durch 

a£  =  (a* —  6*)  cos8a ,       by  =  —  (a*  —  6»)  sinVc 

bestimmt,  somit  ist  der  Krümmungsradius  =  r,  wenn  man  hat. 

(a»sin*a  +  6*cos*«)l 

oder: 

aasin*a  +  6*  cos2«  =  (n&r)*. 

Diess  giebt: 

(fl*_  6*)cos*«  =  n*— (a6r)l,    —  (a»— 64)sin«a  =6*— (a6r)l; 

und  somit  för  |*+1?2  und  a^+ä*!1  Werthe,  welche  mit  den 
obigen  ubereinstimmen. 

Diese  zwölf  Punkte  sind  imaginär,  so  lange  r  nicht  ein  zwi- 

sehen  den  Grenzen  —  und  -r  enthaltener  Werth  ist;   ist  r  aber 

a  o 

zwischen  diesen  Grenzen  enthalten,  so  sind  unter  ihnen  vier  reelle 
und  acht  imaginäre.    Für  die  Grenzwerth e 

b*       .  a* 
r  =  —    und    r  =  7- 
a  o 

vereinigen  sich  die  reellen  Rflckkehrpunkte  paarweise  in  zwei 
respective  in  der  Achse  der  £  und  der  rj  gelegenen  Punkten. 

Indem  man  hierzu  bemerkt,  dass  die  den  zwölf  Rückkehr 
punkten  entsprechende  Reduction  der  Klassenzahl  =  36  ist,  er- 
kennt man,  dass  mit  ihnen  die  Singularitäten  der  Curve  nicht 
erschöpft  sind. 

9.  Aber  die  Form  der  allgemeinen  Gleichung  gestattet,  leicht 
darzuthun,  dass  die  Curve  überdiess  acht  Doppelpunkte  ent- 
hält; da  diese  die  Klassenzahl  der  Curve  um  weitere  16  Einhei- 
ten redneiren,  so  erkennt  man  durch  die  Identität 

56—36-16  =  4. 


*)  Man  vorsiehe  .Analytische  Geometrie  der  Ke£olßehnittea  Art.  231  f. 
Art.  245. 
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dass  die  betrachtete  Curve  andere  Singularitäten 
nicht  haben  kann. 

Von  jenen  Doppelpunkten  werden  am  leichtesten  aus  der 
iiigemeinen  Gleichung  erkannt  die  vier,  welche  der  unend- 
lich entfernten  Geraden  angehören;  es  sind  einmal  die 
iniginären  Kreispunkte,  welche  die  Gleichung 

SM  1?2=  0 

bestimmt,  sodann  aber  die  durch 

in  unendlicher  Entfernung  bestimmten  Punkte. 

Ausser  diesen  aber  gehören  den  Achsen  der  El- 
lipse je  zwei  symmetrisch  gelegene  Doppelpunkte  an, 
wie  man  erkennt,  wenn  man  durch  die  Substitutionen 

|  =  0.    v  =  0 

die  Achsenschnittpunkte  der  Curve  bestimmt.  Denn  diesen  ent- 
sprechen die  Gleichungen: 

[(y  -  b)* — r*][(7?  +  6)*+  r»]  [o V  ~        **>  fr8  -  «*)]*  =  <>> 

Es  ergeben  sich  daraus  für  die  bezeichneten  Doppelpunkte 
iie  Gleichungen*): 

flV=(al-62)(rJ-nJ), 
&*$*  =  (a»-6*)(G*-r*); 

and  man  findet  fffr  die  entsprechenden  Punkte  der  Ellipse  die 
entsprechenden  Werthepaare : 

*  —  «*-6*  '    *  —  «I«'  a* — o4' 

Demnach  sind  die  Doppelpunkte  in  der  Achse  der  y  reell,  so 
lange  r>«,  die  in  der  Achse  der  aber,  so  lange  6>r  ist;  da- 
gegen sind  die  Punkte  der  Ellipse,  »reiche  jenen  entsprechen, 


•)  Man  muss  diese  Form  aus  dem  Umstände  schliefen,  dass  von  jedem 
kr  Scheitel  aus  auf  die  entsprechenden  Achsen  nach  dem  einen  und  andern 
Sinn  <lie  Distanz  r  abgetragen  werden  knnn. 
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nur  reell,  für  und  die  Punkte  derselben,  welche  diesen 

b2 

entsprechen,  för  r>— .    Man  sieht,  diese  letzteren  Bedingungen 

der  Realität  sind  die  nämlichen,  durch  deren  Erfüllung  vier  deT 
Ruckkehrpunkte  reell  werden. 

In  dem  ersteren  Falle  werden  für  r>  y »    im    zweiten  für 
b2 

r<—  die  Doppelpunkte  zu  isolirten  oder  conjugirten  Punkten; 
die  entsprechenden  Curvenäste  kommen  nicht  zur  Erscheinung. 

Bei  den  Grenz  werthen  und  r  =  ~  vereinigen  sich  diese 

respective  der  Achse  der  y  und  der  Achse  der  x  angehOrigen 
Doppelpunkte,  die  vorhin  isolirt  waren,  wieder  mit  der  Curve  und 
zugleich  mit  zwei  Rückkehrpunkten,  ohne  dass  jedoch  irgend 
eine  Singularität  in  der  Curve  selbst  sichtbar  würde. 

Für  die  besonderen  Fälle  r  =  a  und  r  =  b  vereinigen  sich 
die  beiden  Doppelpunkte  respective  der  Achse  der  y  und  der 
Achse  der  x  im  Centrum  der  Curve  als  gemeinschaftlich  zweien 
Zweigen  der  Parallelcurve,  denen  respective  die  Achse  der  y  und 
die  Achse  der  x  als  gemeinschaftliche  Tangente  entsprechen  *). 

10.    Es  ist  lohnend,  den  beiden  speciellen  Voraussetzungen 

a  =  b    und    r  =  0 

au  der  Hand  der  allgemeinen  Gleichung  nachzugehen  und  sich  die 
geometrische  Bedeutung  der  gewonnenen  Resultate  zu*  vergegen- 
wärtigen. 

Die  erstere  giebt  die  reducirte  Gleichung:  , 

die  Parallelcurve  eines  Kreises  zerfällt  also  in 
vier  gerade  Linien,  nämlich  die  von  seinem  Centrum  nach 
seinen  imaginären  Punkten  im  Unendlichen'  gezogenen  Geraden, 
jede  doppelt  gezählt,  und  zwei  Kreise 

IM-i?«-(«  +  r)*  =  0,   £H^-(a-r)*  =  0; 

denn  das  Product  dieser  letzteren  Gleichungen  ist  der  andere 
Factor  der  Gleichung  der  Parallelcurve. 

*)  Man  vergleiche:  Magnus  , Aufgaben  und  Lehrsätze  etc.-  Bd.  I.  p.432. 
Aufg.  152,  I. 
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Mit  welchem  Rechte  die  nach  den  imaginären  Kreispunkten 
ia  Unendlichen  gezogenen  Geraden  der  Parallelcurve  angehören, 
erläutert  die  specielle  Voraussetzung  r  =  0,  denn  auch  hier  blei- 
ben diese  Geraden  mit  dem  doppelt  erscheinenden  gegebenen 
fretw  zugleich  als  Bestandteile  der  Parallelcurve  und  ihrer 
Glekknog  bezeichnet. 

Der  Voraussetzung  r  =  0  entspricht  die  Gleichung: 

Die  Parallelcurve  setzt  sieh  also  aus  der  zweifach  wieder- 
holten Ellipse  und  vier  geraden  Linien  zusammen,  welche  fßr 
=  a*  —  6*  durch  die  Gleichung 

■ 

repräsentirt  sind. 

Für  az=zb  kommt  man  auf  g^+i^ssO  zurück. 

Jede  dieser  Geraden  verbindet  einen  reellen  und  einen  ima- 
fioiren  Brennpunkt  der  Ellipse  und  ist  eine  Tangente  derselben  *). 
Dass  sie  aber  zur  Parallelcurve  geboren,  beweist 
M.  Cayley  durch  diese  einfache  Entwickelung. 

Durch 

*  * 

■t  ein  imaginärer  Punkt  der  Ellipse  und  durch 


de?  mit  dem  Halbmesser  Null  aus  diesem  Punkte  beschriebene 
Kreis  gegeben ;  der  letztere  zerfällt  aber  in  die  zwei  Geraden 


»eiche  eine  Tangente  der  Ellipse  ist,  und  die  Gerade 


•)  Man  vergleiche  „  Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte u  Art.  400 
TThü  XXXIX.  3 
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t-Hh-faß— )l=ö 


welche  den  Berührungspunkt  mit  demjenigen  imaginären  Kreis- 
punkt im  Unendlichen  verbindet,  welchen  dt»  vorige  Tangente 
nicht  enthält. 

Ich  erinnere  hier  an  die  vielfach  analogen  Zuge,  welche  schon 
nach  dem  Frühere«  die  Discuseion  der  Parallelfläcbe  des  Eitipsoids 
mit  dem  Vorigen  gemein  haben  muss;  und  bemerke,  wie  leicht 
sich  die  vorigen  Entwickelungen  auf  die  entsprechenden  Probleme 
bezuglich  der  Hyperbel  und  Parabel  und  bezüglich  der  anderen 
Oberflächen  zweiten  Grades  übertragen  lassen.  Von  alle  dem 
wäre  jedoch  wohl  nur  die  Discussiori  der  allgemeinen  Gleichung 
der  Parallelfläche  des  Ellipsoids  an  diesem  Orte  eingehenderer 
Aufmerksamkeit  werth;  ich  ziehe  jedoch  vor,  es  bei  den  Andeu* 
tungen  des  Art.  5  f.  bewendet)  zu  lassen  und  von  einem  neuen 
Gesichtspunkte  aus  diese  Discussion  und  die  ganze  Richtung 
dieser  Untersuchung  zu  erhellen. 

11.  Unter  dem  Namen  der  Curve  von  Talbot  hat  man 
eine  krumme  Linie  bezeichnet,  die  aus  der  Ellips-e  als  die 
Enveloppe  der  Normalen  hervorgeht,  welche  man  m 
den  Punkten  derselben  auf  den  in  ihnen  ausgebenden 
Durchmessern  errichtet.  Es  liegt  nahe,  an  die  auf  glei- 
che Art  als  Umbüll  ungsfläch e  der  Normalebenen  an» 
demEllipsoid  hervorgehende  Fläche  zu  denken.  Die  erste 
allgemeine  und  elegante  Darstellung  jener  Curve  ist  wohl  von 
Tortoiini  (Raccolta  seien  ttf.  di  Roma,  1846;  Annali  di  Scienze 
etc.  da  B.  Tortolini,  Vol.  VI,  1855)  gegeben  worden;  mit  ihr  und 
der  entsprechenden  Fläche  hat  sich  A.  Cayiey  in  einer  schönen 
Abhandlung  der  Philosoph.  Transactions  (Febr.  1858)  beschäftigt, 
und  ihre  Discussion  in  den  elegantesten  Formen  gegeben,  leb 
will  hier  zeigen,  dass  die  Cayley'sche  Gleicbuogsform  sehr  ein- 
fach aus  den  Betrachtungen  dieser  Abhandlung  hervorgebt. 

Geometrisch  ergiebt  sich  sehr  leicht,  dass  die  Punkte  der 
gedachten  Curve  als  die  dem  Mittelpunkt  der  Ellipse  entgegen- 
gesetzten Durchmesser -Endpunkte  von  Kreisen  gefunden  werden, 
die  die  Ellipse  berühren  und  ihr  Centrum  enthalten ;  ebenso  leicht 
erkennt  man  das  analoge  Gesetz  für  die  Fläche,  wornacb  ihre 
Punkte  als  Durchmesserpunkte  der  Kugeln  sich  bestimmen,  die 
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i 

das  Eliipaoid  berühren  und  deren  Oberflächen  sein  Gentrum  ent- 


¥üt  solche  Kreise  gilt  die  ihre  Gleichung  specialisirende  Re- 
uth«: 

a*  +  0*  =  r*, 
IBr  solche  Kugeln  die  analoge : 

«*  +  /3*  +  y*=iJ; 

da  iberdiess  nicht  die  Mittelpunkte,  sondern  die  Durchmesser- 
endpunkte dieser  Kreise  und  Kugeln  die  fragliche  Oberfläche  he- 
i,  so  hat  man  a,  ß  oder  «,  ß,  y  nicht  in  die  laufenden 


Cwdroaten  £,  t\  oder  £,  1/,  £  selbst,  sondern  in  ^  oder  ^, 
|>  ^  bu  abersetzen ,  um  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  des 


Art.l  die  Gleichungen  der  Curve  und  Fläche  von  Talbotin  ihrer 
ten  Form  hervorgehen  zu  sehen. 


Man  erhält  au« 

u  ♦  ■  m  q*6»-a»(/P-r')-6V»--r»)      u*+6»-(o«+g*--r*)  J 
+*  *  a*6*  +*  ?6«         +  5*7T* 

=  0 

so  zunächst: 

+  +  __+J5?5=:0, 

»  Folge  dessen  geht  die  Gleichung 

(9^  -  00,)*  =  4(0*— 3^ei)(e, *-.3^0) 
in  t 

{9a*o*(a*  >  ^)  -(a*  +  o*)(«»tt*  +  6*/3*+  a*6*))* 
=  4«a»a*  +  6*/3*  +  a***)*— 3«*o*(a*  +  0*)(a*  +  6*)} 
X{(a*  +  6*)*— 3(a*a*+6*/3*  +  a*Ä*)l 
«*,  in  welcher  nun  noch  die  Substitution 

3" 
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zu  vollziehen  ist,  um  die  Gleichung  der  besprochenen  Curve  zu 
erhalten.  Es  ist  dabei  bemerkenswert!),  dass  man  die  Discrimi- 
nante  der  betrachteten  Gleichung  dritten  Grades  auch  in  der  Form 

schreiben  kann,  welches  direct  auf  die  Cayley'sche  Gleichungs- 
forra  der  Curve  fährt.  (Vergl.  Artl  und  die  Anmerkung  des  Art  3.) 

Die  Curve  ist  symmetrisch  zu  den  Achsen  und  berührt  in 
den  Endpunkten  derselben  die  Ellipse;   ihre  Form  ist  eine  ganz 

verschiedene,  jenachdem  <z*^  26*  ist :  im  ersten  Falle  ein  ganz 

nnerhalb  der  Ellipse  gelegenes  Oval  mit  zwei  conjugirten  Punk- 
ten in  der  Achse  der  x,  im  zweiten  an  den  Enden  der  grossen 
Achse  nach  aussen  mit  einer  zu  der  der  Ellipse  entgegengesetz- 
ten Convexitut  zu  Ru'ckkehrpunkten  gehend,  um  von  da  aus  mit 
Durchschneidung  der  Ellipse  und  ihrer  grossen  Achse  —  wodurch 
Doppelpunkte  in  derselben  bestimmt  werden  —  nach  dem  End- 
punkt der  kleinen  Achse  zu  verlaufen. 

Für  die  aus  dem  Ellipsoid  entsprechend  abgeleitete  Fläche, 
welche  von  der  lOten  Ordnung  ist,  erhält  man  die  zur  Discussion 
bequemste  Gleichungsform  aus  der  reducirten  Gestalt  der  in  Art4 
segebenen  Discriminante 

UMl~    4  +  12  1  -27i~~ 6— +  ~~48  16  16       216$  ' 

ebenfalls  mittelst  der  vorher  gegebenen  Substitutionen. 

Die  Form  der  Fläche  ist  natürlich  sehr  mannichfaltig,  je  nach 
den  Achsenverhältnissen  des  Ellipsoids;  dem  Falle 

«*>2o«,  6*>2c* 

entspricht  die  grosste  Zahl  reeller  Singularitäten.  Die  den  Haupt- 
schnitten des  Ellipsoids  entsprechenden  Curven  6ter  Ordnung  be- 
sitzen dann  nach  dem  Vorigen  reelle  Doppelpuokte  und  Rück- 
kehrpunkte, die  Fläche  selbst  besitzt  drei  Knotenlinien  (Nodalen), 
welche  durch  jene  und  eine  Rückkehrcurve  (Cuspidale),  welche 
durch  diese  hindurchgeht.  Für  die  ganauere  interessante  Dis- 
cussion muss  ich  auf  Cayley's  Abhandlung  (sie  ist  auch  im  Ii- 
Bande  der  „Annali  di  Matematica"  1869,  p.  168—179  abgedruckt) 
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verweisen,  da  nur  Hie  Verbindung  darzulegen  war,  in  der  die  Ab* 
leitang  ihrer  Gleichung  mit  derjenigen  steht,  welche  ich  hier  ffir 
die  Gleichung  der  Parallelfläche  gegeben  habe. 

Hinsichtlich  dieses  Zusammenhangs  mag  noch  erwähnt  sein, 
da&s  eine  einfache  Verlegung  des  Coordinatenanfangs  das  Mittel 
darbietet,  die  Enveloppen  von  Normalen  und  Normalebenen  sol- 
cher Radien  vectoren  der  Ellipse  und  des  Ellipsoids  zu  studiren, 
welche  nicht  vom  Mittelpunkte  ausgeben;  die  specielle  Wahl 
desselben,  welche  dann  freisteht,  liefert  eine  grosse  Zahl  merk- 
würdiger Singularitäten. 

12.  Es  ist  dabei  endlich  zu  erinnern,  in  welcher  Weise  sich 
iiese  Ergebnisse  der  Theorie  der  derivirten  Flächen  und 
Cirveo  anschlössen,  zu  der  W.Roberts  im  X.Bande  von 
Liooville's  Journal  den  Grund  gelegt  hat,  und  welche  neuerdings 
ron  H  i  rs  t  in  No.11  desQuarterly  Journal  (p.  210— 18)  weiter  ausgeführt 
vorden  ist.  Nach  derselben  ist  die  erste  positive  derivirte 
Ober fl fic he  einer  Fläche  5  der  Ort  des  Fusspunktes  der  Senk- 
rechten, die  man  von  einem  festen  Punkte  auf  die  Tangentialebene 
der  Oberfläche  £  fällt;  aus  ihr  entstehen  auf  dieselbe  Weise  die 
höheren  positiven  derivirten  Flächen  von  8.  Umgekehrt  wird  die 
Eovetoppe  der  zu  den  Radien  vectoren  der  Fläche  8  von  jenem 
Punkte  aus  in  ihren  Endpunkten  in  der  Fläche  gelegten  Normal- 
ebenen als  erste  negative  derivirte  Fläche  von  S  benannt, 
und  es  werden  die  höheren  negativen  Derivirten  aus  ihr  auf  die* 
selbe  Art  abgeleitet.  Bekanntlich  ist  die  erste  positive  Derivirte 
des  Ellipsoids  in  Bezug  auf  das  Centrum  die  Wellenfläche  von 
Fresnel,  die  erste  negative  Derivirte  ist  offenbar  die  so  eben 
Betrachtete.  Den  zwischen  ihr  und  der  Parallelfläche  des  Ellip- 
soids bestehenden  Zusammenhang,  der  so  eben  begründet  worden 
ist,  sprach  W.Roberts  ohne  Beweis  in  den  Comptes  rendus, 
1859,  p.  746,  wie  folgt,  aus:  Wenn  man  in  die  Gleichung  der 
Parallelfläche  eines  Ellipsoids  an  Stelle  der  gleich- 
bleibenden Entfernung  r  die  Grosse  V +  1?4  +  £*  sub- 
stituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  ersten  nega- 
tiven derivirten  Fläche  eines  Ellipsoids,  dessen  Ra- 
dien die  Hälften  der  Radien  des  gegebenen  Ellipsoids 
sind. 

An  dieser  Stelle  vollziehe  ich  zur  Verdeutlichung  des  Zusam- 
menhangs mit  den  Betrachtungen  des  6.  Art.  noch  die  Substitution 

5*+i7*+£*=ra   und    4o*.  4o»,  4c*    statt    a«,  6«,  c* 
in  die  Gleichung 

> 

i 
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deren  Discriminante  in  Bezug  auf  k  die  Gleichung  der  Parallel- 
fläche liefert;  sie  giebt 

4S*+*+ 4©*+*+ 4c»+*— 1  +  * 


oder 


J»L_  A_P  


*(i+44*) 


=  i. 


Die  erste  negative  derivirte  Fläche  des  Ellipsoids  ist  in  der 
That  di  e  Enveloppe  dieser  Gleichung,  insofern  k  in  ihr  veränder- 
lich gedacht  wird. 

Da  die  derivirten  Flächen  einen  sehr  einfachen  Zusammen- 
hang mit  den  inversen  Flächen  und  den  reciproken  Flä- 
chen zu  einer  gegebenen  haben,  nämlich  so,  dass,  wenn  die  in- 
verse  und  reziproke  Fläche  in  Bezug  auf  eine  und  dieselbe  vom 
Ursprung  aus  beschriebene  Kugel  gebildet  werden,  die  erste  po- 
sitive Derivirte  einer  gegebenen  Fläche  die  inverse  Fläche  ihrer 
reciproken  und  die  erste  negative  Derivirte  die  reciproke  Fläche 
ihrer  inversen  ist,  so  ist  damit  die  Parallelfläche»  so  weit  man 
sich  auf  Oberflächen  zweiten  Grades  beschränkt,  auch  diesen 
bekannten  abgeleiteten  Flächen  verbunden. 

Auch  in  diesen  Zusammenhängen  schliesst  sich  die  gegen- 
wärtige Entwickelung  an  den  Inhalt  jenes  oben  erwähnten  VI.  Zu- 
satzes zur  „Analyt.  Geometrie  der  Kegelschnitte"  an;  sie  erläu« 
tern  wie  er  die  geometrische  Bedeutung  der  Discriminante.  In* 
dem  ich  sie  hier  mittheile,  leitet  mich  der  Wunsch,  zur  allgemei- 
neren Kenntniss  der  Vortheile  nach  Kräften  beizutragen,  welche 
die  Methoden  der  neueren  Algebra  bei  geometrischen  Untersu- 
chungen gewähren. 
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IV. 

i 

(Jeher  die  Kettenbruche,  welche  Wurzeln  cubischer 

Gleichungen  darstellen. 

Von 

Herrn  Professor  Marek  er 

am  Gymnasium  ßernhardinum  in  Meiningon. 

I   

i 

§.  1.    Hat  man  eine  quadratische  Gleichung  von  der  Form: 

i 

*orio  a,  b  und  c  ganze  Zahlen  bedeuten,  so  läset  sich  bekannt- 
lich jede  ihrer  Wurzeln ,  vorausgesetzt  dass  dieselben  irrational 
aber  nicht  imaginär  sind,  in  einen  Kettenbruch  verwandeln,  der 
ins  Unendliche  fortläuft.  Dasselbe  gilt  bei  derselben  Voraus- 
Atzung  von  den  cu bischen  Gleichungen  der  Form : 

■ 

wobei  ebenfalls  a,  b,  c  und  d  ganze  Zahlen  sind. 

So  wie  die  ersteren  Kettenbrüche,  die  quadratischen,  in  mehr- 
!acher  Beziehung  merkwürdige  Eigenschaften  besitzen,  so  gilt 
dies  auch  von  der  letzteren  Art,  den  cubischen  Ketten- 
Mcben. 

Um  diese  Eigenschaften  kenneu  zu  lernen,  muss  man  zunächst 
"ut  der  Rechnungsweise  sich  vertraut  machen,  durch  welche  man 
Wurzeln  cubischer  Gleichungen,  analog  dem  bei  quadratischen 
Weichangen  üblichen  Verfahren,  in  Kettenbrüche  verwandelt.  Die 
"ei  Wurzeln  der  obigen  cubischen  Gleichung  sind : 
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Hier  bedeuten  nämlich  /  und  g  die  beiden  imaginären  Cubik 
wurzeln  von  1,  nämlich: 

f=  K-l  +  V=3),      g  =  i(- 1  -  V^); 
P  uod  Q  aber  haben  die  folgenden  Werth«: 

s  

Wie  hieraus  leicht  folgt,  gelten  die  Gleichungen: 

PQ  =  },b*-lac 

und 

/»  +      =  — £  6»  +  labe  -  a*<i 

§.  2.  Um  nun  einen  der  Werthe  von  x  in  einen  Kettenbrucb 
zu  verwandeln,  kann  man  zwar,  nachdem  derselbe  durch  die  car« 
dänische  Formel  oder  trigonometrisch  bis  zu  einer  hinreichenden 
Menge  von  Decimalen  berechnet  worden,  auf  die  allgemeine  Weise 
der  Verwandlung  von  Decimalbrüchen  in  Kettenbruche  verfahren. 
Jedoch  bekommt  man  hierdurch  nicht  diejenigen  Zahlen,  auf  die 
es.  bei  der  Untersuchung  des  Wesens  eubischer  Kettenbruche 
vorzugsweise  ankommt.  Bei  dem  zum  Behuf  dieser  Untersuchung 
einzuschlagenden,  jetzt  näher  zu  beschreibenden  Verfahren  mutf 
man  ebenfalls  die  irrationale  aber  nicht  imaginäre  Grosse  P\Q 
(oder  fP+gQ  oder  gl**/*}),  alsdann  auch  (oder  gP*+fQ* 

oder  fP2+gQ2)  berechnen,  und  zwar  auf  so  viel  Decimalen 
nothig  ist,  um  zu  bestimmen,  wie  viel  Ganze  in  jedem  der  bei 
der  Rechnung  vorkommenden  irrationalen  Brüche  enthalten  sind. 

Ist  die  Zahl  der  in  der  Grösse 

-jb  +  P+Q 
a 

enthaltenen  Ganzen  h,  so  haben  wir: 
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a  a  +<px' 


Hierin  ist: 


 a  ____ 

*l  ~  P  +  Q—ah—ib° 


Um  den  Nenner  von  <p,  rational  zu  haben,  multipliciren  wir 
Zähler  and  Nenner  mit  der  Grösse: 

P»  +  0*+ (ak  +16)(P+ Q)  +  oW  +  ?  a6A  +  *«c , 

•leren  Berechnung  später  geeeigt  werden  wird.  Zuerst  tbun  wir 
es  im  Nenner ,  wobei  nach  §.  1 :  , 

■ 

=  -       +  ia6c -a«rf  -f  {\V*—\ac)(P  +  Q) 

und 

W  +  \b){P  +  Q)»=(2aA + \b)Qb*  -  |ac)  +  («A  +  i6)(P«  +  £*) 
f'mgesetit  wird: 

l»+  Q*+  (öA+*6)(P  +  Q)  +  a«AH  SaAA+iac 
P  +  G-aA— *6 

-  A  A* + *aAc  —  aU  +  (JA2—  jac)(P+G)  +  (ah  +  *6)(P«+  Q«) 

+(-aA— 16)(a*A*  +  5«AA+iac)  +  (—  a*A»-  2aoA  -  J6*)(P+  Q). 

Hier  heben  sich  die  Glieder  mit  P+Q  und  Es  bleibt 

noch  nach  Auflösung  der  Parenthesen  6tehen: 

—  *VA3+icio<?-iM 
+    (?  «A» — »  a*c)h  +    ,\  6»  -  ■  uftr 

-  a»A»-  a»AA*  +  (-  ^o6a-iö*c)A  —  1  abc 

«der : 

-  a»A»  -  a*6A*  -  a»cA  -aV  =  -  a*(aAs  +  6A2  +  cA  +  </). 

Multipliciren  wir  den  Zähler  a  mit  derselben  Grösse,  womit 
«  beim  Nenner  geschah ,  so  hebt  sieb  a,  und  der  Werth  von  <px 


P*  +  W  +  (oA  +  \b){P  +  Q)+oaA*  + 1  n6A  -f  joc 
7,1  -a(«A»  +  AA*  +  cA  +  rf) 
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Sind  hierin  i  Ganze  enthalten,  so  haben  wir: 

9>i  =  « 

+  — a(aA>  +  6A*+cA  +  <{) 


so  dass  also 

 —  a(ah*+6h*+ck  +  d)  

~  PHGH(aA~+i6)(P^)4^*AH5^ 

ist  Hier  müssen  wieder  Zähler  und  Nenner  mit  einer  Grosse 
von  der  Form  • 

mnltiplicirt  und  /,  m,  n  so  bestimmt  werden,  dasa  die  Glieder 
mit  P+Q  und  im  Nenner  sich  beben. 

Da  sich  diese  Multiplication  znr  Befreiung  der  Nenoer  voo 
irrationalen  Grossen  auf  eine  nun  leicht  ersichtliche  Weise  immer- 
fort wiederholt,  so  wollen  wir  /,  m,  n  fiör  einen  Nenner  von  der 
allgemeinen  Form 

so  bestimmen,  dass  derselbe,  mit 

KP*+Q*)  +  m(P+Q)  +  n 
mnltiplicirt,  rational  wird.   Es  ist: 

[«(/»  +  O*)  +  0(P+  Q)  +  rl  [VM-  G")  0)  +  n] 

4  «/(/*  +  Q*  +  2P»^)  +  (aiil+/5/)(/Ä  +  Qs+pa(p+Q))  ^ 
<+  (cm+y/)(/,t+  Ö2H/5m(/»+^+t2/^)+(/^+ym)(P+Q)+^- 

Wir  setzen  l^Q^d  und  P»+Q»=£,  wobei  nach  §.  1. 
und 

ist.    Dann  haben  wir: 

f*+Q*=:  (/*+  Q»)(P+  « - PQ{P*+(P)  =  Q) - W 
Also  ist  das  erhaltene  Product: 
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(-«a/+«»+y/+/Jm)<l»+OT 

+ 2aö*l + aero  +  ßd + 2/5om  +  yn . 

Hierin  sollen  die  Glieder  mit  nnd  P+Q  verschwinden, 

so  diss  die  beiden  Gleichungen 

■1 

af/+adm  +  0o7+/fo  +  y>n  =  0 

n  lösen  sind.  Die  erste  wird  mit  — ß  und  die  zweite  mit  «  mul- 
tiplidrt: 

aßM-ßyl—  ß*m  —aßn  =  0 
a*tl+aßdl+a*öm+aym+aßn  =  0 

addirt:   («»£+2«/Jä— Py)M-(a*d+«y— =  0. 
Dieser  Gleichung  wird  genügt,  wenn  wir 

l=-aH-ay+ß* 

m  =  «*6+2a0d  — 0y 

■ 

setzen.    Die  Cileichung 

— o5/  +  «»+  y/+jfc»  =  0 

oder 

an  =  (ad—y)l—ßm 
verwandelt  sich  dann  in: 

«t  =  (ad-y)(-**ö-ay+ß*)-ß(a*e+2aßd-ßy) 
=  —  a8d*  -  af0£  —  a0a<J+«y*. 

Folglich  ist: 

Ii  =  —  oV-  a/fc  —  0*<5  +  y» 
b  bleibt  dann  im  Nenner  noch: 

(2«d*  +  0f  )/+(«£  f2/3d)m  +  y» 

* 

stehen,  was  aus  den  gefundenen  Werthen  von  /,  m,  it  zu  be 
r«hoen  ist. 

Nun  ergibt  sich  auch,  warum  wir  oben  den  ersten  rational 
«  machenden  Nenner 

P  +  O-uA-46 


Digitized  by  Google 


Märcker:  Leber  die  Kettenbrücke, 


mit 

+  0*  +  (aA+ W(P  +  Q)  +  a«A» + |a6A  +  iuc 

xu  multipliciren  hatten.  Dort  war  nämlich  «  =  0,  ß  =  1, 
y  =  —  flA-*o,  d  =  \b*-\ac.   Folglich  ist:% 

m  =  a*£  +  2aßS—  ßy=ah+\6, 

=  -  lb*+\ac  +  {ah  +  \b)*  =  a*k*+labh  +  \ac. 

§.  3.  Damit  die  Verwandlung  der  Wurzeln  cubischer  Glei- 
chungen in  KettenbrOche  ganz  deutlich  werde,  lassen  wir  jetzt 
ein  Beispiel  folgen,  bei  welchem  wahrgenommen  werden  wird, 
dass,  mit  Ausnahme  des  Bruches  g>lt  die  Zahlen,  welche  man 
durch  die  Formeln  für  /,  m,  n  bekommt,  immer  einen  gemein* 
schaftlicben  Factor  enthalten,  welcher  dem  zum  rational  zu  ma- 
chenden Nenner  gehörigen  Zähler  gleich  ist.  Man  kann  diesen 
geroeinsamen  Factor  von  /,  m,  n  selbstverständlich  weglassen,  so 
dass  man  statt  ihrer  die  durch  Division  mit  jenem  Factor  ent- 
stehenden Zahlen  /',  m',  n'  nimmt;  und  dennoch  wird  der  neue, 
nun  rationale  Nenner  auch  wieder  jenen  Factor  enthalten  (diese 
und  die  vorige  Behauptung  werden  später  bewiesen  werden),  so 
dass  der  mit  /'(/»  + 0*)  +  m'(P+ <?)  +  »' zu  multiplicirende  Zähler 
sich  ganz  hebt,  und  die  eben  genannte  Grosse  der  neue  Zähler 
wird. 

Es  sei  2*i  +  3x*  +  9j:  -  5  =  0  die  gegebene  Gleichung, 
welche  nur  die  eine  reelle  Wurzel 

-1  +  V18+  V449  +  V  18— V449 

bat  Man  findet  als  Summe  der  beiden  Cubik  wurzeln:  P+Q  =  1,9247. 
Auch  ist  PQ=ö=-5  und/w+Qa  =  €=36.Dauun(P+Q)«=3,?00l. 

so  ist: 

pt  +  Q*  =  (P+  Q)*— 2PQ  =  3,7001  +  10=  13,7001. 

In 

0,9247 

 2        -  2 

sind  0  Ganze  enthalten ;  also  setzen  wir : 
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-1  +  P+Q  I 

2 

Es  ist  oacb  j.  2: 

_  P2  +  Q*+  (« A +  16)(P+  Q)  +  o«A« +  ?  «6A -f  \ac 
— a(aA»  +  6A»  +  cA  +  d) 

oder,  da  A  =  0,  <i  =  2,  6  =  3,  c=9,     =  — 5  ist: 

„pm^+p+G+ö 

Hierin  sind,  weil  der  Zähler 

13,7001  + 1,9247+6  =  21,0248 
ist,  2  Ganze  enthalten,  also 

P»+Q»+P+g+6         P»+Q*+P+Q-14    _  1 

-  10  10  - 


 10  

**-  P*+G*+P+Q-14 

Jetzt  ist  o  =  lf  0  =  1,  y  =  -14,  d=  -5,  *  =  36;  folglich: 

/=  -a*ö-ay+ß*  =      5+14  +  1         =  20, 

»  =     a»s+2a^-/3y       =    36  —  10+14       =  40, 
n  ^-B^-^-pHy^  —25  —36+  5+196  =  140. 

Den  gemeinschaftlichen  Factor  10,  welcher  dem  ZShler  von  <p% 
gleich  ist,  lassen  wir  weg  und  nehmen  /'  =  2,  m'=4,  n'=14. 
Dann  wird  der  neue  Nenner: 

(2o**+  ße)?+(at  +2/?d>'+yw'  =  (50+  36).  2 +(36- 10) .  4  -  196 

=  172+104-196  =  80, 

worin  auch  wieder  der  Factor  10  enthalten  ist,  der  gegen  den 
Zähler  10  sich  bebt.    Demnach  ist: 

2(P»+Q»)  +  4(P+Q)  +  14 
*»  =  8  

Das  weitere  Heben  mit  2  unterbleibt,  weil,  wenn  die  nachher 
aufzufindenden  Gesetze  zutreffen  sollen,  alle  Zahlen  streng  nach 
den  gegebenen  Vorschriften  berechnet  werden  müssen. 

Der  Zähler  von  <p*  ist: 

27,4002  +  7,6988 + 14  =  49,( 


MIO 


46  Mtlrckir:  lefier  die 

Also  sind,  da  der  Nenner  8  ist,  6  Ganze  in  <fe  enthalten.  Wir 


Also : 


+  =  Ä 


 8  

"~2(/*+Q*)+4(P+Q)-34 


Jetzt  ist  «  =  2,  0  =  4,  y  =  —  34,  9  =  —  5,  e  =  36.    Folglich : 

/=  +  =      20  +  68+10  =104, 

m  =  «n  +  ^r/Jd-fr  =  144-80  +  136  =200, 
it  =  —  o«d*-a/fr  -  0*d  +  y*  =  — 100  -288  +  80+ 1156  =  84a 

Den  ^emeiiischaftücben  Factor  8  lassen  wir   weg  und  nehmen 

/'  =  13,  m*  =  25,  n*  =  106.    Der  nene  Nenner  ist: 

(2od*  +  ßt)V  +  (at  +  20d)ro'  +  yn' 
=  (100  +  144). 13  +  (72—40).  23  -3604  =  3172  +  800  -  3604  =  368, 

worin  8,  der  Zähler,  46  mal  enthalten  ist.   Daher  wird: 

!*(/»+ Q*)  +  25(P+Q)  + 106 

Hierin  sind  7  Gaoze  enthalten.   Es  ist: 

„  .  13(/»  +  q»)  +  26(P+Q)-2tt  1 
*3  =  7+  —  46  ~7*V 

 46  

*4  —  13(J»+<n  +  25(P+Q)-.216' 

oder,  wenn  wir  wie  vorher  die  Rechnung  fortsetzen: 

93(P»  +  <?*)  +  179(P+  Q)  +  736 

526 

93(A»+^  +  179(P+Q)-1368     .1  . 
=  4+  526  + 

U.     8.  W. 

Die  Entwickelung  stellt  sich  also,  wenn  wir  die  zu  den  Theil- 
iiennern  geborigen  Näherungswerthe  mit  ihnen  in  die  nämliche 
Zeile  stellen  und  mit  Ut,  M»,  K3  o.  «•  w-  bezeichnen,  so  dar: 
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IM-«— l 


,  _P*+Q*+P  +  Q  +  G 
v,~  10 

4 

P»+Q*+P+<?-14    ,  .1  .  „  1. 

-2+  yg  =2  +  ^;  W,=5; 

_  _2(P*  +  <?«)+4(P+Q)  +  l4 

_  !3(P»-fQ»)  +  2S(P  +  Q)  +  106 
*»~  46 

_.  ,  13(P*  +  Q«)  +  25(P  +  <?)-2»6    ,     l     „  43 
93(/»+        179(P+  Q)-f  736 


5*26 


- 

U.      8.  W. 

J.  4.  Nachdem  gezeigt  ist,  nie  man  bei  der  Entwickelung 
einet  cubischen  Kettenbruches,  analog  dem  bei  quadratischen 
Kettenbrachen  üblichen  Verfahren,  zu  Werke  gehen  muss,  wollen 
vir  an  dem  gegebenen  Beispiel  die  Eigenthümlichkeiten  aufsuchen, 
welche  cubische  Kettenbrüche  in  Verbindung  mit  den  bei  ihrer 
Entwickelung  entstehenden  Zahlen  darbieten.  Die  Beweise  für 
die  an  diesem  Beispiel  erkannten  Gesetze  sollen  dann  nachfolgen. 

Zunächst  fallt  in  die  Augen,  dass  der  Nenner  jedes  Nähe- 
nioggwerthes  dem  in  der  folgenden  Reibe  stehenden  Coefticienten 
von  P*  +  Q*  gleich  hst.  Die  Nenner  der  Näherungswerte  sind 
^n  der  ersten  Reihe  an:  1,  2,  13,  93  q.  s.  w.;  dieselben  Zahlen 
sind  von  der  zweiten  Reihe  an  auch  die  Coefticienten  von  PHQ*. 
Da  die  Nenner  immerfort  wachsen  müssen,  so  kann  keiner  von 
den  irrationalen  Brüchen  je  wieder  ganz  die  Gestalt  eines  frühe- 
ren haben  und  eine  Periodizität,  wie  sie  sich  bei  der  Entwicke- 
lung quadratischer  Ketteobrüche  in  den  irrationalen  Brüchen  zeigt, 
«t  völlig  ausgeschlossen. 
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Etwas  schwerer  ist  das  Gesetz  für  die  CoefBcienten  vou 
P\  Q  zu  erkennen.   Heisst  irgend  ein  Näherungswerth  ^,  so  hat 

der  in  der  folgenden  Reihe  stehende  Coefficient  von  P+Q  den 
Werth  ap+\bq.  So  ist  für  \  in  der  zweiten  Reihe  p  =  l,  $=2, 
und  da  a  =2  und  6=3,  so  ist  ap+ipq=z2+%  =  4,  was  der 
Coefficient  von  P+Q  in  der  dritten  Reihe  ist.  Für  ist  /*=6, 
V  =  13,  also  a/?  +  i6y  =  12+13  =  25;  auch  steht  in  der  vierten 
Reihe  25(P+Q).  För  JJ  ist  p  =  43,  ?  =  93,  also  ap+j6o 
=86+93=179,  womit  in  der  fünften  Reibe  P+Q  multiplicirt  ist 
Ist  o  =  l  und  6=0,  so  ist  ap  +  \bq=p,  also  der  Coefficient  von 
P+Q  mit  p  einerlei.  Dies  gilt  namentlich  fQr  alle  Cubikwurzeln 
ganzer  Zahlen,  wenn  man  sie  in  einem  Kettenbruch  darstellt.  Man 
hat  z.  B.  für  die  Cubikwurzel  von  2  die  Gleichung: 

x*-2  =  0. 

Es  ist  o  =  l,  6=0,  c=0,  rf=-2,  P=V2,  Q=0.  Wir  finden, 
wenn  wir  wie  in  §.  3  rechnen: 

=  1  +  1;  »,  =  {; 

P*±P+l    „  .  P*+P-t 

<pi  =  — j — =3+  — j — 

14 

=  »  +  -'  »i  =  3' 

3P»+4/>+2     ,  ,  3/*+4/>-8 

v*  =  — ro    =,+ — io 

=1+1;  *,  =  ?; 

4P«+5P+4    tf  4P«+5P-11 

9*  =  3  =  6+  3  

K     1      _  29. 
+  4==23' 

23P»+29P+Z7_,  .  23P»+29P-~28 
55~~  +  55 
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*»  =  62  =  1+  62  


=  1+1.    »,  =  63 


50P»+63P  +  54     .  .  80P»+63P-134 
9,  =  47  =4+  47— 

U.     8.     W.  v 

Für  alle  cobischen  Kettenbrfiche  zeigt  sieb  ein  ganz  besonders 
bemerkenswerthes  Gesetz  in  den  Nennern  der  irrationalen  Bruche. 
In  jedem  derselben  geht  der  Coefficient  von  x*,  den  wir  mit  a 
bezeichneten,  auf,  und  es  lässt  sich  daher  jeder  dieser  Nenner 
in  der  Form  aN  darstellen.    Ist  nun  der  einem  solchen  Nenner 

Torausgehende  Näherungswerth  =^,  so  gilt  die  Gleichung: 

■ 

<*p*  +  *>P*q  +  cpq*  +  do»  =  ±  N, 

^obei  das  obere  oder  untere  Zeichen  vor  N  genommen  werden 
muss,  jenachdem  die  Zahl,  welche  angibt,  in  der  wievielten  Reibe 
der  Nenner  aN  steht,  eine  ungerade  oder  eine  gerade  ist  In 
dem  Beispiel  von  §.3.,  worin  a=2,  6  =  3,  c=9,  €*  =— 5  ist,  gilt 

Wir  haben  in  der  zweiten  Reibe  /?  =  !,  o=2,  und  in  der  dritten 
aff=8,  also  N-4.   Es  gilt  daher  die  Gleichung: 

2.1+3.1.2+9.1.4-5.8  =  4; 

denn 

2  +  6  +36—40  =  4. 
Ferner  fiir  p=6,  9  =  13,  2V=23  gilt: 

2.216  +  3.36.13  +  0.6.169-5.2197  =  -  23; 

denn 

432  + 1404  +  9126- J0985  = -23. 
Ferner  für  p=43,  ?=93;  iV=263  gilt: 

2.79507  +  3.1849.93  +  9.43.8649  -  5.804357  =  263; 

denn 

159014  +  515871  +3347163—4021786  =  263. 

Theil  XXXIX.  4 
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Bei  dem  anderen  Beispiel  2x=0  rauss   die  Gleichung 

p»— 2^»=  ±iV  gelten. 

Wir  haben: 

für  p  =  1,  7  =  1  UDd   iV  =  1:        1—2  =  —  I, 

-  p=  4,  7=  3  TV  =10:       64-2.27  =10, 

.   p=  5,  7  =  4  -     iV  =  3:      125— 2. 64  =—3, 

-  p  =29,  7  =  23  iV=  55  :  2438y— 2.12167  =  55, 

-  7,  =  34,  7  =  27  -     JV=62  :  39304-  2.19683  =-62, 

-  p  =  63,  7  =  50  iV=  47:250047  -  2.125000  =  47. 

Es  ist  wohl  kanm  nöthig,  darauf  hinzuweisen,  dass  in  Bezie- 
hung auf  das  zuletzt  angeführte  Gesetz  die  cubischen  Ketten- 
bruche mit  den  quadratischen  mit  Ausnahme  des  einzigen  Um* 
Standes  übereinstimmen,  dass  bei  letzteren  in  der  Gleichung 
ap%+bpq  +  cq*  =  4:  N  dieses  iV  der  Nenner  des  irrationalen  Bru- 
ches ist,  welchem  der  Näherungswerth  f  vorausgeht,  bei  ersteren 

aber  in  der  Gleichung  ap*  -f  bp*q  -f-  cpq*  -f  <lq*  =  -Jb  N  das  N 
durch  Division  des  Nenners  mit  a  erhalten  wird.  Ist  in  der  cu- 
bischen  Gleichung  a  =  1 ,  so  ist  es  hier  ganz  ebenso  wie  dort. 

§.  5.  Um  nun  für  die  aufgesteiften  Gesetze  die  Ben  eise  zu 
geben,  bezeichnen  wir  einen  beliebigen  Näherungswerth  mit  ^ 

und  den  vorhergebenden  mit  y    Heisst  der  Theiloenner,  welcher 

zu  dem  auf  ^  folgenden  Näherungswerth  gebort,  Ar,  so  ist  dieser 

« 

Näherungswerth  bekanntlich 

_  kp  +  r 
kq  + 1 

k  ist  die  grösste  ganze  Zahl,  welche  in  dem  dazu  geborigen  irra 
tionalen  Bruch  von  der  Form 

enthalten  ist.  Setzen  wir  diesen  Bruch  statt  kf  so  bekommen 
wir  statt  des  Näherungswerths  den  vollständigen  Werth  des  gan- 
zen Kettenbruchs,  nämlich:  f 
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*(P*  +  Q»)+«(P+Q)  +  t> 


oder 


qiiP2*  Qt)  +  qu(P+Q)  +  qv  +  sw' 


Da  nun  auch  der  Kettenbrach  =  — 2_  i8t  so  haben  wir: 

a 

Q*)  +  pu(P+Q)  +pv  +  rw  _  P+Q-jb 

folglich : 

opKPt+Q*)  +  ö/w(P  +  <?)  +  ajn>+orit> 
=  j  -loGfXPHQ4)  — i6?t*(P  +  Q)  — \b{<iv  +  su>)  , 

oder,  da        =  ö  und  P3  +      ==  i  ist, 

(«J*-Hfy<— +  Q«)  +  («pu  +  iftyw  —  öqt—qv  —  sw)(P+Q) 
\  apv+ arw-^sqt-ZSqu+ibqv  +  ibsw  =  0. 

Da  hier  die  rationalen  Glieder  sich  nicht  gegen  die  irrationa- 
len heben  können,  so  müssen  sowohl  jene  als  diese  für  sich  die 
Summe  0  geben.  Aber  auch  die  mit  P*-f  Q*  verbundenen  Glieder 
können  sich  nicht  gegen  die  mit  P+Q  verbundenen  aufheben; 
also  ist  0  die  Summe  von  diesen  wie  von  jenen.  Es  gelten  dem- 
nach die  drei  Gleichungen : 

I)  apt  +  ibqt-qu  =  0, 

U)  apu  +  \bqu  —  igt —  qv  —  sw^  0, 

Ol)  apv+  ano  —  tqt  —  Ibqu+ibqv  +  \bsw  =  0. 

Mit  Hälfe  derselben  sollen  zunächst  die  Gesetze  über  die 
Coefficienteo  von  P»-f-Q*  und  P+Q  nachgewiesen  werden,  wo- 
bei  auch  hinsichtlich  des  in  jj.  3.  zur  Entwickelung  des  cubischen 
Kettenbruches  gezeigten  Verfahrens  dargethan  werden  wird,  dass 
die  ans  den  Formeln  für  /  und  m  berechneten  Zahlen  den  ge- 
meinschaftlichen Factor  w  enthalten,  der  in  ihnen,  sowie  in  n, 
weggelassen  wird.    Doeb  gilt  dies  nach  nicht  fär  den«  zweiten 
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irrationalen  Bruch  (jpj,  weil  der  Beweis  voraussetzt,  dass  bereits 
zwei  Näherungswertbe  j  und  %  vorher  gegangen  «ind. 

Da  wir  die  grösste  in  dem  irrationalen  Bruch 

 —  —   ■» 

w 

enthaltene  ganze  Zahl  k  genannt  haben,  so  haben  wir: 

HPi+W+uiP+Qn*  =  k    t(i»+Q*)+u(P+Q)  +  *  -  kw 
w  v> 

I 

Hier  ist  der  Nenner  des  Bruches 

w 


durch  Multiplication  von  Zähler  und  Nenner  mit 
.         *(i»+e»)  +  m'(P+Q)  +  n' 


4 


rational  zu  machen,  wobei  die  für  /  und  m  aus  den  Formeln 

/=  —  o*a— «y  +  /3*  . 

und 

m  =  a»e+2«f|5d-j5y 

hervorgehenden  Zahlen  noch  mit  tc,  das,  wie  sich  zeigen  wird, 
dario  aufgeben  muss,  zu  dividiren  sind,  damit  wir  /'  und  m'  be- 
kommen.  Wir  haben  jetzt 

statt 

«(PM-Qa)  +  «P+Q)  +  y,  ' 

also  ist  t  statt  «,  u  statt  ß  und  ©—Art©  statt  y  in  jene  Formeln 
einzusetzen.   Zunächst  erhalten  wir: 

f  =  —  67* -fo + 

Multiplicireo  wir  die  obige  mit  I)  bezeichnete  Gleichung  durch 
— u  und  die  mit  II)  bezeichnete  durch  t9  so  gibt  dies: 

—aptu—ibqtu  +  qu*  =  0 

und 

apiu+ibqtu-dqP-qtv-ttw  =  0 

 .  

addirt :  —  Sqt*-*  qtv+ qu*~st*>  sa  0 
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-67»- **  +  **=:  —  . 

<l 

Dies  io  den  Werth  von  /  eingesetzt,  gibt: 

Ut  oun  f,  der  Coefficient   von  dem  Nenner   9  den 

Torhergebenden  Näherungstverthes  gleich,  so  wird  /  =  *ß{kq-\- s), 
and  nachdem  dies  mit  w,  welches,  wie  man  siebt,  darin  aufgehen 
moss,  dividirt  ist,  bekommt  man  ?==Aq  +  s  als  den  neuen  Coeffi- 
cieoten  von  P*+  Q2.    Diese  Zahl  kq\%  ist  aber  der  Nenner  des 

aof^  folgenden  Nähemngswerthes  Es  ist  demnach  be- 

wiesen, dass,  wenn  das  Gesetz  für  den  Nenner  eines  Näherungs- 
werthes  und  den  darauf  folgenden  Coefficienten  von  P*+Q*  ein- 
mal gilt,  es  auch  das  nächstemal  gelten  muss.  Da  der  erste  Nä- 
beroogswerth  immer  ]  zum  Nenner,  und  das  darauf  folgende 
P*+Q*  (nach  §.2.)  auch  1  zum  Coefficienten  hat,  so  ist  auch  der 
Nenner  des  zweiten  Näherungswerthes  mit  dem  darauf  folgenden 
Coefficienten  von  P^+Q*  ubereinstimmend.  Ebenso  stimmt  der 
Nenner  des  dritten,  vierten,  überhaupt  aller  Näherungswerthe  mit 
dein  jedesmal  folgenden  Coefficienten  von  /**  f  Q'1  überein.  Auch 
Ut  hier  zugleich  der  Beweis  geliefert  worden,  dass  in  der  für  / 
aus  der  Formel  berechneten  Zahl  /  =  w(kq-\-$)  der  Zähler  w  des 
im  Nenner  rational  zu  machenden  Bruches  jedesmal  aufgehen  muss. 

Um  nun  das  Gesetz  für  die  Coefficienten  von  P+Q>  dass 
nämlich  dieselben  durch  die  Formel  u=zap-{-\bq  ausgedrückt 
werden,  zu  beweisen,  brauchen  wir  bloss  den  Werth  von  u  aus 
der  Gleichung  I)  zu  entwickeln.   Sie  heisst: 

apt  -f  \bqt  —  qu  =  0. 

Hieraus  erhalten  wir: 

u=Uap  +  \bq), 
v 

oder,  da  bereits  bewiesen  wurde,  dass  t  =  q  ist, 

u  =  ap  +  \bq. 

Es  ist  nun  auch  hinsichtlich  des  neuen  Coefficienten  von  P+Qj 
den  man  durch  Division  mit  to  in  m  =  «**  +2«0<5— ßy  erhält,  zu 


■ 
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beweisen,  das 6  wirklich  w  ein  Factor  dieser  Grösse  m  ist.  Wir 
haben  wie  vorher  a  =  t,  ß  =  ti,  y  =  © — £tc.  Dies  eingesetzt  gibt: 

In  Gleichung  III)  können  wir  statt]  apv  +  \bqv  schreiben: 
{ap  +  \bq)v  oder  tio.    Dann  heisst  diese  Gleichung: 

uv  +  ane  —  eqt — 28qu  +  lbtw  =  0. 

Dies  (nämlich  0)  zum  Werth  von  m  addirt  gibt,: 

m  =r  t&—iqt+2dtu  —  2&qu  +  kuu>  +  arw  +  \  bsic, 

oder,  wenn  wir  statt  <  das  gleiche  o;  einsetzen: 

m  =£7*—  f  q*  +  2dyu — 26qu  +  Am«?  +  öto  +  ±bsw 

=  (foi  +  or+ifa)«, 

wovon  also  to  ein  Factor  ist.  Als  neuen  Coeföcienten  von  P  +  Q 
erhält  man  m' =  ku  +  ar  +  \b$ ,  welche  Zahl  entweder  eine  ganze 
Zahl  oder  ein  Bruch  mit  dem  Nenner  3  sein  muss. 

§.  6.  Jetzt  ist  auch  noch  für  den  aus  der  Formel  folgenden 
Werth 

n  —  —  a*ö*  —  aßt  —      +  y* 

eu  beweisen,  dass,  nachdem  er  mit  u>  dividirt  ist,  für  n\  ebenso 
wie  es  bei  m'  dargethart  wurde,  entweder  eine  gaoze  Zahl  oder 
ein  Bruch  mit  dem  Nenner  3  herauskommt.  Wir  wollen  zunächst 
aus  den  Gleichungen  11)  und  III)  (§.5),  in  denen  t  =  q  und 
u  =  aq  +  \bq  eingesetzt  wird,  also  aus 

II)  (ap  «67)*  -  öq*-  qv-sw=  0 
und 

III)  -  %(op + tfq)  -  eq*  +  (ap  -f  %)©+  (ar + |6r>  =  0, 

einen  von  to  unabhängigen  Werth  von  v  berechnen.  Zu  diesem 
Zwecke  multipliciren  wir  II)  mit  ar  +  \bs  und  III)  mit  $: 
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von  ?  v.  Die  3  Gleichungen  I),  II)  und  III)  in  j.  5.  gelten  all- 
gemein für  zwei  aufeinander  folgende  N&herungswerthe  J  und  ^ 

Also  müssen  sie  auch   für  die  beiden  Näherungswert  he  ^  und 

^.™jr^  gelten,  wenn  darchgehends  p  statt  r,  q  statt  i,  kp  +  r 

statt  p  und  #o/-f*  statt  q,  sowie  auch  7*  statt  t,  ü  statt  »,  V 
statt  e  und  JP  statt  w  gesetzt  wird,  wobei  Tt  U,  F,  VF  die  Zah- 
len des  neuen  irrationalen  Bruches  bedeuten.  Nach  {.  5.  ist 
Tz=kq  +  s  und  ü  =  a(*/i  +  r)  +  t6(fy+i).  Für  F  erhalten  wir, 
wenn  in  der  Formel  für  t>  die  genannten  Substitutionen  gemacht 
werden,  indem  jetzt 

(kq  +  s)p  —  {kp+r)q=p$—  qr  =  ±  1 

an  der  Stelle  von  qr — ps  steht: 

(ps-qr)V  =  ±  V 

=  a[(ap+\bq)(Up+r)HMp +lcq)(kp+r)(kq+smicp+dq)(kq+sn 

Der  so  gefundene  Werth  von  F  ist  der  zu  T  und  U  in  der 
Weise  gehörige,  dass  der  letzte  irrationale  Nenner  von  der  Form 

«(/*+«»)  +fi(P+Q)+y  mit  J'(/»+Q»)+P(P+Q)+F 

multiplicirt  rational  wird.  Nach  §.  5.  ist  l'=kq  +  $,  also  T  =  /*. 
Auch  hatten  wir  dort  m'  =  £t*-|-ar-f  Jta.    Da  nun 

ü=a(kp  +  r) +|6(A:y  +  *)  =  Jfc(ap  +  \6q)  +  ar  +  *6i  =  *i*  +  ar  + |6i 

ist,  so  haben  wir  17  =  m'.  Auch  muss  F=n'  sein.  Denn  wäre 
V  =zn'±Df  so  wurde  das  rationale  Product 

K/»+^)+«p+«)+y][n/M+Q,)+  t/(p+Q)+F] 

oder 

[«(/»  +  Q*)+ß(P+Q)  +  y][/'(P*+0»)+m'(P+  Q)+  F] 

um  Z)[«(/Ä  +  Q2)  +  0(/>+Q)+y|  grösser  oder  kleiner  als  das  ra- 
tionale Product 

[«(/»+  Q*)  +  /S(P +  Q)  +  y]  [/'(/»  +  <P)  +  m'(P  +  0)  +  "']. 

folglich  irrational  sein.  Es  ist  demnach  unser  Werth  für  F  ganz 
der  nämliche  wie  der,  den  man  aus  der  Formel 

n  =  —  «*d2  —  «/Sc  —  ß2S  +  ya, 

indem  mann  noch  mit  w  dividirt,  berechnet.   Da  der  obige  Werth 
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ton  P,  abgesehen  vom  Nenner  3,  nur  ganze  Zahlen  enthält,  so 
muss ,  wenn  mit  w  in  den  nach  der  Formel  berechneten  Werth 
ron  n  dividirt  wird,  fu*r  n'  entweder  eine  ganze  Zahl  odet  eine 
Zahl  mit  dem  Nenner  3  herauskommen. 

AU  Eigentümlichkeit  der  mit  t>  oder  V  bezeichneten  Rational- 
zabl,  die  neben  den  Irrationalzahlen  jedesmal  mit  ihnen  durch 
Addition  verbunden  steht,  ist,  wie  man  aus  den  Formeln  für  v 
rod  V  erkennt,  noch  anzuführen,  dass  a  immer  ein  Factor  der- 
selben sein  muss.  Doch  ist  die  erste  Reibe  hiervon  noch  aus- 
genommen. 

}.  7.  Es  soll  nun  der  Beweis  fär  das  Gesetz  gegeben  wer- 
den, welches  in  der  Gleichung: 

ap*  +  bp*q  +  cpq*+dq*  =  +  " 

ausgesprochen  liegt  und  jedenfalls  als  das  wichtigste  von  den 
cabiscbeo  Ketten  brächen  geltende  anzusehen  ist.  Wir  hatten  in 
{.6.  die  Gleichungen: 

II)  (ap  +  tfq)*  —  S^—qv—tw^O, 

III)  —  26q(ap+ibq)  —  £oa+ tfq)v +(ar +  V>s)w  =0. 

Wir  multipliciren  II)  mit  ap  +  \bq  und  III)  mit  q: 

U)  (ö/>+i^9)8— öq*(ap+ibq)— qv(ap+ \bq)  +  {—aps—\bqs)w — 0 
III)  _f93         2Öq*(ap+lbq)  +  qv(ap+lbq)+  (aqr+lbqs)w=0 

addirt:       (ap  +  lbq)*—eq*~  3oV(<y>  +  W?)  +        ~  /")«>  =  0. 

Nun  haben  wir,  weil  d=»6a— iac  und  *=z—&b'i+\abc—atd 
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(2*3*  +  ßi)l'  +  (at  +  ZßS)m*  +  y*' , 

?,  to',  n'  bereits  mit  to  dividirt  und  nach  §.  6.  mit  7*,  (7,  F 
deichbedeutend  sind,  so  berechnet  wurde ,  dass  wir  die  aus  jener 
Formel  hervorgehende  Zahl  auch  noch  mit  tc  dividirten.  Diese 
letztgenannte  Division  rauss  also,  da  W  als  ganze  Zahl  sich  dar- 
stellt, jedesmal  aufgehen. 

}.  8.  Die  Entwicklung  cubischer  Ketteobrüche  läset  sieb  nach 
Berechnung  der  Formeln  für  t,  u,  v,  w  auf  kürzerem  Wege  be- 
wirken, als  der  in  §.  3.  eingeschlagene  ist,  indem  dort  überall  zu- 
leut  eine  Division  mit  w  vorgenommen  werden  musste,  im  All- 
gemeinen also  die  Rechnung  dort  mit  grosseren  Zahlen  zu  thun 
tat  afe  dies  bei  Anwendung  der  folgenden  Formeln  der  Fall  ist: 


tt  =  ap  +  i6e,  . 
v  =  T  *[(*r  +  tb*)p*  +  i(br+ci)pq  +  (icr+d$)q*], 
w  =  ±  a(ap%+bp%<j  +cp7*  +  dos). 
Für  c  und  to  gilt  das  oßere  oder  untere  Zeichen,  jenachdem 
'  in  eitler  geraden  oder  ungeraden  Stelle  steht    Sowohl  t  als  w 

sind  immer  ganze  Zahlen ,  während  u  und  v  auch  den  Nenner  3, 
aber  keinen  anderen  als  diesen,  haben  können. 

Um  eine  noch  grossere  Abkürzung  als  die  zu  erzielen,  welche 
ans  der  unmittelbaren  Anwendung  der  zuletzt  genannten,  für  t> 
«ml «  immer  noch  etwas  unbequemen  Formeln  hervorgeht,  wollen 

wir  den  vor  -  vorausgehenden  Näherungswert!)  mit  p ,  den  zu  - 

Brenden  Tbeilnenner  mit  k,  die  vor  v  und  tc  verausgehenden, 
ibnen  entsprechenden  Zahlen  mit  t/  und  w'  bezeichnen.  Es  ist 
P^r  +  r'  und  q=k'$+t',  folglich  r'=p-*V  und  i'  =  o— Um. 
Dann  haben  wir: 

to'  =  ^  <i(ar»  +  or»j  +  ert2  +  <fr8) 

und 

=  ±  +  i6j')r*  -f-  5  (6r'  +  +  <fc')**L 

»4er,  wenn  wir  die  Werthe  für  r*  und  f  einsetzen: 

•'äer : 
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Hieraus  folgt,  weil 

T  <i(<ir8+Är««+crf«+rff»)  =  tu' 

ist: 

±  a[(op+i69)r«+{(^+  cy)rf  +  +  =  v'-Vw1. 
Wir  haben  nach  §.  6. : 

F  = 

oder,  wenn  nach  A:  geordnet  wird: 

[k*(ap*  +        + cpq*  +  <f 

oder: 

V  ==  A«w  —  2Ac + 1>'  —  *'to'  =        — 2r)  +  r' — kfw'. 
Aoch  haben  wir  nach  §.  7.: 

oder : 

+  3**[(or+*o*)p*  +  J  (6r+c*)/>?+tfa>+cfr)9*]f 

oder: 

Auch  ist     3AF  =  3*^-6*^ +  3*(r>'-*'«>') 


addirt:    IF+3AF=  2A««>  -  3**»  +  w\ 
folglich : 

W  =  2A*ti>-3**t>--3*F+ti>'  =*[*C2*"-3ü)  -3P]  +•*' 

Die  beiden  Formeln: 

F  =  k(kw + 
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und 

W  =  k[k(2ho— 3©)-3F]-f  w' 

sehen  eine  bedeutende  Abkürzung  des  Verfahrens.  Sie  sind  je- 
doch, weil  zu  ihrer  Entwicklung  die  drei  frflheren  Reihen  benutzt 
wurden,  erst  von  der  vierten  Reihe  an  zu  gebrauchen. 

§.  9.  Wir  wollen,  um  ihre  Anwendung  zu  zeigen,  eine  cubi- 
»de  Gleichung  wählen,  die  drei  reelle  Irrationale  Wurzeln  hat, 
•J«ren  Berechnung  auf  directem  Wege  bekanntlich  nicht  durch 
ik  cardanische  Formel,  sondern  trigonometrisch  ausgeführt  wird. 
Die  Verwandlung  in  einen  Kettenbruch  geschieht  ganz  so  wie 
für  die  reelle  Wurzel  einer  eubisebeo  Gleichung,  die  auch  zwei 
binäre  WTurzeln  hat,  und  zwar  nicht  bloss  fär  die  erste  der 
drei  Wurzeln  in  §.  1. : 

—   , 

a 


i) 

soodern  aoeb  für 
H) 

«id 

BD 


-\b  +  fP+gQ 
a 

V 

-\i>  +  gP+fQ 


Denn  überall,  wo  in  der  bisherigen  Rechnung  P+Q  stand, 
steht  bei  II):  fP+gQ  und  bei  III):  gP+fQ;  überall  aber,  wo 
/»+<?•  stand,  steht  bei  II):  gP*+fQ*>  und  bei  III):  fP*+gQ*, 
indem  bekanntlich  f=g*>  g  =  f*  und  fg  =  1,  also: 

(/P+gQ)*  =gP*  +  fQ*  +  2PQ 

and 

(gP+fQP^fPt+gW+VPQ 

Wir  wählen  die  Gleichung: 

5*« +  4**— 5*— 2  =  0. 

Ihre  trigonometrisch  berechneten  3  Wurzeln  sind: 


1)    "  •  '  0    >  =  0,87224, 
wobei  P+Q  =5    5,69452  und      +     s=  12,2054; 
H)    fP+9Q-l  1,32063, 
wobei  fP+gQ  =  —5,29933  und  gP*+fQ*  =  7,8606; 
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III)    gP+^~*  = -0,34571, 
wobei  ^P+/e=— 0,30620  und  /P*+^0*«~ 20,0G6Ü 

ist. 

Für  I)  haben  wir: 

P'i'Q-—  i  I 
5  ^  <pj 


Nach  j.  2.  ist 

1  ». 


1  i   ■  <  i  .  \  • 

worin  A  =  0,  a  =  5,  6  =  4,  c  =  —  5,  c/  =  -2  ist,  also: 

4  25 

#»+q*+s  (#>+(?) _  L,,4848_ .  1 

^  =  ~1Ö  -   TO-- 1  +<Pi 

■ 

Der  zugehörige  Näherungswerth  ist  },  der  vorhergehende  also 

19 

i,==-a[(cr+|Äi)^+!(6r+Cf)W-|-(icr+rf«)7*]==  -6^  -  ^  -2^=20; 
«,=   a(ap»+6p*7  +  W*  +  <fy»)  =  5(5+4-5-2)  =  10. 
Demnach 

•      /»+^+  J<P+©+»     68,2707    _  1 

9,= — — Ter  =-to-=6+93- 

Der  Näherungswerth  ist      also  p  =  6,  ?=7,  *=7,  M=fl^ 

Es  ist  to  =  10,  to'=10,  t  =  20   t>'=  — ^,  * =6,^=1,  also; 
F =  *(Jte- 2e)  +  t>'  -       =  120  -  f  -10  = 


Wr=*[*(2*tf>-3*) -3  F]W=6(360-- 306)  + 10  =  340. 

Also: 
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118  305 


118  Kft  ' 

~34Ö  ~~"~58T-'1  +  £' 


Der  Näherungswert!,  ist*;  slsop=7,  ?=8,  1=8,  »=5.7  +  f.8 
137 

=  y 

305 

Nun  ist  to=340,  w'  =  10,  c  =  -y ,  »'=20,  Ar=  1,  A'=6,  also: 

F = -  2t>)  +  v  '  -  A'«,'  =  340 -  ~?  +  ao  -  60 = ^ 

W7=  k[*(Wu>  -  3r) -3  F] +i*'=680-  305  -  290+ 10=95, 

137  2<¥) 

»«=  95  =~96  ""  =  ,0  +  ^- 

Die  Entvrickelang  stellt  sich  also  folgenderraassen  dar: 

—5 — =°+ä'  Ml  =  i: 

P»+QI  +  "(P+O)+20  ,  6 

WW^WP*?  ,1.7 

*>-  340  -  '  +  94  *«=8' 


»*=   ~ 98  =3lÜ  +  (po-  *»=gT 

■ 

u.    s.  w. 


Ebenso  ist  die  Entwicklung  der  Wurzel  II);  nur  muss,  weit 
»ie  negativ  ist,  ihr  Gegentheil  genommen  werden.  Wir  setzen 
daher  —  y  statt*  in  die  Gleichung  5jf»+4ar*  —  5ar— 2  =  0.  Also: 
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Nun  haben  wir  a  —  5,b  = — 4,  c= — 5,  «£=2.  Die  Cubik  wurzeln 
P  und  Q  haben  jetzt  den  entgegengesetzten  Werth  von  vorher, 
und  wenn  wir,  der  Vergleichung  wegen,  den  vorigen  Werth  von 
P  und  Q  beibehalten,  so  muss  der  Coefßcient  von  fP+gQ  jetzj 
entgegengesetzt,  also  nicht  =  ap  +  \bq,  sondern  =— ap  — 
genommen  werden.  Ausserdem  verfahren  wir  wie  vorher.  Wh 
haben : 

9  P* + fQ*  -  (ah  +  j  b)  jfP + gQ)  +  a*h*  +\abh+ \ac 

■ 

und,  weil  A  =  1 , 

gP*+fQ*-j(fP+gQ)+™ _  3o,6248_,  I 
»'=  10  ~  ~TÖ_-3+Ä 

Der  Näherungswerth  ist  3,  der  vorige  y,  also  j>  =4 ,  ^=3. 
r=l,  f=I,  <=3,  ii=-ap-i6?=-20+4==-l6; 

r  =  -  n[(flr +1^)/?*+  5  (6r  +  «)/>o  +  {\cr  +  di)?«] 

_    0\  155 
=  -5(^-72+3^= -3-, 

u> =a(ö/?«+ 6/1*9 +  ep?*+cfya)  =6(320— 192-  180+ 54)  =  10. 
Demnach 

155 

%J»  i-/y)-i6yPH-gQ)+-3-_  160  0CT   , 

i»»  =  10  -    Tö    —  ,e+  ^ 

65 

Der  Näherung8 werth  ist  |g.    Daher  p  =65,  q  =  49,  <  =  49, 

779  155  10 

u  =  — a/>— |6o=  jp  w=10,  to'=10,  t?  =  -3-»  t>'  =  k=M>' 

Ar'  =  3, 
also: 

F=A(/he>-2«,)+  e  -A'«'= 16 (^^)  +  ™ -30=880, 
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weicht  Wurzeln  cubischer  Gleichungen  darstellen.  65 
ff  =  k[k(Uw  -  3c)  -  3  F]       =  16(2640-2640) + 10  =  10, 

♦  * 

779 

«Hyj^-tyv;— 


=  iö  =— ü— =264  +  ^- 


Der  Näherungswertb  ist:  j^flQ*  Also: 

-yp+j<»+j  ,1.1 
 s  =,+  ^-  »•=r 

=  15  =3+^'  W»=3i 

I 

%p.W)-|6(^g0)+f 

*  =  10   =16+^'  "»=4«' 

779 

_  -  -f  880  j  nm 

10  =  264  +  y4'  M*  =  12939; 

u.  s.  w. 

Fflr  die  Wurzel  III),  deren  ebenso  auszuführende  Entwicke- 
loog  hier  nicht  speciell  gegeben  werden  soll,  hat  man: 

5  ""^«ft'     "»  ~T 


— Iß  =  i  +  ^'     »a  =  2; 


70 

~"  -10  =8  +  ffl  '  M«=26i 


9V 

u.    s.  w. 


Tfceil  XXXIX. 
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Man  erhfilt  hier  die  Nenner  vom  streiten  an  negativ»  doch 
darf  man  nicht  durch  Multiplication  von  Zähler  nnd  Nenner  mit 
—  1  beide  positiv  machen,  weil  sonst  die  in  §,6.  nnd  j.7.  bewie- 
senen Gesetze  nicht  mehr  zutreffen  würden. 

§.  10.  Die  Betrachtang  der  eubischeo  Kettenbrüche  Hesse 
sich  zwar  noch  bedeutend  ausdehnen.  Doch  sind  die  Haupteigen- 
schaften derselben  in  vorstehender  Abhandlung  hinreichend  aus- 
einander gesetzt  worden.  Ihre  Anwendung  auf  die  Losung  eubi- 
scher  diophan tischer  Gleichungen,  die  sich  hauptsächlich  an  die 
Formel  v 

mp*+bp*q+cp<j*+dq*=  ±  " 

knüpft,  erfordert  eine  besondere  Untersuchung.  Jedenfalls  ver- 
spricht ihr  Einfluss  auf  die  Losung  eubischer  unbestimmter  Glei- 
chungen ebenso  bedeutend  zu  werden,  wie  der  Einfluss  der 
qaudratischen  Kettenbrüche  auf  die  Losung  der  unbestimmten  Glei- 
chungen zweiten  Grades. 
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Die  Hortalitat  in  Gesellschaften  mit  successiv  eintre- 
tenden und  ausscheidenden  Mitgliedern. 

Von 

Herrn  Dr.  Theodor  W ittstein, 
Professor  in  Hannover. 


s- 1. 

Unter  der  Wahrscheinlichkeit  einer  «jährigen  Per- 
»•n,  binnen  Jahresfrist  zu  sterben,  versteht  man  bekannt- 
lich den  Quotienten,  welcher  sich  ergiebt,  wenn  man  die  aus 
einer  gewissen  Gruppe  «jähriger  Personen  im  Laufe  eines  Jah- 
res Gestorbenen  durch  die  Lebenden  dieser  Gruppe  im  Anfange 
des  Jahrs  dividirt.  Es  sei  w  diese  Wahrscheinlichkeit.  Ist  die- 
selbe bekannt,  so  erhält  man  daraus  fiör  eine  beliebige  Anzahl 
»jähriger  Personen,  welche  =a  sei,  die  Anzahl  der  binnen  Jah- 
resfrist Sterbenden  =aw,  und  folglich  die  Anzahl  der  nach  Ab- 
lauf eines  Jahres  noch  Lebenden  =  a  (]—«?).  Die  Differenz  1 — tc 
bezeichnet  die  Wahrscheinlichkeit,  nach  Jahresfrist  noch  am 
Leben  zu  sein;  man  kann  sie  direct  erhalten,  wenn  man  die  am 
Schlüsse  des  Jahres  noch  Lebenden  durch  die  Lebenden  im  An- 
fange des  Jahres  dividirt. 

Die  Ermittelung  der  Werthe  von  w  für  die  verschiedenen 
ganzen  Werthe  von  w,  anfangend  mit  n  =  0  und  aufhörend  mit 
dem  höchsten  erfahrungsmassig  vorkommenden  Lebensalter,  bil- 
det eine  der  Fundamental-Aufgaben  der  Bevölkerungsstatistik,  und 
rasbesondere  beruhen  auf  ihr  alle  richtig  construirten  Mortalitäts- 
tafeln, wie  dies  noch  neuerlich  mit  Recht  Dr.  Fischer  in  seinen 
trefflichen  „Grundzflgen  des  auf  die  menschliche  Sterb- 
lichkeit gegründeten  Versicherungswesens"  (Oppenheim 
1860)  so  nachdrucksvoll  hervorgehoben  hat.    Indessen  ist  diese 
Ermittelung  aus  einem  vorgelegten  statistischen  Material  nicht 
immer  ganz  so  einfach,  wie  es  die  obige  Definition  der  Wahr- 
scheinlichkeit anzuzeigen  scheint.   Eine  geschlossene  Gesellschaft 
—  sei  es  die  Bevölkerung  eines  Landes  oder  eine  zu  besonderen 

5» 
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Zwecken,  z.  B.  einer  Versicherung,  zusammengetretene  Gesell- 
schaft —  hat  in  der  Regel  im  Laufe  des  Jahres  successive  Zu- 
gänge und  Abgänge  von  Mitgliedern  zu  erleiden,  welche  resp. 
vor  dem  Zugänge  und  nach  dem  Abgänge  sich  der  Beobachtung 
entziehen.  Die  innerhalb  der  Gesellschaft  im  Laufe  eines  Jahres 
beobachteten  Todesfälle  gehören  nicht  rein  derjenigen  Personen 
gruppe  an,  welche  im  Anfange  dieses  Jahres  die  GeselUchaft 
bildete;  theils  sind  deren  durch  die  Ausscheidenden  verloren  ge- 
gangen, theils  sind  durch  die  Eintretenden  neue  hinzugekommen, 
und  demnach  kann  die  Division  der  beobachteten  Todesfälle 
durch  den  Bestand  der  Gesellschaft  im  Anfange  des  Jahres  im 
Allgemeinen  nicht  den  wahren  Werth  der  gesuchten  Wahrscheiu- 
liebkeit  liefern. 

Wie  nun  dessen  ungeachtet  mit  Rücksicht  auf  die  «uccessiv 
eintretenden  und  ausscheidenden  Mitglieder  der  wahre  Werth  der 
Wahrscheinlichkeif,  binnen  Jahresfrist  zu  sterben,  aus  beobach- 
teten Zahlen  sich  bestimmen  lasse,  das  ist  die  Aufgabe,  welche 
wir  hier  einer  kurzen  Betrachtung  unterwerfen  wollen.  Zwar  bat 
diese  Aufgabe  schon  anderweitige  Behandlung  gefunden,  nament- 
lich von  Dr.  Heym  in  der  „Rundschau  der'  Versicheran- 
gen (Jahrgang  1853)  und  von  Dr.  Fischer  in  den  schon  erwähn 
ten  „Grundzügen  u.  s.  w.".  Aber  wir  glauben  nicht,  das« 
dadurch  eine  neue  Behandlung  des  Problems  überflüssig  gemacht 
werde,  und  geben  unsere  Lösung  um  so  mehr,  als  wir  damit 
Gelegenheit  erhalten,  auch  einige  verwandte,  bisher  nicht  hinrei- 
chend erörterte  Punkte  einer  Besprechung  au  unterziehen. 


§.  2. 

Wenn  man  die  Wahrscheinlichkeit  einer  njahrigen 
Person,  in ,  einem  bevorstehenden  Bruchtheile  eines 
Jahres  zu  sterben,  bestimmen  will,  so  ist  zunächst  die  Frage 
zu  erledigen,  nach  welchem  Gesetze  in  einer  Personengruppe 
gleichen  Alters,  welche  weder  Zugang  noch  Abgang  erfahrt,  die 
Sterbenden  eines  Jahres  sich  über  dieses  Jahr  vertheilen.  In 
dieser  Beziehung  vereinigen  aber  alle  Gründe  sich  dahin,  in  eioer 
allgemeinen  Untersuchung,  wie  sie  hier  beabsichtigt  wird,  als  die 
plausibelste  aller  möglichen  Annahmen  eine  gleichrofissige 
Vertheilung  der  Sterbenden  über  das  Jahr  erscheinen 
zu  lassen,  oder  mit  andern  W7orten,  die  Sterblichkeit«- Curre  für 
die  Dauer  dieses  Jahres  als  gerade  Linie  vorauszusetzen. 

Denn  einerseits  wird  durch  die  Sterbefälle  im  Laufe  des 
Jahres  der  Bestand  der  Gesellschaft  successiv  kleiner,  und  einer 
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kleineren  Personenzahl  entspricht  ceteris  paribus  auch  eine  klei- 
nere Anzahl  Sterbefalle;  aber  zugleich  wird  mit  zunehmendem 
Alter  die  Wahrscheinlichkeit,  binnen  einer  gegebenen  Zeit  zu 
sterben,  meistenteils  grosser,  mitbin  müssen  aus  diesem  Grunde 
die  Sterbefalle  successive  sich  häufen,  und  beide  Ursachen  ver- 
einigt haben  deshalb  im  Allgemeinen  den  Erfolg,  die  Sterbefälle 
des  Jahres  einer  gleichroässigen  Verkeilung  nahe  zu  bringen. 
Andererseits  ist  erfahrungsmässig  die  Sterblichkeit  in  den  ver- 
schiedenen Monaten  des  Jahres  merklich  verschieden;  eine  allge- 
meine Untersuchung,  welche  kein  bestimmtes  Datum  als  Anfang 
des  Jahres  ansetzt,  kann  demnach  nichts  Anderes  thun,  als  diese 
Verschiedenheiten  als  ausgeglichen  anzunehmen,  d.h.  wiederum, 
sie  moss  die  Sterbefälle  gleichmfissig  über  das  Jahr  vertheilen. 
Endlich  ist  die  gleichmässige  Vertheilung  der  Sterbefälle  die  ein- 
fachste Hypothese,  welche  man  machen  kann,  ohne  aus  dem  be- 
treffenden Jahre  herauszutreten ;  die  Wirklichkeit  wird  von  ihr 
abweichen,  aber  zuversichtlich  nicht  mehr,  als  von  irgend  welchen 
künstlicheren  Hypothesen,  zwischen  denen  sie  wie  eine  Art  Mit- 
tel sich  halten  wird. 

Es  bedeute  nun  x  irgend  einen  zwischen  0  und  1  enthalte- 
nen Bruch.  Wenn,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  a  eine  Anzahl 
njähriger  Personen  und  w  die  Wahrscheinlichkeit  einer  «jährigen 
Person,  binnen  Jahresfrist  zu  sterben,  bedeutet,  so  sterben  von 
dieser  Anzahl  im  Laufe  des  Jahres  aw  Personen,  und  es  erleben 
den  Schluss  des  Jahres  oder  erreichen  das  («  -f-  l)te  Lebensjahr 
"(1 — tc)  Personen.  Ferner  sterben  nach  der  Hypothese  der 
zleichm&ssigen  Vertheilung  der  Sterbefälle  innerhalb  des  Bruch- 
tbeils  x  des  Jahres  awx  Personen,  und  es  durchleben  diesen 
Bruchtbeil  oder  erreichen  (n  +  x)  Lebensjahre  o(l  —wx)  Personen. 

Daraas  ergiebt  sich  für  die  Wahrscheinlichkeit  einer  (w-f-a:)jah- 
rigen  Person,  den  Schluss  des  Jahres,  d.  h.  das  Alter  n  -f  1  zu 
erleben,  der  Werth: 

(i)  

w  I  —  wx 

und  für  die  Wahrscheinlichkeit  derselbe»  Person,  vordem  Schlüsse 
des(«  +  I)ten  Lebensjahres  zu  sterben,  der  Werth: 

(ä)   i-'zi.uÖ 

1  —  wx  1— war 

Will  man  die  Wahrscheinlichkeit  einer  (n  -f  2-)jäbrigen  Per- 
son, noch  ein  Jabr  zu  durchleben,  oder  binnen  Jahres- 
Mit  zu  sterben,  bestimmen,  so  greift  dieselbe  in  das  folgende 
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Lebensjahr  über.  Auch  in  diesem  Jahre  vertheilen  wir  wieder 
die  Sterbefälle  des  Jahres  nach  der  obigen  Hypothese.  Es  sei 
w'  die  Wahrscheinlichkeit  einer  (n  + 1) jährigen  Person,  binnen 
Jahresfrist  zu  sterben.  Nach  dem  Obigen  leben  von  a  Personen, 
weiche  «jährig  sind,  im  Alter  n-f-i  noch  a(l—  w),  folglich  im 
Alter  «-fl-fa;  noch  a(l  —  — w'x).  Mithin  bat  die  Wahr- 
scheinlichkeit einer  (»  + x)  jährigen  Person,  noch  ein  Jahr  zu  leben, 
den  Werth: 

(\—w)(\—w'x) 


(3). 


1  —  wx 


uud  die  Wahrscheinlichkeit  derselben  Person,  binnen  Jahresfrist 

V 

zu  sterben,  den  Werth: 


(I—  K>)  (\  —  w'.t) 
wx 


1  TT 


wofür  man  auch  schreiben  kann: 

(1  -w)(w'-w) 

w  «>+ — irs-* 

Dieser  Werth  (4)  reducirt  sich  für  x~0  auf  w  und  för  :r=l 
auf  u>' ,  wie  es  auch  sein  muss,  und  er  stellt  überhaupt  die  Art 
und  Weise  dar,  wie  mit  wachsendem  x  allma'lig  u>  in  w'  uber- 
geht. Doch  muss  man  sich  hüten,  diesem  Ausdrucke  absolute 
Richtigkeit  zuzuschreiben;  denn  er  beruht  auf  einer  Hypothese, 
obwohl  auf  der  einfachsten  und  plausibelsten  Hypothese,  welche 
man  treffen  kann,  nämlich  auf  der  Gleichmässigkeit  des  Abster- 
bens  innerhalb  des  Jahres  n  bis  n  -f- 1 ,  so  wie  innerhalb  de« 
Jahres  n  + 1  bis  n  +  2. 


§.  3. 

Wenngleich  die  Hypothese  der  gleichmKssigen  Vertheiluog 
der  Sterbefälle  innerhalb  eines  Jahres  ohne  Zweifel  die  naturge- 
mässeste  von  allen  ist,  welche  man  machen  kann,  so  wollen  wir 
ihr  dennoch  zur  Vergleichung  noch  eine  zweite  Hypothese  zur 
Seite  stellen,  auf  die  man  eben  sowohl  nicht  ohne  Grund  ver- 
fallen könnte. 

In  der  Hypothese  des  gleichmässigen  Absterbens  ist  offenbar 
die  Wahrscheinlichkeit,  innerhalb  eines  bevorstehenden  unendlich 
kleinen  Zeittheils  dx  zu  sterben,  nicht  zu  allen  Zeiten  dieselbe. 
Es  sei  y  die  Anzahl  der  Lebenden  zur  Zeit  x,  so  dass  x  und 
wie  Coordinaten  angesehen,  die  Sterblichkeits-Curve  innerhalb 
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de»  zu  betrachtenden  Jahres  festlegen.  Der  Sterbenden  in  der 
Zeit  dx  sind  alsdann  — dy;  folglich  hat  die  Wahrscheinlichkeit, 
innerhalb  dieser  Zeit  zu  sterben,  den  Ausdruck 

y 

Nun  ist  für  die  Hypothese  des  gleichmäßigen  Absterbens 
ao>  dem  vorigen  Paragraphen  : 

(5)  y  =  a(i-tc:r), 

oder  die  Sterblichkeits- Curve  reducirt  sich  för  diesen  Fall,  me 
schon  angezeigt  worden,  auf  eine  gerade  Linie.    Daraus  folgt: 

dy  wdx 

d.h.  die  Wahrscheinlichkeit,  binnen  der  Zeit  <&r  zu  sterben,  wird 
mit  wachsendem  x  gleichfalls  wachsen;  oder  genauer,  sie  ist  um- 
gekehrt proportional  der  Anzahl  der  im  Anfange  dieser  Zeit  dx 
noch  Lebenden.  Für  x  =  0  oder  im  Anfange  des  Jahres  reducirt 
sich  diese  Wahrscheinlichkeit  auf  todx,  und  für  x=l  oder  am 

wdx 

Schlüsse  des  Jahres  auf  i  • 

1  — w 

Wenn  man  dieselbe  Betrachtung  för  das  folgende  Jahr  wie- 
derholt, so  wird  aus  demselben  Grunde  dieselbe  Wahrscheinlich- 
keit im  Anfange  des  folgenden  Jahres,  wo  w'  för  w  eintritt,  den 
Werth  tc'dx  annehmen,  und  mithin  würde  die  Hypothese  des 
gleichmässigen  Absterbens  ihre  vollkommene  Berechtigung  haben, 
wenn  man  allgemein  setzen  dürfte: 


1—  w 


Aber  der  Zusammenhang  zwischen  den  Werthen  w  und  w'  zweier 
aaf  einander  folgenden  Jahre  ist  theoretisch  gar  nicht  bekannt. 
Die  Mortalitätstafeln  lehren  darüber  nur  das  Eine,  dass  die  Werthe 
derauf  einander  folgenden  Wahrscheinlichkeiten,  binnen  Jahres- 
frist zu  sterben,  mit  alleiniger  Ausnahme  der  höchsten  und  nie- 
drigsten Lebensalter,  nur  um  geringe  Grössen  von  einander  diffe- 
riren.  Man  vergleiche  z.  B.  die  angehSngte  Tabelle,  wo  die  Werthe 
von  to  in  der  Columne  2.  vom  23sten  bis  zum  45sten  Lebensjahre 
™n  dem  Werthe  0,012  beharrlich  um  weniger  als  eine  halbe  Ein- 
heit der  dritten  Dezimalstelle  verschieden  sind. 

Aas  diesem  letzten  Grunde  scheint  nun  eine  andere  Hypo- 
als  naturgemäss  sich  darzubieten,  um  die  Sterblichkeit  im 
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Laufe  eines  Jahres  darzustellen,  nämlich  die:  die  Wahrschein- 
lichkeit, binnen  einer  Zeit  von  gegebener  Dauer  zu 
sterben,  innerhalb  des  Jahres  als  constant  anzuneh- 
men, d.  h.  als  unabhängig  von  dem  Anfangstermine  dieser  Zeit, 
für  welchen  die  Wahrscheinlichkeit  gilt.  Damit  wird  allerdings 
die  Gleichmäßigkeit  des  Absterben«  sofort  gestört;  denn  aus 
dieser  Annahme  folgt  unmittelbar,  dass  die  in  gleichen  Zeitthei- 
len  Sterbenden  den  im  Anfange  dieser  Zeiltheile  Lebenden  pro- 
portional sind,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  im  Verlaufe  des 
Jahres  die  Sterbefälle  in  gleichem  Verbältnisse  mit  der  abneh- 
menden Zahl  der  Lebenden  successiv  weniger  dicht  fallen. 

Die  Forderung,  dass  die  Wahrscheinlichkeit,  binnen  einer 
Zeit  von  gegebener  Dauer  zu  sterben,  als  constant  angenommen 
werden  soll,  wird  für  eine  beliebige  Dauer  dieser  Zeit  erfüllt 
sein ,  so  bald  ihr  für  einen  unendlich  kleinen  Zeittheil  dx  Genüge 
geschiebt  Hieraus  lässt  aber  das  Gesetz  des  Absterbens  sich 
analytisch  darstellen.  Nennt  man  nämlich  l  eine  vorläufig  unbe- 
kannte Constante,  so  muss  man  mit  Beibehaltung  der  obigen  Be- 
zeichnungen haben: 

y 

woraus  durch  Integration  folgt: 

indem  die  Integration«  -  Constante  so  bestimmt  ist,  dass  wie  oben 
y  =  a  für  x  =  0  wird.  Hieraus  wird,  wenn  man  vorübergebend 
mit  y0  und  yx  die  Lebenden  resp.  für  x=0  und  x—\  bezeich- 
net, die  Wahrscheinlichkeit  einer  ttjährigen  Person,  binnen  Jah- 
resfrist zu  sterben, 

yo 

und  da  diese  Wahrscheinlichkeit  =  w  ist,  so  folgt: 

e~*  =  1  —  tc. 

Mithin  ist  endlich; 

(7).  ;  i^A'J'.'L    :  y=a.(\-w)*> 

d.  b.  die  Lebenden  bilden  eine  abnehmende  geometrische  Pro 
gression  oder  die  Sterblichkeits -  Curve  ist  eine  logarithmische 
Linie;  und  die  Wahrscheinlichkeit,  binnen  der  Zeit  dx  zu  ster- 
ben, nimmt  den  Werth  an: 


(8)^  /(l  w)  dx 


■ 
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n eiche  beiden  Gleichungen  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  der  vori- 
een  Hypothese  correspondiren. 

Daraus  ergiebt  sich  ferner  für  die  Wahrscheinlichkeit  einer 
(•  +  ?)jä!trigen  Person,  den  Scbluss  des  Jahres,  d.  h.  das  Alter 
s  +  1  zu  erleben,  der  Werth: 

(9)  J=(l  -w)1-', 

and  für  die  Wahrscheinlichkeit  derselben  Person,  vordem  Schlüsse 
des  (*+  l)ten  Lebensjahres  zu  sterben,  der  Werth: 

oo)  !L^r= \-(\-*>Y-'. 

Was  die  Wahrscheinlichkeit  einer  (n  +  o:)jShrigen  Person,  noch 
an  Jahr  zu  durchleben,  anbetrifft,  so  wird  dieselbe  hier: 

(11)  

und  die  Wahrscheinlichkeit  derselben  Person,  binnen  Jahresfrist 
zo  sterben: 

(12)  '  1-(1 -«,)!-*(! -«,')*, 

«ras  io  ähnlicher  Weise  bewiesen  wird,  wie  es  nach  der  ersten 
Hypothese  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  geschehen  ist. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  der  Betrachtung  der  im  Laufe  des 
Jahres  successive  eintretenden  und  ausscheidenden  Personen. 
Da  das  Eintreten,  sowie  das  Ausscheiden  im  Allgemeinen  einem 
nachweisbaren  Gesetze  nicht  unterliegt,  so  bleibt  hier  die  einzige 
mögliche  Annahme  die,  sowohl  die  Eintretenden,  alt*  auch  die 
Ausscheidenden  eines  Jahres  gleichmässig  über  dieses  Jahr  zu 
vertbeilen.  Was  die  im  Laufe  des  Jahres  eintretenden  Sterbefälle 
aus  einerlei  Personengruppe  anlangt,  so  werden  wir  hier  zunächst 
der  ersten  Hypothese  (§.  2.)  folgen  und  dieselben  gleichfalls 
^eichmässig  über  das  Jahr  vertheilt  vorauszusetzen. 

Aufgabe.  Es  seien  a  Personen  vom  Alter  n  zu  einer  Ge- 
sellschaft zusammengetreten.  Im  Laufe  eines  Jahres  treten  b 
Personen  desselben  Alters  wie  die  Mitglieder  der  Gesellschaft 
»ucressive  ein  und  scheiden  c  Personen  successive  aus.  Die  An- 
zahl der  innerhalb  der  Gesellschaft  im  Laufe  des  Jahres  beob- 
achteten Todesfälle  sei  =m,  und  der  Bestand  der  Gesellschaft 
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am  Schlüsse  des  Jahres  sei  =«'.  Man  sucht  aus  diesen  Daten 
die  Wahrscheinlichkeit  w  einer  «jährigen  Person,  binnen  Jahres- 
frist su  sterben. 

Auflösung.  Unter  den  gegebenen  Grössen  bat  man  sofort 
die  Beziehung: 

(13)  a  +  6  —  c—in  =  »i', 

denn  es  ist  unmittelbar  klar,  dass  wenn  man  von  der  Summe  des 
anfänglichen  Bestandes  und  der  Eingetretenen  die  Summe  der 
Ausgeschiedenen  und  der  beobachteten  Todesfälle  subtrahirt,  die 
Differenz  den  Bestand  der  Gesellschaft  am  Schlüsse  des  Jahres 
ergeben  muss.  Derselbe  Bestand  am  Schlüsse  des  Jahres  kann 
aber  auch  durch  die  Grosse  w  ausgedruckt  werden,  nämlich  wie  folgt: 

1)  Die  a  Personen  für  sich,  abgesehen  von  jedem  Zugange 
und  Abgange,  geben  am  Schlüsse  des  Jahres  einen  Bestand 

(14)   =a(l— w). 

2)  Werden  die  6  Eintretenden  gleichmässig  Ober  das  Jahr 
vertheilt,  so  kommen  auf  den  unendlich  kleinen  Zeittheil  dx  an 
Eintretenden  bdx.  Um  hiervon  die  Ueberlebendcn  am  Schlosse 
des  Jahres  zu  finden,  hat  man  diesen  Betrag  mit  der  Wahrschein- 
lichkeit (1),  den  Schluss  des  Jahres  zu  erleben,  zu  rouitipliciren. 
Dies  giebt: 

(1  — tc)b(Lr 
1  — wx 

Die  Summe  der  Ueberlebenden  aus  allen  b  Eintretenden  wird 
demnach  durch  das  Integral  dargestellt: 

<15>  J        \-u>x    =  ~  te  (1  "w)  ^  -*)• 

- 

3)  Werden  die  c  Ausscheidenden  gleichmassig  über  das  Jahr 
vertheilt,  so  erhält  man  daraus  auf  dieselbe  Weise  die  Summe 
der  Ueberlebenden  am  Schlüsse  des  Jahres: 

(16)  =  -£(l-u>)/(l-«,). 

Nun  rouss  offenbar  die  Summe  von  (14)  und  (15),  vermindert  um 
(16),  den  Bestand  der  Gesellschaft  am  Schlüsse  des  Jahres  erge- 
ben.  Man  hat  also: 

(17)  .  .  .  .  o(l-ir)-^=^(l-tr)/(l—  tr)  =  a', 

w 
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und  durch  Elimination  von  a'  aus  (13)  nnd  (17)  folgt: 

(18).  .  .  o«>  +  (6  —  c)[l  +  -(l-tc)/(l  —  w)]  =  m. 

Diese  Gleichung  ist  einer  directen  Auflosung  für  to  nur  in  dem 
besonderen  Falle  föhig,  wo  man  hat  b  =  c,  und  giebt  in  diesem 

Falle  tv  =  ~,  wie  auch  an  sich  klar  ist.    Denn  wenn  jeder  Aus- 

scheidende  sofort  durch  einen  Eintretenden  ersetzt  wird,  so  liegt 
die  Sache  fflr  die  Rechnung  genau  ebenso,  als  ob  gar  kein  Zu- 
gang und  Abgang  stattgefunden  hätte. 

Um  in  anderen  Fällen  die  Gleichung  (18)  zur  Bestimmung  von 
«•  brauchbar  zu  machen,  entwickele  man  den  in  Klammern  [] 
enthaltenen  Ausdruck  nach  Potenzen  von  u>.    Dann  kommt: 

(IS).      .  .  aw  +  (b-c)^y-2  +  ^  +  ....J=zm, 
erhält : 

m 


fl  +  i(6—c)  +  i(6-c)tr  +  ....* 

and  wenn  man  hierin  die  rechte  Seite  wieder  nach  Potenzen  von 
*  entwickelt : 

m   n        l(b  —  c) 

Diese  Gleichung  kann  auf  bekannte  Weise  zur  approximativen 
Berechnung  von  w  gebraucht  werden.  Man  hat  nämlich  als  erste 
Annäherung : 


(21)  «,= 


fl  +  4(o_c)' 


<md  wenn  man  diesen  Werth  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
•20)  substituirt,  so  erhält  man  als  zweite  Annäherung : 

,»«,   ™_  1(6—  c)m» 

(..).  .  .  .   »-n+^_c)  [a+i(6_c)]r 

Cm  den  Grad  dieser  Annäherung  in  Zahlen  zu  prüfen,  neh- 
men wir  ans  den  Mittheilungen  über  die  Ergebnisse  des  25 jäh- 
rieen  Bestehens  der  Lebensversicherungs •  Bank  in  Gotha  (s.  d. 
^Rundschau  der  Versicherungen",  Jahrgang  1855)  die 
Stimmen  aus  sämmtlichen  Lebensaltern,  wo 
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Man  darf  hieraus  wohl  allgemein  sch  Ii  essen,  dass  ffir  die  Zu- 
gänge und  Abgänge  in  Lebensversicherung«- Anstalten  schon  die 
Formel  (21)  ein  hinreichend  genaues  Resultat  giebt.  Denn  es  bat 
keinen  Sinn,  die  Werthe  der  Wahrscheinlichkeit,  binnen  Jahres- 
frist zu  sterben,  auf  mehr  als  vier  oder  höchstens  fifnf  Decimal- 
stellen  zu  entwickeln,  da  die  statistischen  Data,  auf  denen  diese 
Werthe  beruhen,  selbst  kaum  eine  so  grosse  Genauigkeit  bean- 
spruchen können.  Nur  für  sehr  grosse  Werthe  von  b  oder  c 
durfte  es  nothig  werden,  das  Ergänzungsglied  in  (22)  in  Betracht 
zu  ziehen. 


Die  vorstehende  Auflosung  erleidet  einige  Aenderung,  wenn 
man  in  Betreff  der  Verkeilung  der  Sterbelalle  Aber  das  Jahr  der 
zweiten  Hypothese  (§.3.)  folgt,  in  welcher  die  Wahrschein- 
lichkeit, binnen  einer  bevorstehenden  unendlich  kleinen  Zeit  zu 
sterben,  als  constant  angenommen  wird. 

Werden  nfimlich  die  6  Eintretenden  gleichmassig  über  das 
Jabr  vertheilt,  so  dass  auf  den  unendlich  kleinen  Zeittheil  dx  an 
Eintretenden  bdx  kommen,  und  will  man  von  diesen  letzteren  die 
Ceberlebenden  am  Schlüsse  des  Jahres  finden,  so  hat  man  ihren 
Betrag  mit  der  Wahrscheinlichkeit  (9),  den  Schluss  des  Jahres 
zu  erleben,  zu  multipliciren.    Dies  giebt: 


Die  Summe  der  Ceberlebenden  aus  allen  b  Eintretenden  wird 
demnach  hier  durch  das  Integral  dargestellt: 


{.  5. 


(1—  w)l^*bdx. 
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Ebenso  erhält  man  aus  den  c  Ausacheidenden  die  Summe  der 
Ueberlebenden  am  Schlüsse  des  Jahres: 

cw 

Diese  beiden  Ausdrücke  (23)  und  (24)  treten  an  die  Stelle  der 
beiden  obigen  (15)  und  (16).    Folglich  erhält  man  weiter  statt  (17) : 

ood  statt  (18): 

w 

<*)  m*  +  ( A  -  c)  [  I  +  ^—^1  =  m . 

ond  statt  (19): 

(ic     tc^  \ 
m 

und  durch  weitere  Entwicklung : 

fl-M(6  —  c)        «  +  4(«  —  c) 

Diese  Gleichung  liefert  als  erste  Annäherung  für  tc  genau  den- 
selben Werth  wie  (21);  dagegen  die  zweite  Annäherung  gieht : 

«1  ii  (b  —  c)  m* 


(29).  .  .  .  "-^+4(6_c)-[,l  +  1(6_c)]i» 

wo  das  Ergftnzungsglied  die  Hälfte  des  obigen  in  (22)  beträgt. 

Für  die  Praxis  ist,  wie  aus  dem  Schlüsse  des  vorigen  Para- 
graphen hervorgeht,  der  Unterschied  der  beiden  Formeln  (22)  und 
ß9)  vollkommen  unerheblich. 


Die  bis  bieher  aufgestellten  beiden  Hypothesen  Ober  die  Ver- 
keilung der  Sterbefällc  einer  und  derselben  Personengruppe  Ober 
das  Jahr  haben,  in  ihrer  Anwendung  auf  das  Problem  des  §.4., 
das  bemerken  s  wert  he  Resultat  geliefert,  dass  die  erste  Annähe- 
rung für  die  Unbekannte  tc  in  beiden  vollkommen  flbereinstim- 
ntode  Werthe  giebt,  welche  durch  die  Gleichung  (21)  dargestellt 
*«den.   Erst  die  zweite  Annäherung  fügt  Correctionen  von  ver- 
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8  0  hie  denen  Wer  theo  hinzu,  deren  Betrag  jedoch  so  gering 
bleibt,  dass  er,  wie  sich  gezeigt  hat,  für  die  Anwendungen  in 
der  Regel  unberücksichtigt  bleiben  darf.  Daraus  folgt  allerding« 
zunächst,  dass  es  im  vorliegenden  Falle  für  die  Praxis  so  gut 
wie  gleichgültig  ist,  welche  der  beiden  Hypothesen  über  die  Ver- 
theilung der  Sterbefälle  man  als  Grundlage  der  Rechnung  ansehen 
will.  Aber  es  ist  theoretisch  nicht  ohne  Interesse,  auch  die  Frage 
zu  erörtern:  ob  nicht  eine  Verkeilung  der  Sterbenden  über  das 
Jahr  von  solcher  Beschaffenheit  sich  treffen  lasse,  dass  der  ge- 
suchte Werth  von  to  genau  durch  die  Gleichung  (21)  darge- 
stellt wird. 

Diese  Frage  kann  beantwortet  werden  wie  folgt: 

Aus  den  Entwicklungen  der  beiden  vorigen  Paragraphen  er« 
giebt  sieb,  dass  die  Hypothese  Aber  die  Vertheilung  der  Sterbe- 
fälle  fÖr  das  in  Rede  stehende  Problem  zu  nichts  Anderem  gebraucht 
wird,  als  zur  Gewinnungeines  Ausdrucks  für  die  Wahrscheinlich- 
keit einer  (n  +  :r)jfihrigen  Person,  das  Alter  n  -f  1  zu  erleben,  oder 
vor  dem  Ablaufe  des  (n  +  l)ten  Lebensjahres  zu  sterben.  |)ie 
betreffenden  Ausdrücke  nach  der  ersten  und  zweiten  Hypothese 
finden  sich  unter  (1),  (2)  und  (9),  (10).  So  lange  daher  über  die 
Vertheilung  der  Sterbenden  keine  Bestimmung  getroffen  ist,  be 
zeichne  man  die  Wahrscheinlichkeit  einer  (n-f  jr)jährigen  Person, 
vor  dem  Ablaufe  des  (n-f  l)ten  Lebensjahres  zu  sterben,  allge- 
mein mit  f\x)\  also  die  Wahrscheinlichkeit  derselben  Person,  da« 
Alter  n  -f- 1  zu  erleben,  mit  1 — f{x)9  wo  über  die  Function /ifx) 
vorläufig  nur  das  feststeht,  dass  man  haben  muss: 

(30)  A0)=«. 

Mit  Hülfe  dieses  allgemeinen  Ausdrucks  wird  nun,  nach  der- 
selben Schlussweise,  wie  in  den  beiden  vorigen  Paragraphen,  die 
Summe  der  Ueberlebenden  am  Schlüsse  des  Jahres  aus  den  b 
Eintretenden  durch  das  Integral  dargestellt: 


und  ebenso  die  Summe  der  Ueberlebenden  aus  den  c  Ausschei- 
denden durch  das  Integral: 

Folglich  muss  man  statt  der  Gleichung  (17)  haben : 
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(31)  .  .  .  «(1— «)  +  (6-e)y**  [1 a', 

0 

and  statt  der  Gleichung  (18) : 

(32)  au>+(6— c)  y     f[x)dx  =  m. 

Soll  nnn  bieraas,  wie  verlangt  wird,  für  t©  der  Werth  (21)  her- 
vorgehen, so  muss  diese  Gleichung  sich  redneiren  auf 

(33)  atr  +  t(6-c)fc  =  m, 

mithin  muss  man  haben : 


j*    fix)  da:  =  {u> 


oder  mit  Rucksicht  auf  (30),  die  Function  f\x)  ist  an  die  Bedin 
grog  gebunden: 


m  flf(*)dxr=m)- 


Wenn  man  diese  Gleichung  geometrisch  als  Quadratur  deu- 
tet, so  fordert  sie  die  Herstellung  einer  Curve  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass  die  von  ihr  begrenzte  Flache,  von  x  =  0  bis 
xzz\  genommen,  inhaltsgleich  dem  halben  Rechteck  aus  der 
Abrisse  von  0  bis  1  und  der  Ordinate  im  Anfangspunkte  wird. 
Dieser  Forderung  kann  offenbar  durch  unzählig  viele  Curven  Ge- 
nüge geschehen,  welche  das  genannte  Rechteck  balbiren.  Wenn 
man  aber  auf  die  Natur  der  Aufgabe  Rücksicht  nimmt,  nach 
welcher  f(x)  mit  wachsendem  x  abnehmen  muss,  und  zugleich 
för  diese  Abnahme  das  möglichst  einfachste  Gesetz  auswählt,  so 
reducirt  die  gesuchte  Curve  sfch  auf  eine  gerade  Linie,  nämlich 
die  Diagonale  des  Rechtecks ;  oder  es  wird : 

(»)  f{*)  =  «>(1-*), 

4.  h.  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  ist  proportional  dem  noch 
«j  durchlebenden  Theile  des  Jahres. 


Nenot  man  ferner,  wie  im  {.3.,  y  die  Anzahl  der  Lebenden 
«r  Zeit  x,  so  dass  x  und  y  die  Coordinaten  der  Sterblichkeit*. 
Corve  innerhalb  des  betrachteten  Jahres  ausdrücken,  und  berück- 
sichtigt, dass  a(l — w)  die  Lebenden  fÖr  x=l  bedeuten,  so  kann 
nan  statt  dieser  letzten  Gleichung  auch  schreiben: 
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j  =ip(l-,ar), 


woraus : 

(36)  y  = 


1  ■  w 

1+1  x 


welches  die  Gleichung  der  Sterblichkeit« -Carte  ist. 

Daraus  erhält  man  für  die  Sterbenden  in  der  unendlich  klei 
nen  Zeit  dx  den  Ausdruck: 

(I  +  !  x)% 

1  — W 

oder : 

(3?)   -dy  =  f.J^-rfx. 

d.  h.  die  Sterbenden  in  den  unendlich  kleinen  Zeittheilen  da:  neh- 
men in  demselben  Verhältnisse  ab,  wie  die  Quadrate  der  Leben- 
den im  Anfange  dieser  Zeittheile.  Sic  fallen  mithin  im  Verlaufe 
des  Jahres  successive  noch  weniger  dicht,  als  in  der  zweiten 
Hypothese,  wo  sie  in  gleichem  Verhältnisse  mit  der  Zahl  der 
Lebenden  selbst  abnehmen,  während  sie  in  der  ersten  Hypothese 
constaut  bleiben. 

Ferner  erhält  man  aus  der  Gleichung  (37)  für  die  Wahrschein- 
lichkeit, binnen  der  unendlich  kleinen  Zeit  dx  zu  sterben,  den 
Ausdruck: 

(38)   ~^=zy-^—dx, 

x    '  y       a  1 — w 

d.  h.  diese  Wahrscheinlichkeit  nimmt  ab  in  gleichem  Verhältnisse 
mit  der  Zahl  der  Lebenden  im  Anfange  dieser  Zeit  dx,  während 
sie  in  der  zweiten  Hypothese  constant  bleibt  und  in  der  ersten 
Hypothese  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Zahl  der  Lebenden 
wächst. 

Man  wird  zugestehen,  dass  die  hier  durch  die  beiden  Glei- 
chungen (37)  und  (38)  näher  charakterisirte  Verkeilung  der  Ster- 
benden eines  Jahres  über  dieses  Jahr  weit  davon  entfernt  ist, 
diejenige  Plausibilität  zu  besitzen,  welche  ihr  zukommen  mfisste, 
um  als  Hypothese  dieser  Verkeilung  zu  Grunde  gelegt  zu  wer- 
den. Nichts  destoweniger  ist  sie  beraerkenswertb  genug.  Sie 
giebt'in  der  hier  vorliegenden  Aufgabe  für  die  Wahrscheinlich- 
keit, binnen  Jahresfrist  zu  sterben,  genau  den  in  der  Gleichung  (21) 
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tfitbalteneo  Werth,  und  da  dieser  Werth,  welcher  unter  anderen 

Hypothesen  nur  als  Näherungswerth  erscheint,  in  den  Anwen- 
dungen meistenteils  genau  genug  ist,  so  ist  es  gerade  die  hier 
gefundene  Verkeilung  der  Sterbenden,  der  die  Praxis  folgt,  ohne 
es  eigentlich  zu  wollen. 


Der  gesuchte  Werth  von  w  kann  noch  in  anderer  Weise  genau 
darch  die  Formel  (21)  dargestellt  werden,  wenn  man  nämlich  in 
den  Voraussetzungen  der  vorigen  Paragraphen  folgende  Aende- 
rung  trifft. 

Der  bisherigen  Behandlung  der  Aufgabe  §.  4.  lag  die  Annahme 
xnm  Grunde,  dass  die  Eintretenden,  so  wie  die  Ausscheidenden 
in  dem  Augenblicke  des  Eintritts  und  Austritts  genau  dasselbe 
Lebensalter  haben,  wie  die  resp.  schon  vorhandenen  oder  zurück- 
bleibenden Mitglieder.  Man  kann  aber  auch  die  Voraussetzung 
machen,  das«  die  Eintretenden  und  die  Ausscheidenden  im  Augen- 
blicke des  Ein-  und  Austritts  dasjenige  Lebensalter  n  besitzen 
«>llen,  welches  der  Stamm  der  Gesellschaft  im  Anfange  des 
Jahres  hatte.  Allerdings  ist  diese  Voraussetzung  für  die  Aus- 
weidenden factisch  unmöglich  und  kann  höchstens  wie  eine  An- 
näherang zugelassen  werden.  Für  die  Eintretenden  dagegen  ist 
sie  nicht  nur  zulässig,  sondern  wir  werden  auch  sogleich  einen 
Fall  anfuhren,  in  welchem  gerade  nach  dieser  und  keiner  ande- 
ren Voraussetzung  gerechnet  werden  muss. 

Wir  behalten  die  bisherige  Bezeichnung  bei.  Wenn  zur  Zeit 
x  eine  Person  von  n  Jahren  eintritt,  so  hat  dieselbe  am  Schlüsse 
des  hier  betrachteten  Jahres  das  Alter  n+1— x  erreicht.  Nach 
der  Hypothese  des  gleichmässigen  Absterben«  (§.  2.)  hat  demnach 
die  Wahrscheinlichkeit  der  gedachten  Person,  vor  dem  Schlüsse 
de*  Jahres  zu  sterben,  den  Werth :  * 


d.  h.  sie  ist  proportional  dem  noch  zu  durchlebenden  Theile  des 
Jahres;  und  die  Wahrscheinlichkeit  derselben  Person,  den  Schltrss 
Jahres  zu  erleben ,  wird  : 


Werden  nun  die  b  Eintretenden  gleichmässig  über  das  Jahr 
vertheilt,  so  dass  auf  den  unendlich  kleinen  Zeittheil  dx  an  Ein- 
tretenden bdx  kommen,  und  will  man  von.  diesen  letzteren  die 
Ueberlebenden  am  Schlüsse  des  Jahres  finden,  so  hat  man  ihren 


§.  7. 


(40) 


1—  tu  (1  —  .t). 


6 
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Betrag  mit  der  Wahrscheinlichkeit  (40)  zu  multipliciren.  Dies 
giebt : 

[1  —  «>  (1  —  xj\bdx. 

Die  Summe  der  Ueberlebenden  aus  allen  b  Eintretenden  wird 
demnach  durch  das  Integral  dargestellt: 

(41)  ...    fX  [l-to(\-x)]bdx  =  b(\- |). 

Ebenso  erhält  man  aus  den  c  Ausscheidenden  die  Summe  dei 
Ueberlebenden  am  Schlüsse  des  Jahres: 

(42)   =  c(l-|). 

Diese  beiden  Ausdrücke  (41)  und  (42)  treten  an  die  Stelle  dei 
beiden  obigen  (15)  und  (16).   Folglich  erhält  man  weiter  statt  (17): 

(43)  «(l-tr)  +  (6-c)(l-f)  =  <i/, 

und  statt  (18): 

w 

(44)   aw  +  (ü— c)2=w, 

woraus  fär  w  genau  derselbe  Werth  sich  ergiebt  wie  (21). 

Man  wird  leicht  erkennen,  dass  der  eigentliche  Grund  für 
diese  üebereinstiramung  der  Resultate  darin  zu  suchen  ist,  da** 
die  Wahrscheinlichkeit  (39)  denselben  Werth  hat  wie  (35). 


§.  & 

Es  giebt  einen  besonderen  Fall,  in  welchem  die  Voraussetzung 
des  vorigen  Paragraphen  immer  erfüllt  ist,  nämlich  wenn  man 
als  Eintretende  die  Neugeborenen  ansieht,  welche  im  Laufe  de* 
Jahres  successive  in's  Leben  kommen.  Denn  es  ist  an  sich  klar, 
dass  die  Neugeborenen  jederzeit  mit  dem  Lebensalter  0  in  die 
Gesellschaft  eintreten.  Wird  die  vorige  Entwickelung  auf  diese* 
besonderen  Fall  ubertragen,  so  bedeutet  a  die  Anzahl  der  Neo- 
geborenen  beim  Anfange  des  Jahres,  b  die  Anzahl  der  Neuge- 
borenen im  Laufe  des  Jahres,  m  die  Anzahl  der  Gestorbenen  im 
Laufe  des  Jahres  und  w  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Neugeho 
renen,  binnen  Jahresfrist  zu  sterben.  Man  hat  also,  indem  man 
c  =  0  setzt, 

- 

(45)  atc  +  $bu>  =  m 
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ood  da  hier  gewohnlich  auch  a=0  sein 
(46)  tbic  =  m, 


(47)  w  =  2.™. 

Diese  Formel  beruhet  jedoch  auf  der  Hypothese  des  gleichmac- 
hen Absterbens  im  Laufe  des  Jahres  (§.  2.),  einer  Hypothese, 
welche  fär  das  erste  Lebensjahr  des  Kindes  keineswegs  der  Wirk- 
lichkeit entspricht.  Nach  den  gründlichen  Untersuchungen  von 
Moser  (die  Gesetze  der  Lebensdauer,  Berlin  1839),  welche 
bis  jetzt  als  erschöpfend  angesehen  werden  müssen,  ist  vielmehr 
das  Absterben  der  Kinder  in  dem  ersten  Lebensjahre  (und  noch 
dariber  hinaus)  einem  Gesetze  unterworfen,  vermöge  dessen  man 
statt  (39)  zu  setzen  hat : 

(48)   toVT^S, 

und  dadurch  verwandelt  sieh  die  Gleichung  (46)  in : 

(49)  ib.w=zm, 

woraus : 

(30)  io  =  i.f. 

Dabei  ist  zu  erinnern,  dass  die  Formel  Moser's  voraussetzt, 
das*  die  Todtgeborenen  angesehen  werden  wie  Lebeudiggeborene, 
«eiche  kurz  nach  der  Gebort  sterben. 

Nach  den  Mittheilungen  des  statistischen  Bureau  für  das 
Königreich  Hannover  wurden  z.  B.  im  Jahre  1855  geboren : 

lebendig  55454, 
todt  2208, 
zusammen  57662; 

und  am  3.  December  1855,  wofür  wir  ohne  merklichen  Fehler  den 
Jahresschloss  setzen  können,  lebten  Kinder  unter  1  Jahr: 

48405. 

Will  man  hieraus  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Neugeborenen, 
binnen  Jahresfrist  zu  sterben,  bestimmen,  so  bat  man  zu  setzen: 

6  =  57662,    m  =  9257, 

voraus  nach  (47)  oder  der  Hypothese  des  gleichmässigen  Ab- 
sterben« folgt: 

w =0,32108, 
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und  nach  (50)  oder  der  Formel  von  Moser: 

10  =s  0,20067. 

Dieses  letzte  Resultat  stimmt  mit  Moser  überein,  welcher  als 
durchschnittlichen  Werth  tos 0,2  annimmt.  Dagegen  das  erste 
ist  gänzlich  zu  verwerfen. 


§.  0. 

Die  Betrachtung  des  vorigen  Paragraphen  fuhrt,  wenn  mau 
sie  auch  auf  andere  Lebensalter  >  als  dasjenige  der  Neugeborenen 
ausdehnt,  zu  der  nachstehenden  bemerkenswerthen  Folgerung. 

Es  sei  b  die  Anzahl  derjenigen  Personen  einer  Gesellschaft, 
welche  im  Laufe  des  Jahres  successive  das  (tt-f  l)te  Lebensjahr 
vollenden,  und  w'  die  Wahrscheinlichkeit  einer  (n  +  l)jährigen  Per- 
son, binnen  Jahresfrist  zu  sterben.  Aus  demselben  Grunde,  wie 
wir  oben  die  Neugeborenen  eines  Jahres  gleichmassig  über  das 
Jahr  vertheilt  haben,  müssen  wir  auch  die  hier  in  Betracht  kom- 
menden erlebten  Geburtstage  gleichmässig  über  das  Jahr  vertheilt 
voraussetzen.  Nehmen  wir  dazu  die  Hypothese  des  gleicbmi*- 
sigen  Absterbens,  so  haben  wir  nach  £46)  aus  diesen  b  Personen 
bis  zum  Ablaufe  des  Jahres  \bw'  Todesfälle.  Nennt  man  also  a*  die 
Lebenden  der  Gesellschaft  am  Schlüsse  des  Jahres,  welche  zwi- 
schen n-f  1  und  tt  +  2  Jahre  alt  sind,  so  hat  man: 

(51)   <i'  =  o(l -*«>'). 

Nennt  man  ferner  a  die  Lebenden  der  Gesellschaft  im  Anfange 
des  Jahres,  welche  zwischen  n  und  «4-1  Jahren  stehen,  und  er 
die  Wahrscheinlichkeit  einer  «jährigen  Person,  binnen  Jahresfrist 
zu  sterben,  so  lässt  sich  -auch  a  durch  b  ausdrücken.  Man  hat 
nämlich,  um  a  zu  erhalten,  jedes  Element  bdx  durch  die  Wahr- 
scheinlichkeit (l),  in  welcher  1—  er  statt  x  zu  setzen  ist,  zu 
dividiren  und  vom  dem  Quotienten  das  Integral  von  0  bis  1  7» 
nehmen.    Dies  giebt: 

(52)  «  =  ^1^~- 

Aus  (51)  und  (52)  folgt: 

(53)  ^ÜZ^l^teL), 

welcher  Ausdruck  genau  mit  dem  der  Wahrscheinlichkeit  (3)  für 
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x=r}  äbereidsttnmt*  Ulan  hat  also  den  allgemeinen  Satz:  Wenn 
man  in  einer  Gesellschaft,  welche  weder  Zugang  noch  Abgang 
erfahrt,  die  Lebenden  am  Schiasse  des  Jahres,  Welche  zwischen 
r+1  und  n-f-2  Jahren  stehen,  durch  die  Lebenden  im  Anfange 
des  Jahres,  welche  zwischen  n  und  «  +  1  Jahr  alt  sind,  dividirt, 
so  ergiebt  der  Quotient  genau  die  Wahrscheinlichkeit  einer 
(i-rijjihrigen  Person,  noch  ein  Jahr  zu  leben.  Daraus  folgt  so- 
«Jana  von  selbst  die  Wahrscheinlichkeit  derselben  Person,  binnen 
Jahresfrist  zu  sterben» 

Dieser  Satz  druckt  eine  Regel  aus,  nach  welcher  schon  längst 
die  Praxis  verfahrt,  ohne  nach  dem  Beweise  gefragt  zu  haben, 
lodessen  durfte  es  nicht  ohne  Interesse  sein,  hier  nachgewiesen 
>n,  auf  welchen  Voraussetzungen  diese  Regel  beruht  und 
welchen  Bedingungen  allein  sie  richtig  ist. 


§.  10. 

Will  man  die  Wahrscheinlichkeit,  binnen  Jahresfrist  zu  ster- 
ben, für  die  Mitglieder  einer  ganzen  Bevölkerung  bestim- 
men, alle  Lebensalter  zusammen  gerechnet,  so  würde,  selbst 
wenn  man  von  Ein-  und  Auswanderung  wahrend  des  Jahres  ganz 
absehen  wollte  (welche  nach  §.  4.  zu  behandeln  ist),  dennoch  die 
Division  der  beobachteten  Todesfälle  des  Jahres  durch  den  Be- 
stand der  Bevölkerung  im  Anfange  des  Jahres  noch  immer  ein 
fehlerhaftes  Resultat  geben.  Denn  die  beobachteten  Todesfalle 
enthalten  zu  einem  merklichen  Theile  auch  diejenigen  Todesfälle 
in  sieh,  welche  aus  den  erst  im  Laufe  des  Jahres  Geborenen  her- 
rühren, und  diese  letzten  Todesfalle  müssen  deshalb  zuvor  selb- 
ständig ermittelt  und  von  der  Gesammtzahl  aller  Todesfälle  in 
Abiug  gebracht  werden.  Diese  Ermittelung  kann  entweder  nach 
der  Formel  (49)  geschehen,  oder  auch  aus  dem  statistischen  Mate- 
rial selbst,  falls  solches  dazu  ausreichend  sein  sollte. 

Es  bezeichne  A  die  Bevölkerung  im  Anfange  des  Jahres,  B 
die  Geborenen  und  M  die  Gestorbenen  im  Laufe  des  Jahres,  und 
£  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit.    Dann  hat  man: 


(34)  «  =  £=5 


> 


■ 

wo  in  wie  im  §.  8.  die  Todesfälle  aus  den  Geburten  des  laufen- 
den Jahres  bezeichnet;  oder  mit  Rücksicht  auf  (49): 

(a>)   &  ==  i  , 


Digiti 


WH  (stein:   Die  Mortalität  in 


wo  w  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Neugeborenen,  hinnen  Jahres 
frist  zu  sterben,  bedeutet;  oder  noch  allgemeiner: 


(56)  Ä  =  ^=£* 


wo  p  ganz  allgemein  und  ohoe  jede  Hypothese  den  Factor  be- 
deutet, mit  welchem  die  Geborenen  B  des  Jahres  zn  mnltiplici- 
ren  sind,  um  die  aus  ihnen  im  Laufe  des  Jahres  hervorgehenden 
Todesfalle  zu  erhalten. 

Der  umgekehrte  Werth  ^  zeigt  offenbar  an,  auf  wie  viel 

Köpfe  des  anfänglichen  Bestandes  der  Bevölkerung  im  Laufe  des 
Jahres  je  ein  Todesfall  kommen  wird,  wenn  die  Bevölkerung, 
ohne  Zugang  durch  Neugeborene,  in  sich  ausstirbt. 

Um  die  Rechnung  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  hat  man 
aus  der  Volkszählung  vom  3.  Decerober  1855,  welche  wir  wieder 
an  den  Jahresschluss  uns  verlegt  denken,  die  Bevölkerung  de« 
Königreichs  Hannover : 

A  =  1819777, 

und  ferner  an  Geborenen  im  Jahre  1856: 

lebendig  56659, 
todt  2167, 

'58826, 


und  an  Gestorbenen  im  Jahre  1856: 

39199. 

Man  hat  also  zu  setzen,  mit  Einschluss  der  Todtgeborenen : 

B  =  58826,   M= 41366. 

Um  zunächst  m  zu  bestimmen,  kann  man  den  aus  dem  Vorjahre 
1855  im  §.8.  gefundenen  Werth  w  =0,20067  benutzen,  wodurch 
man  erhält: 

m^tBw  =  9444. 

Man  kann  aber  auch  aus  den  Zahlen  des  Vorjahrs  im  §.  8.  un- 
mittelbar den  Werth  von  p  bestimmen,  nämlich: 

9257 

fi=  57662  =  0,160537 ' 
woraus  för  m  =  fiB  sich  derselbe  Werth  ergiebt,  wie  vorhin. 


Digitized  by  LiOOQle 


eintretenden  und  ausscheidenden  Mitgliedern.  87 


>n  setzen  voraus,  das«  die  Sterblichkeit  der 
Neugeborenen  in  zwei  auf  einander  folgenden  Jahren  nahe  die- 
selbe bleib«.  Wenn  eine  Zählung  der  Kinder  unter  1  Jahr  für 
den  Jahresschluss  1856  existirte,  so  würde  man  daraus  unmit- 
telbar und  ohne  Hypothese  den  Werth  von  m  entnehmen  können. 

Mit  den  so  erhaltenen  Zahlen  wird  endlich  für  die  Bevölke- 
rung des  Königreichs  Hannover  beim  Jahresschluss  1855  die  Wahr- 
scheinlichkeit,  binnen  Jahresfrist  zu  sterben: 

Wenn  man  dieselbe  Rechnung  mit  Ausschluss  der  Todtgebo- 
renen  fuhrt,  wo  also  zu  setzen  ist: 

#  =  56659,  A#=39199, 

so  erhält  man  zunächst  aus  dem  Vorjahr : 

* 


und  daraus : 


Ä  =  iSt7  =  °'0,m?- 


Offenbar  würden  diese  heidcn  Werthe  von  Sl  genau  ubereinstim- 
,  wenn  das  Verhältniss  der  Todtgeborenen  zu  den  Lebendig- 
2eborenen  in  den  beiden  auf  einander  folgenden  Jahren  constant 
gewesen  wäre.  Man  kann  deshalb  füglich  das  Mittel  nehmen  und 
setzen : 

&  =  0,01756-2,  -^=56,940. 

Der  hier  gefundene  Werth  von  &  ist  übrigens,  wie  aus  dem 
Obigen  hervorgeht/  noch  nicht  vollkommen  richtig,  sondern  be- 
darf noch  nach  §.  4.  einer  Verbesserung  durch  die  Ein-  und  Aus« 
Wanderung  des  Jahres  1856,  worüber  jedoch  statistisches  Material 

nicht 


§.  IL 

Wenngleich  nach  dem  vorigen  Paragraphen  das  Verhältniss 
der  beobachteten  Todesfälle  eines  Jahres  zu  dem  ßestande  der 
Bevölkerung  im  Anfange  dieses  Jahres  keineswegs  den  richtigen 
Ausdruck  der  Wahrscheinlichkeit,  binnen  Jahresfrist  zu  sterben, 
für  diese  Bevölkerung  abgiebt,  so  ist  das  genannte  Verhältniss 
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dennoch  in  anderer  Rucksicht  fär  die  Statistik  nicht  ohne  Be- 
deutung. Wir  wollen  es  das  Sterblichkeit«» Verhältnis» 
der  Bevölkerung  nennen,  uod  ebenso  das  Verbältniss  der 
Geburten  des  Jahres  zu  dem  Bestände  im  Anfange  des  Jahre* 
das  Geburtsverbältniss  der  Bevölkerung,  Bezeichnet  man 
diese  beiden  Grössen,  welche  unmittelbar  aus  den  statistischen 
Daten  entnommen  werden  können,  mit  p  und  gt  so  hat  man: 

M  B 

P=ZÄ*  q=A9 

und  für  die  Formel  (56)  erhält  man  den  einfacheren  Ausdruck: 
(57)   Q=p-M. 

Die  umgekehrten  Werthe  ^  und  ~  haben  offenbar  die  Be- 
deutung, dass  sie  anzeigen,  auf  wie  viel  Köpfe  des  anfänglichen 
Bestandes  im  Laufe  des  Jahres  resp.  je  ein  Todesfall  oder  eine 
Geburt  gekommen  ist 

Die  Werthe  von  p  und  q  sind  im  Allgemeinen  nicht  gleich 
gross;  in  der  Regel  wird  q>p  sein,  obwohl  auch  das  Um- 
gekehrte stattfinden  kann.  Sie  werden  nur  dann  gleich  gros« 
sein,  wenn  die  Bevölkerung  sich  im  Beharrungszustande  befin- 
det, d.h.  wenn  durch  das  ganze  Jahr  jeder  Todesfall  sofort 
durch  eine  Geburt  ersetzt  wird.  Daraus  folgt  aber,  dass  diese 
beiden  Grössen  zusammengenommen  nicht  nur  den  Stand,  son- 
dern auch  die  Bewegung  der  Bevölkerung  cbarakterisiren,  und 
zwar  beides  in  untrennbarer  Verbindung.  Man  kann  nun  die  Frage 
aufwerfen ,  ob  nicht  die  -beiden  Grössen  p  und  q  sich  auf  einen 
gemeinschaftlichen  Werth  P  reduciren  lassen,  welcher  das  Sterb- 
liebkeits-  und  Geburtsverhältniss  derselben  Bevölkerung  unter  der 
Voraussetzung  ausdrückt,  dass  diese  Bevölkerung  durch  den  Lauf 
de«  Jahres  im  Beharrungszustande  geblieben  wäre.  Ein  solcher 
Werth  wird  sodann  von  der  Bewegung  der  Bevölkerung  unabhän- 
gig sein  und  allein  für  den  Stand  derselben  einen  charakteristi- 
schen Ausdruck  abgeben. 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  kann  man  verfahren  wie  folgt- 

Um  bestimmter  uns  ausdrücken  zu  können,  nehmen  wir  an, 
es  sei  wie  gewöhnlich  die  Anzahl  der  Geburten  überwiegend  fiher 
die  der  Todesfalle,  oder  B>  M.  Sollte  Bevölkerung  durch  den 
Lauf  des  Jahres  auf  dem  Bestände  seines  Anfangs  erhalten  blei* 
Den,  so  muss  die  Anzahl  B  der  Geburten  um  einen  gewissen 
Betrag  u  vermindert  werden,  so  das6  mau  durch  schickliche  A" 
nähme  von  u  haben  wird: 


uiyiiizeo 


by  Google 


mit  successiv  eintretenden  und  ausscheidenden  Mitgliedern.  89 


»  

Aber  die  Verminderung  der  Geburten  um  u  hat,  wenn  man  die- 
selbe gleichmässig  über  das  Jabr  vertheilt,  eine  gleichzeitige  Ver- 
minderung der  Sterbefälle  um  pu  zur  Folge,  und  man  wird  also 
auch  haben : 

(39)  P=^=£5. 

Die  Elimination  von  u  aus  diesen  beiden  Gleichungen  giebt : 

oder  mit  Rücksicht  auf  (57) : 

Sl 

welches  der  gesuchte  Werth  ist 

- 

1 

Der  umgekehrte  Werth  p  zeigt  an,  auf  wie  viel  Köpfe  des 

anfänglichen  Bestandes  der  Bevölkerung  im  Laufe  des  Jahres  je 
ein  Todesfall  und  eine  Geburt  gekommen  sein  würde,  wenn  die 
BeTolkcrung  für  das  Jabr  im  Beharrungszustande  geblieben  wfire. 

Hiermit  dürfte  dasjenige  auf  sein  richtiges  Maass  zurückge- 
führt werden ,  was  die  Statistiker  über  die  sogenannte  Sterblich- 
keitsziffer lehren.  Denn  die  Ausdrücke  (58)  und  (59)  zeigen  un- 
mittelbar, dass P niemals  zwischen/?  und  q  fallen  kann;  vielmehr 
*ird  für  eine  zunehmende  Bevölkerung  P  kleiner  und  für  eine 
abnehmende  Bevölkerung  P  grösser  als  beide.  Auch  ist  P  nie- 
mals einerlei  mit  &,  sondern  stets  grösser. 

So  geben  z.  B.  die  obigen  Data  für  die  Bevölkerung  des 
Königreichs  Hannover,  wenn  man  die  Todtgeborenen  einschliesst: 


p  =  0,022732,  £  =  43,992; 
9=0,032326,  ^  =  30,935; 
P  =  0,020896,    p=  47,855. 


Felben  Data  geben,  wenn  man  die  Todtgeborenen  ausschliesst; 

6» 
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p  =  0,021541,  i  =46,423; 
?  =  0,031135,  £  =32,118; 
P=z  0,020144.    p  =  49,643. 

§.  12. 

Die  Entwicklung,  durch  welche  oben  die  Aufgabe  des  j.4 
ihre  Losung  gefunden  hat,  kann  offenbar  auch  gebraucht  werdet 
wenn  die  Wahrscheinlichkeit  u>  bekannt  ist  und  dagegen  eine  ai 
dere  der  in  der  Aufgabe  enthaltenen  Grossen  als  Unbekannte  ai 
gesehen  wird.  Insbesondere  kommt  im  Versicherungswesen  de 
Fall  öfter  Tor,  wo  der  Bestand  einer  Gesellschaft  am  Schluss 
des  Jahres  gesucht  wird.  Wir  führen  die  folgenden  beiden  Bei 
spiele  dieser  Art  an. 

Erstes  Beispiel.  Aus  einer  Gesellschaft  von  dienende! 
Personen  scheidet  im  Laufe  des  Jahres  eine  Anzahl  als  Invalid 
aus.  Es  sei  für  irgend  ein  Alter  der  Bestand  a  im  Anfange  de 
Jahres,  die  Wahrscheinlichkeit  to,  im  Laufe  des  Jahres  zu  ster 
ben,  und  die  Wahrscheinlichkeit  y,  im  Laufe  des  Jahres  invalid* 
zu  werden,  gegeben.  Man  sucht  den  Bestand  =a'  der  dienen 
den  Mitglieder  am  Schlüsse  des  Jahres. 

Hier  muss  zunächst  auf  eine  Gefahr  aufmerksam  geroacb 
werden,  welche  in  der  Behandlung  dieser  Aufgabe  schon  zu  Febl 
Schlüssen  geführt  hat.  Die  Wahrscheinlichkeit,  am  Schlüsse  de« 
Jahres  noch  zu  leben,  ist  =1  —  w,  und  die  Wahrscheinlichkeit 
am  Schlüsse  des  Jahres  noch  zu  dienen,  =1  —  y;  folglich  — ■  « 
hat  man  geschlossen  —  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  am  Schloss« 
des  Jahres  noch  zu  leben  und  zu  dienen,  =  (l—  tc)  (1  —  y),  odei 
man  hat 

a'  =  «(l-«)(l-y). 
Dieser  Schluss  ist  aber  unrichtig.  Die  Wahrscheinlichkeit 
dass  mehrere  Ereignisse  zugleich  eintreten,  ist  nur  dann  gleich 
dem  Producte  der  Wahrscheinlichkeiten  der  einzelnen  Ereignisse, 
wenn  diese  Ereignisse  vollkommen  unabhängig  von  einander  sind. 
Eine  solche  Unabhängigkeit  findet  jedoch  im  vorliegenden  Fall* 
nicht  statt;  denn  es  kann  zwar  wohl  Jemand  zuerst  invalide  wer 
den  und  dann  sterben,  aber  nicht  zuerst  sterben  und  dann  in™ 
lide  werden.  Die  Zahl  derjenigen  Personen,  welche,  wenn  sie 
nicht  gestorben  wären,  invalide  geworden  sein  würden,  ist  wegen 
der  Kleinheit  der  Brüche  to  und  y  allerdings  nur  klein;  nichts 
desto  weniger  hat  sie  zur  Folge,  dass  die  vorstehende  Rechnung 
nur  su  einer  oberflächlichen  Annäherung  fährt. 
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Dia  richtige  Auflösung  ist  io  der  Gleichung  (17)  enthalten,  in 
welcher  man  6=0  und  c  =  ay  zu  setzen  hat.   Dies  giebt: 

oder  mit  demselben  Grade  von  Annäherung,  welcher  sich  oben 
als  aasreichend  gezeigt  hat, 

m  a'  =  a(l-tc)(l-y[J  +  ~]). 

Zweites  Beispiel.  Von  unverheirateten  Mädchen  schei- 
det durch  Heirath  im  Laufe  des  Jahres  eine  Anzahl  aus.  Es  sei 
fär  irgend  ein  Alter  der  Bestand  a  im  Anfange  des  Jahres,  die 
Wahrscheinlichkeit  tc,  im  Laufe  des  Jahres  zu  sterben,  und  die 
Wahrscheinlichkeit  y,  im  Laufe  des  Jahres  zu  beirathen,  gege- 
ben Man  6ucht  den4  Bestand  =  u'  der  Unverheiratheten  am 
Schlosse  des  Jahres. 

i 

M 

Dieser  Fall  liegt  ebenso  wie  der  vorige  und  ist  gleichfalls 
nach  der  Gleichung  (63)  zu  behandeln.  Auf  Grund  dieser  Glei- 
chung ist  die  hier  folgende  Tabelle  berechnet. 

In  dieser  Tabelle  sind  die  Columnen  2.  und  6.  aus  Brune'« 
Mortalitätstafel  des  weiblichen  Geschlechts  (Bearbeitung  von  1847) 
ond  die  Columne  3.  aus  der  Berliner  Borsenzeitung  vom  17.  April  1862, 
Abendausgabe,  entnommen.  Die  Columne  4.  stellt  die  successiven 
Werthe  von  a  und  a'  dar,  nach  der  obigen  Formel  berechnet,  und 
*e  zeigt  demnach,  wie  eine  Zahl  von  10000  unverheiratheten 
Itijährigen  Mädchen  durch  Heirathen  und  Todesfälle  von  Jahr  zu  , 
Jahr  sich  vermindert.  Die  Columne  5.  enthält  die  Differenzen  der 
Zahlen  in  6.  und  4.  In  Columne  7.  linden  sich  für  jedes  Jahr  die 
Werth«  von  c=oy.  Endlich  sind  die  Zahlen  der  Columne  8.  da- 
durch entstanden,  dass,  für  jedes  Alter,  die  Summe  der  Heira- 
th enden  in  7.,  von  diesem  bis  zum  höchsten  Alter,  durch  die 
Unverheiratheten  in  4.  dividirt  wurde.  Die  Gestorbenen  sind  des 
Raumes  wegen  weggelassen ;  sie  können  in  4.  und  5.  leicht  mit 
Rücksicht  auf  7.  nachgetragen  werden. 

Aus  dieser  Tabelle  geht  hervor,  dass  die  grösste  Zahl  Hei- 
ratben von  Mädchen  im  24sten  Lebensjahre  geschlossen  wird ,  und 
die  grösste  Zahl  verheirateter  Frauen  im  40sten  Lebensjahre  steht. 
Die  grösste  Wahrscheinlichkeit,  binnen  Jahresfrist  zu  beirathen, 
findet  im  27sten  Lebensjahre  statt  und  beträgt  etwas  über  10  Pro- 
zent, während  merkwürdiger  Weise  zugleich  die  Wahrscheinlich- 
keit, binnen  Jahresfrist  zu  sterben,  ihren  kleinsten  Werth  erreicht; 
dagegen  die  grösste  Wahrscheinlichkeit,  überhaupt  zu  beirathen, 
ü»4et  sich  schon  im  Alter  von  20  Jahren  und  beträgt  76  Procent. 
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Diese  letzte  Wahrscheinlichkeit  sinkt  mit  dem  Alter  von  32  Jah- 
ren unter  den  Werth  i,  d.  h.  von  hier  an  ist  die  Wahrscheinlich- 
keit, nicht  zu  heiratheo,  grosser  als  die,  zu  heirathen.  liier  fangt 
also  die  „alte  Jungfer"  an,  die  anf  diese  Weise  mathematisch 
streng  zu  definiren  ist. 


Heirat lts- Tabelle  des  weiblichen  Geschlechts. 
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VI. 

Ueber  das  Prismatoid. 

Von 

Herrn  Doctor  E.  fV.  Gr  ehe. 

Kector  der  Realschule  zu  Cos  toi. 


Wittstein  erklärt  das  von  ihm  in  die  elemeotare  Stereome- 
trie eingeführte  Prismatoid  als  ein  von  zwei  parallelen  Poly- 
gonen als  Grundflächen  und  von  Dreiecken  oder  Vierecken,  welche 
allemal  eine  Seite  der  einen  Grundfläche  mit  einer  Ecke  oder 
parallelen  Seite  der  andern  Grundfläche  verbinden,  als  Seiten- 
flächen begrenztes  Polyeder.    Anhangsweise  rechnet  er  zu  den 
Prismatoiden  auch  diejenigen  Polyeder,  bei  welchen  aus  einer 
Grundfläche  oder  aus  beiden  eine  blosse  Kante  geworden  ist. 
Eine  Pyramide  ist  somit  auch  ein  dem  Prismatoid  sehr  nahe  ver- 
wandter Korper,  indem  sie  aus  demselben  entsteht,  sobald  eine 
der  beiden  Grundflächen  zn  einem  Punkt  wird.   Es  möchte  sich 
daher  in  mancher  Beziehung  empfehlen,  die  Pyramide  ebenfalls 
20  den  Prismatoiden  zu  rechnen.    Thun  wir  dieses,  so  ergibt  sich 
uaebstehende  Definition.   Ein  Prismatoid  ist  ein  von  lauter  ebenen 
Figuren  begrenzter  zwischen  zwei,  seine  sämmtlichen  Ecken  auf- 
nehmenden parallelen  Ebenen  liegender  Körper.    Der  Abstand 
dieser  parallelen  Ebenen  heisst  immer  die  Höbe  des  Prismatoids. 
Liegt  in  einer  Ebene  nur  eine  Ecke,  so  haben  wir  die  Pyramide. 
Liegen  in  beiden  Ebenen  zwei  Ecken,  so  haben  wir  ein  Tetraeder, 
welches  in  der  Stellung,  die  es  hier  hat,  wo  nämlich  seine  Höhe 
der  kleinste  Abstand  zweier  Kanten  ist,  und  wegen  der  Wichtig- 
keit, die  ein  so  aufgefasster  Körper  in  der  Lehre  von  dem  Pris- 
matoid besitzt,  eioen  besondern  Namen  zu  erhalten  verdient.  Ich 
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schlage  den  Namen  Dispheniam  (Doppelkeil)  vor.  Liegen  fer- 
ner in  einer  Ebene  zwei  Ecken,  in  der  andern  aber  drei  oder 
mehr,  so  entsteht  ein  Korper,  der  wohl  nicht  anpassend  Sphe- 
noid  (keilförmiges  Prismatoid)  genannt  werden  mag.  Das  von 
Witt  st  ein  vorzugsweise  berücksichtigte  Prismatoid  begreift  als 
besondere  Fälle  in  sich  das  Prisma,  die  abgekürzte  Pyramide, 
den  Obelisk,  das  Antiprisma,  den  Antiobelisk. 

Nach  dieser  Vorausschickung  stellen  wir  den  Satz  auf,  das* 
alle  Prismatoide  Körper  seien,  die  man  durch  Addition  und  Sub* 
tractlon  aus  Prismen  und  Pyramiden  von  derselben  Höhe  ableiten 
kann.   Die  Pyramiden  dürfen  hierbei  sowohl  in  aufrechter  als  in 
verkehrter  Stellung  in  Betracht  kommen.   Bei  dem  Beweise  un- 
seres Satzes  betrachten  wir  zuerst  ein  Prismatoid  mit  vollstän- 
digen Grundflächen.    Wir  erweitern  die  von  den  Seiten  einer 
Grundfläche  auslaufenden  Seitenflächen  bis  zum  Durchschnitte 
je  zweier  benachbarten.    Haben  die  Grundflächen  ungleiche  Seiten- 
zahl, so  wählen  wir  die  von  der  geringeren  Seitenzahl.   Der  ent- 
stehende Körper  ist  ein  Obelisk  von  dieser  Seitenzahl.  Denken 
wir  die  gewählte  Grundfläche  als  die  obere,  so  sind  die  zu  dem 
ursprünglichen  Prismatoid  hinzukommenden  Körpertheile  aufrecht 
stehende  Pyramiden.    Von  unserem  Obelisk  schneiden  wir  nun 
so  oft  es  angeht  verkehrt  stehende  Pyramiden  weg,  indem  wir 
Schnitte  machen  von  einer  Diagonale  der  oberen  Grundfläche  nacb 
einer  der  wegfallenden  Ecke  dieser  gegenüberliegenden  Ecke  der 
unteren  Grundfläche.  Wir  erhalten  dann  ein  Prismatoid,  dessen  obere 
Grundflache  beiläufig  nur  halb  so  viele  Seiten  hat  als  die  des  ur- 
sprünglichen.  Indem  wir  nun  das  beschriebene  Verfahren  so  oft 
als  möglich  fortsetzen,  langen  wir  zuletzt  bei  einer  abgekürzten 
dreiseitigen  Pyramide  an.    Nehmen  wir  von  dieser  die  verkehrt 
stehende  Pyramide  zwischen  der  oberen  Grundfläche  und  einer 
Ecke  der  unteren  weg,  so  bleibt  uns  ein  Sphenoid  mit  dreiseitiger 
Grundfläche.    Wir  fahren  daher  in  unserer  Beweisführung  mit 
der  Betrachtung  des  Sphenoids  im  Allgemeinen  fort.   Bei  einem 
solchen  Körper  endigen  die  von  der  die  obere  Grundfläche  ver- 
tretenden Kante  auslaufenden  Seitenflächen  in  der  untern  Grund- 
fläche entweder  mit  einem  Punkte  oder  einer  Seitenlinie.  Wie 
dem  auch  sei,  jedesfalls  nehmen  wir  in  jeder  der  genannten  bei- 
den Seitenflächen  einen  mit  der  untern  Grundfläche  gemeinschaft- 
lichen Punkt  an  und  verbinden  diese  Punkte  durch  eine  gerade 
Linie,  von  welcher  wir  denn  nach  den  beiden  Endpunkten  der 
oberen  Kante  Schnitte  führen.    Das  Spenoid  wird  hierdurch  in 
zwei  aufrecht  stehende  Pyramiden  und  ein  Disphenium  zerlegt 
Ist  jedoch  die  untere  Kante  des  Dispheniums  eine  Seitenlinie  der 
früheren  untern  Grundfläche,  so  erhalten  wir  ausser  dem  Dispbe- 
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nium  nur  eine  aufrecht  stehende  Pyramide.  Unser  Beweis  wird 
beendigt  sein,  wenn  noch  gezeigt  ist,  dass  alle  Disphenien  als 
Summen  and  Differenzen  von  Prismen  und  Pyramiden  derselben 
Hohe  gelten  dürfen.  Um  dieses  zu  zeigen,  fassen  wir  irgend  eine 
Kaste  des  Dispheniums,  welche  eine  obere  Ecke  desselben  mit 
einer  unteren  verbindet,  ins  Auge  und  legen  mit  ihr  durch  die 
beiden  noch  übrigen  Ecken  des  Körpers  Parallelen.  Werden  Ebe- 
nen durch  je  zwei  dieser  Parallelen  gelegt,  so  begrenzen  diesel- 
ben in  Verbindung  mit  den  die  Hohe  des  Dispheniums  zwischen 
sich  fassenden  parallelen  Ebenen  ein  Prisma,  welches  ausser  dem 
üispheniura  noch  aus  einer  aufrechten  und  einer  verkehrten  Py- 
ramide besteht. 

Nachdem  so  der  über  die  Prismatoide  aufgestellte  Satz  voll- 
ständig erwiesen  ist,  wird  weiter  klar,  dass,  wenn  es  gelingt  die 
InbalUberechnung  eines  Prismas  und  einer  Pyramide  durch  die- 
selbe Formel  zu  bewirken,  in  welcher  die  Höhe  ein  Factor  ist, 
Summen  und  Differenzen  der  mit  gewissen  Coefflcienten  zu  ver- 
sehenden Grundflächen  und  diesen  parallelen  Durchschnitte  aber 
der  andere  Factor,  wobei  eine  Grundfläche  der  Pyramiden  =0 
zu  nehmen  sein  wurde,  und  wobei  es  ausserdem  noch  einerlei 
sein  musste,  ob  man  die  Pyramiden  als  aufrecht  oder  als  verkehrt 
stehend  denkt,  eine  solche  Formel  sofort  auch  zur  Inbaltsberech- 
Dong  eines  Prismatoids  geschickt  sein  müsse.    Formeln  dieser 
Art  giebt  es  aber,  wie  alsbald  erhellen  wird,  unzählig  viele;  es 
bandelt  sich  nur  darum  die  einfachsten  auszulesen.    Da  drängt 
sich  nun  natürlich  zunächst  die  Frage  auf,  ob  nicht  etwa  ein  ein- 
ziger Schnitt  in  der  richtigen  Hohe  gemacht  schon  ohne  die  Grund- 
flächen  ausreichend  sein  könne.   Ein  solcher  Schnitt  muss  wegen 
des  Prismas  den  Coefficienten  1  haben.   Nun  lässt  sich  allerdings 
auch  bei  der*Pyramide  ein  Schnitt  finden,  der  einfach  mit  der 
Hohe  multiplicirt  den  Inhalt  der  Pyramide  gibt;  es  ist  der,  wel- 
cher die  Hohe  in  dem  Verhältniss  1  + V3:2,  das  kleinere  Stuck 
nach  unten  genommen,  theilt.   Da  ein  solcher  indessen  nicht  durch 
die  Mitte  der  Hohe  geht,  so  passt  er  nicht  zugleich  auf  verkehrt 
stehende  Pyramiden.   Weiss  man  daher  von  Prismatoiden ,  dass 
sie  sich  aus  Prismen  und  nur  aufrecht  stehenden  Pyramiden  durch 
Addition  und  Subtraction  bilden  lassen,  so  kann  man  ihren  Kör- 
perinbalt  allerdings  dadurch  finden,  dass  man  die  Höhe  derselben 
mit  der  bezeichneten  Durchschnittsfläche  multiplicirt.  Prismatoide 
dieser  Art  gibt  es  auch ;  man  erhält  solche  zum  Beispiel,  wenn 
man  bei  einem  gewöhnlichen  Prisma  Schnitte  von  Ecken  der 
oberen  Grundfläche  nach  passenden  Diagonalen  oder  anderen  Li- 
nien der  unteren  Grundfläche  fahrt.    Umgekehrt  kann  man  aber 
daraus,  dass  eine  Durchschnittsfläche,  welche  die  Höhe  eines 
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Prismatoids  in  dem  oben  angegebenen  Verhältnis*  theilt,  mit 
letzterer  multiplicirt,  den  anderweitig  bekannten  Körperiobalt  nicht 
liefert,  den  Schluss  ziehen,  dass  sich  das  vorliegende  Prisma- 
toid auf  keinerlei  Weise  aus  Prismen  und  bloss  aufrecht  stehen- 
den Pyramiden  durch  Addition  und  Subtraction  bilden  lasse,  das« 
vielmehr  auch  verkehrt  stehende  Pyramiden  mitwirken  müssen. 

Zwei  Schnitte  in  gleichen  Abstäoden  von  der  Mitte  der  Hohe 
genügen  jedoch  nebst  letzterer  auch  ohne  die  Grundflächen  zur 
Berechnung  eines  jeden  Prismatoides.  Die  Coefficienten  dersel- 
ben müssen  gleich  sein,  damit  die  Umdrehung  des  Korpers  keine 
Störung  verursache,  und  folglich  des  Prismas  wegen  jeder  =  J. 
Nehmen  wir  nun  an,  die  Schnitte  durch  die  Pyramiden  seien 
in  den  Hohen  Ä(i  —  x)  und  A(i-f  x)  gemacht,  so  haben  wir  die 
Gleichung : 

aus  welcher  sich  ar  =  4Vi  ergibt.  Dass  die  beiden  Grundflächeo 
neben  der  in  allen  Fällen  als  Factor  beizubehaltenden  Höhe  nicht 
genügen,  folgt  daraus,  dass  der  Werth  x  =  l  mit  der  eben  auf- 
gestellten Gleichung  unverträglich  ist. 

Will  man  aber,  um  das  Prismatoid  P  zu  berechnen,  die  bei- 
den Grundflächen  A  und  B  nebst  dem  Durchschnitte  C  in  der 
Mitte  der  Höbe  anwenden  und 

P=h(aA  +  ßC  +  aB) 

setzen,  so  hat  man  wegen  des  Prismas  2a-f  0  =  1  und  wegen  der 
Pyramiden  o-f  ij?  =  i*  Hieraus  ergibt  sich  a=z\,  0=},  wie 
bereits  von  Wittstein  auf  anderem  Wege  gefunden  worden  ist 

Berücksichtigt  man  ausser  den  beiden  Grundflächen  A  und  B 
noch  zwei  Schnitte  C  und  D ,  so  dass  jede  dieser  vier  Figuren 
von  der  nächsten  um  \  der  Hohe  entfernt  ist,  so  hat  man 

P=zh(aA  +  ßC+ßD+aB), 

ferner  des  Prismas  wegen  2a +  20  =  1  und  der  Pyramiden  wegen 
«+*0+{0  =  z»  woraus  «=i,  0=1  folgt. 

Wollte  man  in  der  Gleichung 

P=z  A(aA  +  0C+  ßD  -f  aB) 

C  und  D  Schnitte  in  den  Höhen  x)  und  h(\+x)  bedeuten 
lassen  und  zugleich  «=0  =  i  setzen,  so  hätte  man: 

i+i(i+*)f +  «.-*)*=  i, 
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ffonos  sich  x  =  V  —  Ta  ergeben  wurde.  Eine  solche  Bedingung 
ist  demnach  nicht  zu  befriedigen. 

Setzt  man  aber 

P=h(aC+ßE  + 

wo  £  einen  Schnitt  durch  die  Mitte  der  Hohe  bedeuten  soll,  uod 
nimat  a  =  ß  =  \ ,  so  ist 

*<*  +  *)■  +  *.*  +     —      =  *• 

Soll  die  Berechnung  des  Prisroatoids  durch  Benutzung  von 
rier  Schnitten  mit  gleichen  Coefficienten  in  den  Huben  hß+x) 
nnd  hif^ y)  erfolgen,  so  hat  man 

Bei  fünf  Schnitten  mit  gleichen  Coefficienten  erhält  man  die 
Bedingungsgleichung 

Die  Annahme  von  sechs  Schnitten  mit  gleichen  Coefficienten 
würde  die  Bedingungsgleichung 

liefern. 

Man  übersieht  leicht,  dass  je  grösser  man  die  Anzahl  der 
Schnitte,  die  Grundflächen  auch  als  solche  betrachtend,  nimmt, 
desto  mehr  willkü'hrlicb  aufgestellte  Bedingungen  hinsichtlich  der 
Coefficienten  und  der  Abstände  der  Schnitte  befriedigt  werden 
tarnen,  und  dass  unser  Gegenstand  geeignet  ist,  eine  Menge  in- 
teressanter Aufgaben  zur  Lehre  von  den  unbestimmten  Gleichun- 
sen des  ersten  und  zweiten  Grades  zu  liefern. 
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VII. 

Ueber  die  Zerlegung  der  Function 

ax1  -f-  bxy  +  cy%  +  dx  +  ey  +  f 

in  zwei  lineare  Factoren. 

Von 

dem  Heraasgeber. 


Die  Zerlegung  der  Function 

ax*  +  b  xy  +  cy *  +  dx  +  ey  +  / 

in  zwei  Factoren  des  ersten  Grades  oder  zwei  sogenannte  linear 
Factoren,  welche  fiür  viele  Untersuchungen  von  grosser  Wichtij 
keit  ist,  ist  nach  meiner  Meinung  noch  nicht  mit  solcher  Allg< 
meinheit  und  Schärfe,  namentlich  noch  nicht  mit  so  vollständig* 
Berücksichtigung  aller  möglichen  Fälle  behandelt  worden,  wie« 
wünschenswert!)  ist,  weshalb  ich  im  Folgenden  eine  genügende! 
Behandlung  dieses  Gegenstandes  zu  geben  versuchen  werde. 

■ 

I. 

i 

Wenn  die  Gleichung 

1) 

ax*  +  bxy  +  cy« + dx  +  ey  +  f  =  (px  +  qy + r)  (p'x + q'y +r>), 
also  die  Gleichung 

2)  ax*  +  bxy  +  cy*  +  dx  +  ey+f 

=  pp'x*  +  (qp'  +  pq')  xy  +  qq'y*  +  (rp'  +  pr')  x  -f  (r?'  -f  or')y  +  » 

identisch  erfüllt  sein  soll,  so  müssen  die  Gleichungen 
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(    «  =  PP'>   b  =  qp'+pq',   c  =  w'; 

3)  .  .  .  ; 

\d  =  rp'  +  pr'f    e=zrq'  +  qr' ,  f=rrl 

erfollt  sein.  Nimmt  man  aber  diese  sechs  Gleichungen  als  erfüllt 
ao,  so  lassen  sich  daraus  gewisse  Gleichungen  zwischen  den  Coef- 
fidenten  a,b,c,d,e,f  ableiten,  welche  also  als  Bedinguogs- 
Gleichungen  zu  betrachten  sein  werden,  denen  die  Coefficienten 
a,b,c,  d,  e,  f  nothwendig  geniigen  müssen,  wenn  es  überhaupt 
möglich  sein  soll,  die  Grossen  p,  q,  r;  p' ,  q' ,  r'  so  zu  bestim- 
men, dass  die  Gleichungen  3)  erfüllt  werden;  die  Gleichung  1) 
oder  2)  sich  also  identisch  erfüllt  zeigt.  Diese  Bedingungsglei- 
changen  wollen  wir  daher  jetzt  zunächst  aus  den  Gleichungen  3) 
ableiten. 

Aus  den  beiden  Gleichungen 

d  =  rp'  +pr' , 
e  =  rq'  +  qr' 

trgiebt  sich  sogleich : 

dq  —  ep  =  r{qp'—  pq'), 
ep'  -  dq'  =  r'  (qp'  -pq') ; 

also  durch  Multiplication : 

(dq—ep)  (ep'  —dq')  =  rr'  {qp'  —pq')*, 

«nd  folglich  durch  Auflösung  des  Products  auf  der  linken  Seite: 

de  (qp'  +  pq')  —  e*pp'  —  d*qq'  =  rr'  —pq')*, 

»oraoR  sich  wegen  der  Gleichungen 

a  =  pp',    b  =  qp'+pq't    c  =  qq' ,  f=rr' 

die  Gleichung 

bde  —  ae*  —  cd2  =  f(qp' — pq1)* 
ergiebt  Nun  ist  aber: 

al*o  wegen  der  vorstehenden  Gleichungen : 

(qp'  —  pq')*  =  b*  —  4ac, 
folglich  nach  dem  Obigen : 

4)   bde  —  ae*—  cd*=(b2— 4ac)f 
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oder: 

5)  öde  =  ae«  +  (6*— iac)f+  cd*. 

Aus  dieser  Gleichung  lassen  sieb  andere  ableiten. 
Es  ist  nämlich,  wie  man  durch  einfache  Multiplication  so- 
gleich fibersieht: 

(6* — iac)  (d*-iaf)  =  b*d* — 4ac<**— Aafib*—  4«c) , 
(6*  -  4ac)  (e2  -  4c f)  =  o*e*  —  4ace*  -  4c/Xo*  -  *«c) ; 

also  nach  4): 

(b*—Aac)  (d*  -  4a/*)  =  6*d*  —  4«Arfe  +  4a*e*, 
(6*— 4ac)  (e*  —  4c/*)  =  o2*2  -  ibede  +  4c»rf»; 

folglich  offenbar: 

l  (6«— 4ac)(tP—  Aaf)  =  {bd-'lae)*, 

6)  '  (  (0a~4ac)(ca-4c/^  =  (oe  — 2crf)2. 
Hieraus  folgt: 

(6*  -  4uc)  (d* — iaf)  (c*  -  4c/)  =  (c*  -  4c/)  (M  -  2a*)* , 
(6*  -  4ac)  (rf* -  4«/")  (e*-  Acf)  =  (d*-iaf)  (be-2ed)* ; 

also  : 

7)  .  .  .  (d»-4a/-)(6c-2crf)*  =  (c*-4c/0(^-2ae)« 

Alle  diese  Gleichungen  zwischen  den  Coefficienten  a,  6,  c,  rf,  f 
werden  wir  nun  im  Folgenden  als  erfüllt  voraussetzen. 

Wenn  die  Gleichung 

•     (6*  -  4ac)  (d*— iaf)  =  (bd — 2ue)* 
erfüllt  ist  oder  als  erfüllt  vorausgesetzt  wird,  so  ist,  weil 
(b*—iac)  (<i*-  4o/)  =  6*d»— 4acd*— 4a/,(6*—  4ac)\ 
(6d-  2ae)»  =  4aode  +  4n»e* 

ist,  offenbar: 

«cd*  +  af(b%—  iac)  =  aorfe  —  a2r2 , 

also: 

a6rfe  =  a  | «e*  +  (6*  -  4ac)  f  +  cd* } , 

und  folglich,  wenn  a  nicht  verschwindet,  unter  der  gemachten 
Voraussetzung: 
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bde  =  ae*  +  (6*— 4ac)f  +  cd*. 
Wenn  die  Gleichung 

(0«_ 4<?c)  (c*  -  4c f)  =      -  2cd)* 
'rfQlit  ist,  oder  als  erfüllt  vorausgesetzt  wird ;  so  ist,  weil 
(6» — Xac)  (e* — 4c f)  =  b*e* — 4ace*  —  4c/*(6*  -  4<f  c) , 
(6e  -2cd)a  =  b*e*-4bcde  +  4c2rf2 

ist,  offenbar  : 

ace*  +  c/*(6* — 4ac)  =  ocrfe  —  c*d* , 

also : 

bcde  =  c{«rc*-f  (6*— 4«rc)/'  +  cd1!, 

uod  folglich,  wenn  c  nicht  verschwindet,  unter  der  gemachten 
Voraussetzung: 

bde  =  ae*  +  (b* — 4ac)  +  cd*. 

Wenn  also  a  nicht  verschwindet,  so  kann  man,  wenn  die 
Gleichung 

(6*  -  4ac)  (d*  -  4a  f)  =  (bd  —  2ae)* 
erfüllt  ist,  immer  schliessen,  dass  auch  die  Gleichung 

bde  =  ae*  +  (b*—4ac)f  +  cd* 

erfällt  ist. 

Wenn  c  nicht  verschwindet,  so  kann  man,  wenn  die  Gtetchung 
(6*— 4ac)  (e*— 4cf)  =  (be—2cd)* 
erfüllt  ist,  immer  schliessen,  dass  auch  die  Gleichung 

6d«  =  ae»  +  (rV1— 4ac)  /"  +  cd* 

erfüllt  ist 

For  a  =  0  geht  die  Gleichung 

(6*  -  4ac)  (d*  -4af)  =  (bd  -  2ae)* 

in  die  identische  Gleichung 

b*d*  =  b*d* 
über;  und  für  c  — 0  geht  die  Gleichung 

(6»-4ac)  (e*—4cf)  =  (be-'lcd)* 

">  die  identische  Gleichung 


Digitized  by  LiOOQle 


102  Grünere   Leber  die  Zerlegung  der  Function 

b *e*  =  6  V 

Aber. 

II. 

Aus  den  drei  Gleichungen 

a=pp't    b^zqp'+pq*,    c  —  qq' 

folgt: 

cp*-bpq  +  aq*  =  p*qq'  -  pq{qp'  +pq')  +  92PP' > 
cp'*  -  bp'q'  f  aq'*  =  p'*qq'  —  p'q'  (qp'  +pq')  +  q'*PP'  5 

also : 

j  cp2  -  hpq  +  09*  =0, 

8)  (  cp'*— 6pV+ay'»  =  0. 
Aus  den  drei  Gleichungen 

a  =  pp'y   d^rp'+pr',   f  =  rr' 

folgt : 

ar*  -  dpr  +      =  r*pf>'  —  pr  (rp'  + pr ')  +  p*rr' , 
ar'*—dp'r'  +       =  r'*pp'  -       (rp'  +pr')  +  p'*rr' ; 

also: 

9)  f  ar'*-dpV-|-/p'*  =  0. 
Aus  den  drei  Gleichungen 

c  =  qq',   e=:rq'  +  qr',  f=rr' 

folgt : 

cra— e?r  +  /r/»  =  r*qq'  —  qr  (rq1  +qr')  +  q*rr' , 
er'*  _        +  fq'*  =  r'*^'  -  oV  (ro'  +  oV)  +  </'*rr' ; 

also: 

1  er*  —  eqr  +  fq*  =0, 
10) I  cr'*-eq'r'+fq'*  =  0. 

III. 

Wenn  nun  a  nicht  verschwindet,  so  haben  wir  zur  Bestini 
mung  von 
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9     9'  nnA  r 

-  >     -7  UDO     - 1  —. 
P       P  P  P 

nach  8)  und  9)  die  folgenden  Gleichungen: 

©'--.?+!=». 

ud: 

Vp/      a  p^a 
/r'Y     d  r'f  n 

Aas  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt: 

q  _b±Vb*—  iac      q'  b±V~b*^ia~h, 
p~         2a         *    p'—  2a 

«eil  Dan  aber  nach  dem  Obigen 

|  9  V'  =  W'  =  c 

P>     PP'  « 

sein  moss,  so  muss  man  offenbar  mit  Beziehung  der  oberen  und 
unteren  Zeichen  auf  einander  setzen  t 

\W  q_b±X/  b2-4ac     q'     6+ V>— 4ac 

}  p~         2a         '    p'—  2a 

Aas  den  beiden  letzten  der  vier  obigen  Gleichungen  folgt: 

r_d±  >fd*—iaf     r'  _d±>f<P^iaJ . 
p~~  2a  '    p'""  2a 

weil  aber  bekanntlich 

r     T1           TT*   f 

I  •  p  p'  ~~  pp'~~  ~a 

«in  moss,  so  mass  man  offenbar  mit  Beziehung  der  oberen  und 
aoteren  Zeichen  auf  einander  setzen : 

l<h  r  d±Vd*-iaf  r'  d?V~d*-iaf 
U)  •  '  p-         2a         '    p'=      ~¥a  ' 

lo  I.  haben  wir  die  Gleichungen 

dq  —  ep  =  r(qp'—pq'),    ep'  - dq> ^r'iqp'—pq') 
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gefunden,  aus  denen  sieb  sogleich 

ergiebt. 

Setzt  man  nun  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
in  den  vier  folgenden  Gleichungen  auf  einander: 


q     b±Sf  6»— 4ac     o'_6T  V6*— 4ac. 
2a  '  2a 


so  ist: 


7     y'        Vo»— 4ac 

folglich : 


p\p     p*)     -  2 


ferner  ist: 


,g  bd-Vae  +  d^P—iac 
d  e  =  


2a 
oder: 

2a(rf2  _  *)  =  6rf-2a*±dV>-4ac, 
und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen 

V  p\p  P'J 

ist: 

)fW—Aäc.  V tP-laf±  d  V  6*  -  4«c  =  6rf  -  2ae  ±  rf  V A^4ac, 
also : 

V>^4«c.  Vd*^4o7=  6rf  -  2a*. 
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Nach  6)  ist  bekanntlich : 

(fti — iac)  (d* — iaf)  =  (bd  -  2a«)2 

oder 

(4ac-62)  {iaf-  d*)  =  (bd- 2««)*, 

and  wenn  also  bd  —  2ae  nicht  verschwindet,  so  haben  b2  —  iac 
ud  d* — 4a/"  gleiche  Vorzeichen.  Sind  nun  62  —  4ac  und  d1 — iaf 
beide  positiv,  so  kann  die  Gleichung 

Vb*-itTc .  V d*—4af=  bd—2ae 

nur  dann  existiren,  wenn  bd  —  2ae  positiv  ist.  Sind  dagegen 
P—iac  und  cP— iaf  beide  negativ,  so  kann  die  Gleichung 

V  6*-4ac.  Vd*=ia~f=bd-2ae, 
nimlich  die  Gleichung 

V4ac-6«.  V=H .  ^JoT^rf«.  V^-l  -  bd-2ae , 

«der 

—  V4ac-62.  Sfiaf^^P  =  bd  -  2ac , 

oder 

V4ÖC-6».  V^-d2  =  -  (bd—2ae)  , 

Dar  dann  existiren,  wenn  bd  —  2«e  negativ  ist.  Die  vier  Glei- 
chungen, von  denen  wir  ausgingen,  sind  also,  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  bd — 2ae  nicht  verschwindet,  nur  dann  zulässig, 
wenn  die  Grossen 

bd  —  2ae,    tfl  —  iac,  (P—iaf 
Reiche  Vorzeichen  haben. 

Setzt  man  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  in 
den  vier  folgenden  Gleichungen  auf  einander: 

q  _  6db  Vb*-iac      q'  __  b  +  ^b*  -  iac 
p~~         2a    '     9    p'—  2a  ; 

m  » 

r  _d+  Vrf»—  iaf     r'      d±Vd*-iaf . 

p  2a         '    p'—  2n~  ™5 


so  ist : 


folglich : 


1  t—t  V^»— *«c 
p      p'-±  <T 
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r(<i     9'  \     ,  d^Sfd*-  Je?  V  6*  —  4ac 
°P  \p"^J-±  2  a  

oder: 

2a»  ^  (  *  —  ~)  =  -  V 6*-4ac .  V  d«  —  4a/± d  V6*— 4ac ; 


ferner  ist: 


Jq  bd—2ae±dVb*—4ac 

d  x  —  e  = 


oder: 

2a  (d  * — e)  =  6d  -  2ae  ±  d  V  6*-4ac , 
und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen 

Uld*—)  =  1#±(*-*) 
/>  P\P  PV 

ist: 

—  V  6«— 4oc.  ^0^=40?+ V"62- 400=60*  —  2ae±d  V  6«— 4ac. 
also : 

V6«=4aT.  V"o^=4o7==  - (bd-2ae). 
Nach  6)  ist  bekanntlich: 

(6* — 4ac)  (d» — 4a/*)  =  (6d — 2ae)« 

oder 

(4ac  -6»)  (4a/*-  d»)  =  (bd  -  2ae)*f 

und  wenn  also  bd  —  2ae  nicht  verschwindet,  so  haben  6» —  4ac 
und  d*  —  4a/*  gleiche  Vorzeichen.  Sind  nun  b%  —  4ac  und 
d* — 4a/"  beide  positiv,  so  kann  die  Gleichung 

V  6*  ^läc .  Vd^Äaf  =  _-(6d- 2a«) 

nur  dann  existiren,  wenn  bd — 2a«»  negativ  ist.    Sind  dagegen 
— 4ae  und  d2— Xaf  beide  negativ,  so  kann  die  Gleichung 

V6a— 4äc .  Sfd?^\af=  —  {bd  -  2ae) , 
nämlich  die  Gleichung 

Vr4ac^6*.  V^"l .  >fiaf—  d*.  =  -  (6d— 2a<?) , 

oder 

—  V4ac-Ö» .  V  iaf- d»  =  —  (bd  -  2ae) , 
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oder 

VToT^» .  VTa/— rf*= bd — 2ae 

nur  dann  existiren,  wenn  bd  —  2ae  positiv  ist.  Die  vier  Gleichun- 
?eo,  von  denen  wir  ausgingen,  sind  also,  unter  der  Voraussetzung, 
dass  bd — 2ae  nicht  verschwindet,  nur  dann  zulässig,  wenn  die 
Grössen 

bd-2ae,   6*— 4ac,  d»-4a/* 

nicht  sämmtlich  gleiche  Vorzeichen  haben. 

Wenn  also  bd—2ae  nicht  verschwindet,  so  muss  man  mit 
Beziehung  der  oberen  und  unteren  Vorzeichen  auf  einander 


13) 


oder 


q  _  0  ±  v  o  —  *ac  q  

\  p~         Ta  '  p'~ 

)  r  _d±\f  cP-Aaf 


13*).. 


p~~         2a         '  p' 


2a 

> 

d+ Vdt- 

-Aaf 

la 

• 

2a 

> 

d±\Td*- 

-Aaf 

2a 

p—         2a         *  p* 

setzen,  jenacbdem  die  Grössen 

bd  —  2ae,    6a— Aac,  d*-Aaf 

sämmtlich  gleiche  Vorzeichen  oder  nicht  sämmtlich  gleiche  Vor- 
zeichen baben. 

Wenn  bd—2ae  =  Q  ist,  so  muss  wegen  der  bekannten  Gleichung 

(6*  -  Aac)  (d*  -  Aaf)  =  (bd  -  2ae)* 

immer  mindestens  eine  der  beiden  Grossen 

6* — Aac  und  d*  —  Aaf 

verschwinden.  Wenn  nun  6*  —  4ac  =  0  ist,  so  ist  nach  dem 
Obigen : 

/  *  _  1  Hl  A 

t  p  -  2a'  />'  ~2a' 

14)  .  .  /  ^    

(r  d±Sfd*— Aaf  r'  _ rffV d?—\af . 

p  ~"  2a         '  »' 2a  ' 
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und  wenn  d*  —  4a/"=0  ist,  so  ist: 

q  _b±\rb*-4ac  y^Z/jV^^ 


15)  .  . 


P 

r__d      /  . 
—  2a  '    />'  ~  2a  ; 


also  in  keinem  dieser  beiden  Fälle  noch  eine  Zweideutigkeit  vor- 
handen. 

Der  Fall,  wenn  62  —  4ac  =  0  und  r/*  — 4«/,=  0  ist,  erledigt 
sich  hiermit  von  selbst. 

Man  kann  noch  andere  Ausdrücke  für 

p'  P' 

finden.    Nach  dem  Obigen  ist  nämlich; 

P*  &  \p  P'J 

weil  nun,  wie  wir  schon  wissen: 

q_b±  V6«-4ac      q'  _b+S/  b*-iac 
»~         2a  p'~~  2a 


V 

ist,  so  ist: 


bd—2ac±d\b*-4ac 


und 


fi     *  ~~  2a 

9'        bd—2ae  +  d>fb*-~Aac 
f"%  2« 


also  nach  dem  Vorhergebenden 


r            - 6rf-2af4:r/^6'^4ac 
p  *  t>*-*<"-  =  ±  ^  • 

r'   _       _  bd-2ar  T  d  V>-4ac 

—  V  61  —  4ac  =  +  ~~  » 


folglich,  wenn 
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# 

A«-4ac^0 


L-    bd-2ae±dVb*-  40c 

P~~  2aVS*=£ic 

r'    _bd— 2«e^F  rfV^^Iac 

Man  hat  also  die  vier  Formeln: 


2a        '  2« 


P'  ~~  ^        2«  VÄ*^^ 
in  denen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander  be- 
liehen, die  aber  nur  unter  der  Voraussetzung 

A*-4«c^  0 

völlig  sind. 

Wenn  6* — 4«c  =  0  ist,  hat  mau  die  keine  Zweideutigkeit 
labenden  Formeln  14)  anzuwenden. 


IV. 

Wenn  c  nicht  verschwindet,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  von 

und  — 
9      9  9  9 

nach  8)  und  10)  die  folgenden  Gleichungen : 

ß)'-H+:=°- 
(ff -IUI- 


und: 
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Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt: 

p  p'     Aj-Vfri^iac.  , 

q~~         2c         *    f  2c 

weil  nun  aber  nach  dem  Obigen 

P .  PL  =  * 

sein  muss,  so  muss  man  offenbar  mit  Beziehung  der  oberen  und 
unteren  Zeichen  auf  einander  setzen : 


_  p     b±\Tb*— 4ac     p'     b?\fb*  —  iac 

,7)  '  *  *  ^=        ^         '    o7==  ^ 

Aus  den  beiden  letzten  der  vier  obigen  Gleichungen  folgt: 

r  _e±\/  e*—Acf     r'  _e±V  e*  —  Xef 
q-         2c         '    9'-  2c 

weil  aber  bekanntlich 

r  r^___rr^  _f 
9  '  9'  ~~  99'  ~~  c 

sein  muss,  so  muss  man  offenbar  mit  Beziehung  der  oberen  und 
unteren  Zeichen  auf  einander  setzen: 

r  _  e ±  Sf  'e^Acf     r'  eTVre»-4c/' 
18>  '  '  *   q  "  2c         1    f/  -  2c      ~ - 

In  I.  haben  wir  die  Gleichungen 

dq  —  cp=zr(qp'— pq'), 
ep'—dq^r*  (qp'  -  pq') 
gefunden,  aus  denen  sich  sogleich 

ergiebt. 

Setzt  man  nun  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zei 
eben  in  den  vier  folgenden  Gleichungen  auf  einander: 
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p    b±V6*—4ac     p'  _6TV b*—iac 
q—         2c  '    g'~         2c  J 

r     e±\fe*-4cf      r'_gTVef-  4c/. 
q—         2c  '     q'—  2c 

p*      p        V  6*  —  4ac 


folglich 


r/j/    p\       e j=  \^ e*—\cf  V6«— 4cc 


2c« -       - =  -  V6* -  4öc .  V> - 4c/  +  c  Vb* - 4ac ; 
ferner  ist: 

j»      —  (be— 2cd)  T  c  VrP^"4fir 
a~eq-  2c 

oder: 

2c (d—  e^)  =  —  (be—2cd)  T  «  V~ 6a— 4ac , 
ond  folglich,  weil  nach  dem  Obigen 

ist: 

-  V  6*-4ac.  V'e*-4c/  +  «  VS^JS«  -  {be-2cd)  T  e  V6*=4Sc, 
also : 

Vi5^!«? .  V"e»=4c7 = 6c  -  2crf. 
Nach  6)  ist  bekanntlich: 

(6*— 4nc)  (c*-  4c/")  =  (6c —2cd)* 

oder 

(4ac  -  6*)  (4c  f—  e»)  =  (be  -  2cd)», 

and  wenn  also  be—2cd  nicht  verschwindet,  so  haben  62  — 4ac 
and  e* — 4c/*  gleiche  Vorzeichen.  Sind  nun  6* — 4oc  und  c*  — 4c/ 
beide  positiv  ,  so  kann  die  Gleichung 

V6»=4äc .  Ve*^4cf=  be — 2cd 
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nur  dann  existiren,  wenn  be  —  2cd  positiv  ist.  Sind  dagegen 
6*  —  iac  und  c1— Acf  beide  negativ,  so  kann  die  Gleichung 

SfW^tec.  V^4c?=  be—'Icd, 
nämlich  die  Gleichung 

V4ac-6*.  \f~l .  V4c/-e>.  V=l  =  be- 2crf, 

oder 

~  V"4a7^6a.  W-c*  =  be—'lcd, 

oder 

V  4ac— 6* .  V^c/"— c*  =  —  (6c  -  2cd) , 

nur  dann  existiren,  wenn  be  —  2cd  negativ  ist.  Die  vier  Glei- 
chungen, von  denen  wir  ausgingen,  sind  also,  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  be  —  2cc/  nicht  verschwindet,  nur  dann  zulässig, 
wenn  die  Grössen 

6e— 2crf,   6*-4ac,   e*— 4c/ 

gleiche  Vorzeichen  haben. 

Setzt  man  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  in 
den  vier  folgenden  Gleichungen  auf  einander: 

p  _  b±sTb*=Täc    P'  jtV^¥c 

q  ~  2c  '    q'~  2c 

r  _  e?>fe*=Jcf     ?  _  e±\fe*-icft 
q~  2c  9    q'~  2c 


so  ist: 


folglich : 


p'     p  b*—iac 

T  fP*  P\  t  e  T  VfP^Äcf  W— 4ac 
W"?"         2  -c 


oder: 


2c*  -  f£  -  ^)  =  V* 6*-  iac.  V c*— 4c/T  *  V 6»— 4«c 


ferner  ist: 


o      —  (6c  —  2cd)  =F  c  V* 6*— 4ac 
^-69  =   2^ 
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oder  i 

und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen 

ist: 

VP-4oe.  Ve«-4c7+  6  V6»— 4ac=- (be  —  2crf)  T  e  Sfb*=ia~c, 
also: 

V  6* — 4ac .  V  6* — 4c/" = -  (6e-2c<f). 
Nach  6)  ist  bekanntlich 

(6»— 4«c)(e»-4c/)  =  (6<?— 2c</)* 

oder 

!  (4ac-6*)  (4c/-—  e»)  =  (6e-2crf)*, 

und  wenn  also  6e  — 2c<i  nicht  verschwindet,  so  haben  6a— 4ac 
nnd  e*—4cf  gleiche  Vorzeichen.  Sind  nun  6*— 4ac  und  ea  —  4c f 
beide  positiv,  so  kann  die  Gleichung 

\fb*-4äc .  Ve^=Tc?=  -  (be  -  2cd) 

Bor  dann  existiren,  wenn  be  —  2cd  negativ  ist.    Sind  dagegen 
4ac  und  e* — 4c/*  beide  negativ,  so  kann  die  Gleichung 

yTb^Äa~i .  *fe*=4c~f  =  -(6e— 2cd) , 
nämlich  die  Gleichung 

V4«c -  6a .  V^T.  V 4c /—  e* .  V-l  =  -  {be  - 2crf) , 

oder 

-  V4oc-6» .  V"  4  c?—  e* = — (6e — 2cd) , 

oder 

VToT^P.  yTicf-e*  =  6*- 2crf, 

bw  dann  existiren,  wenn  6e — 2cd  positiv  ist.  Die  vier  Gleichun- 
gen, von  denen  wir  ausgingen,  sind  also,  unter  der  Voraussetzung, 
dass  6e  —  62ed  nicht  verschwindet,  nur  dann  zulässig,  wenn  die 
Grössen 

6e-2crf,   6*— 4ac,   e«— 4cf 
nicht  simmtlich  gleiche  Vorzeichen  haben. 
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Wenn  also  6e  — 2cd  nicht  verschwindet,  so  mnss  man 
Beziehung  der  oberen  und  unteren  Vorzeichen  auf  einander 


19)  . 


oder 


19*). 


p _b±Vb*— 4ac  £    b^Vb*—Aac  . 

q"         2c         '  q'~  2c 

r  _e±>Te*^icf  r'  ^efVeM^' 

o~         2c         '  q'~~  2c 

p    6j:V6g— 4oc  pC_6^fWr^Xäe, 

q~         2c        '  7'""  2c 

r     e^Ve*—  4c/*  r*     cdbV>— 4c/* 
<7~~         2c         '       ~"  2c 


setzen,  jenachdem  die  Grossen 

6c— 2cd,   6*-4ac,  e*-4c/- 

sämmtlicb  gleiche  Vorzeichen  oder  nicht  sämmtlich  gleiche  Vor- 
zeichen haben. 

Wenn  6c-2cdÄ=0  ist,  so  muss  wegen  der  bekannten  Gletcbuns 
(6«— 4ac)(e*— Acf)  =  (6c  —  2cd)* 
immer  mindestens  eine  der  beiden  Grössen 

6a— 4ac  und  e*— 4c f 
verschwinden.  Wenn  nun  6* — 4ac=0  ist,  so  ist  nach  dem  Obigen: 

,  P  _  A     Vi  _  A  • 
q  ~~2c*    q'  ~2c' 

^  '  '  {  r  _e±yfeTZ^f  r^eT^^ZT4c/ 
9~         2c         *    o'"~  2c 

und  wenn  c*  —  4c/*  =0  ist,  so  ist: 

p_  6±VY1'^4äc  p'  b^Sfb^iäc. 

o~         2c         *  «r~  2c 

21)  •  •  { 

r      _c  r'  ^ 

f-ic'  9^  ~2c' 

also  in  keinem  dieser  beiden  Fälle  noch  eine  Zweideutigkeit  vor- 
handen. 

Der  Fall,  wenn  6*  —  4ac  =  0  und  c*  —  icf=0  ist,  erledigt 
sich  hiemit  von  selbst. 
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Man  kann  noch  andere  Ausdrücke  för 

r  r* 

9*  9' 

Nach  dem  Obigen  ist  Dämlich: 

9       9\tf  9/ 

9  9\9'  9/ 

weil  nun,   wie  wir  schon  wissen: 


p_b±Vb*-4ac  ?  b^VW^tac 
9~         2c         '    q'~~~  2c 


ist,  ho  i*t 


6c— 2cd±eVo»^.4ac 


o--  2c 
q1    d"  2c 


und 


also  nach  dem  Vorhergehenden: 

r  a  •      ■  6e-2crf£eVT*=4a~c 

r'  ~— -—  he- 2cd? e Vb^-ia'c . 
^V  Ä«-4ac=T  ' 

folglich,  wenn 

6»-4ac^0 

ist:   

r        6e — 2crfdbeVr6*— 4öc 
7  ~~       2cV>— 4ac 

_  6e  - 2cd T  c  V 6»— 4oc 
*'~+  2cV6*=lac 

Man  hat  also  die  vier  Formeln: 
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P  —  ft±Vr6t--4££     p*    b+  V  b*-4ac 
q  ~         2c  2c 

r        be-2cd±e\fb*— 4uc 

r^___ 6c— 2cd  T  cV6»-4ac . 

V'  äcV'P^üc 

in  denen  die  oberen  and  unteren  Zeichen  sich  aaf  einander  b« 
ziehen,  die  aber  nur  unter  der  Voraussetzung 

6»-4ac  >  0 

gültig  sind. 

Wenn  6*  —  4ac  =  0  ist,  hat  man  die  keine  Zweideutigkei 
lassenden  Formeln  20)  anzuwenden. 


V. 

Die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln  reichen  völlig  aus 
wenn  a  und  c  nicht  zugleich  verschwinden.  Verschwinden  abe 
a  und  c  beide,  und  hat  also  die  Grösse 

a  x* + b  xy  +  cy » -f  dx  +  ey  +  f 

die  Form 

bxy  +  dx  +  ey  +  f, 

so  wollen  wir  zuerst  annehmen,  dass  6  nicht  verschwinde.  Dj 
wir  nun,  weil  a  und  c  beide  verschwinden,  die  Gleichungen 

pp'=0,   qq'  =  0 

haben,  so  kann  röcksichtlicb  der  Grössen  p,  p' ;  9,  7'  nur  eine 
der  vier  folgenden  Combinationen  Statt  finden: 

p=0,  V=0;  p=0,  </'  =  0;   />'  =  0,  7=0;   p'  =  0,  y'  =  0. 

Wegen  der  Gleichung 

b  =  qp'+pq' 

würden  aber  die  Combinationen  p=0,  o/  =  0  und  p'=0,  o'=C 
auf  6  =  0  führen,  was  der  Voraussetzung  widerstreitet.   Also  blei 
ben  nur  die  Combinationen 

j>  =  0,  q'=z0  oder  p'  =0,  q=0. 
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Im  ersten  Falle  bat  man  die  Gleichungen: 

b=zqp't   d  =  rp\   e  =  qr'  t  f=rr'; 
aus  denen  sich 

ergebt.    Hieraus  folgt  durch  Multiplication ,  wie  es  sein  muss 


rr'      de     bf  _  f 
qp'-~  b*  ~6»~~  b * 

weil  nämlich  wegen  der  vorausgesetzten  Gleichung 

bde  =  ne»  +  (&•— Aac)  f+  cd? 

im  vorliegenden  Falle  bde  =  b*f,  also  de  =  bf  ist. 
Im  zweiten  Falle  hat  man  die  Gleichungen: 

6=f?9',   d—pr't    e  =  rq',  f=rtJ; 

aus  denen  sieb 

ergiebt.     Hieraus  folgt  durch  Multiplication,  wie  es  sein  muss: 


rr 


de     bf  f 


pq*  ~  6*  "  o«  — 6* 

weil  nSmlich ,  wie  oben ,  im  vorliegenden  Falle  de  =  bf  ist. 
Wäre  endlich  zugleich 

a  =  0,    6  =  0,   c  =  0; 

so  hätte  die  Grosse 

ax*  +  bxy  +  cy*+ <fct+  ey  -f  /" 

die  Form 

+  W  +  A 

und  wäre  also  selbst  eine  lineare  Function,  weshalb  also  natür 
lieh  von  einer  Zerlegung  dieser  Function  in  zwei  lioeare  Functio- 
nen nicht  die  Rede  sein  kann,  und  daher  Ober  diesen  Fall  nichts 
weiter  zu  sagen  ist. 

VI. 

Man  kann  noch  verschiedene  andere  Formeln  und  Relatio- 
finden,  worüber  das  Folgende  bemerkt  werden  mag. 
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Aus  den  io  16)  gefundenen  Formeln: 

r         bd  —  2ae±dV b*  —  Aae 

P'~~~  2a  V  6*— 4ac 

in  denen  6*  —  4ac  als  nicht  verschwindend  vorausgesetzt  word< 
ist,  folgt: 

r     .  (M— 2«c)»  ±  a'(od-2ac)Vp>-4ac 
(M  -2ae)-  =±  ^VP^  9 

<6d-2ae) -,=T  *VF=4=  * 

also,  weil 

(6d  -  2ac)*  =  (o»-4ac)  (d*—iaf) 

=  (d*—Aaf)  V 6*— iac .  V  Aa— 4ac 

ist : 

/JL_    Q    .r     d(bd-2ae)  ±  (d*~W)  V 
( — 'iac)  -  =  — <  äz   "  » 


25) 


p~  2a 

,   ,r'     d(bd-2ae)  T  {d*-4af)  VW-4ac 
(bd-*ae)-t=  S  

Aus  den  in  22)  gefundenen  Formeln : 

r        6e— 2crf4:eV^r4äc 
q^±        2c  VA*— 4ac 

r1  6c— 2crfTeV^Qg— 
9'""^  2cV6a^4«c 

in  denen  gleichfalls  6*-4oc  als  nicht  verschwindend  vorausge 
setzt  worden  ist,  folgt: 

r       (6c-2cd)»  +  c(6c-2cd)  VS*"^"^ 
(a*-2crf)-=  +  fcV^CS ~  * 

r'        (6e— 2crf)* ^eftc— 2c<D  V"  6a  — 4ac . 
<6*-icif)^=  =F  ^rW^Tc  Ä 

also,  weil 

(6e-2crf)*  =  (6»-4ac)  (e*-4c/") 

ss  <e*  —  4c/*)  V"**— 4«c.  V?*— 4ac 
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ist: 

(öc  —  Icd)  y  —  .2c 

(fcc-2cd)^  =  ^  * 

Aas  den  aus  12)  bekannten  Formeln: 

r  _d±V<P^ia~f    r'  _d?V d*—iaf 
p~~         2a         9    p'  2a 

l'ol^t  durch  Umkehrung : 

2a  v*  2a 


r     d±Vd*—4af'    *  d?Vd*-iaf' 
also,  wenn  man  Zähler  nnd  Nenner  respective  mit 

d^Sfd^ÄaJ  und  d±\Td*=4aT 

maltfpficrrt : 

p     2a  (d  +  Vd^i^f)     p1 _2a(d±  \fd*Zrjäf) 
r"  W  9    r>-  Auf  ; 

folglich : 

p  d^Vd*— Aaf     p*  d±Vd?-4af 
27)    .    .    r  —         2f        ' '    r'  ~~  2/* 

Aus  den  aas  18)  bekannten  Formeln: 

9  2c         *    q'  2c 

folgt  durch  Umkehrung: 

r     e±Vrc^4c/  eTV>-4</ 
also,  wenn  man  im  Zähler  und  Nenner  respective  mit 

eTVc»— 4c/*,  ezfcVe*— 4cf 

maltrpllcirt : 

9  —  2€(eTV e*—4cf)  £  _  2c (e £  Ve^lc?) 
r  ~            4c/"  t         '        ~  4c/" 

tödlich :     ^ 

Eine  weitere  Ausführung  dieses  Gegenstandes  ist  nicht  nöthig. 
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VIII. 

M  i  8  c  e  1  1  e  n. 

Von  dem  Herausgeber. 

Wenn 

A  =  aa'— bb'-cc',  D=bc'  +  c6\ 
2?  =  66'— cc'  -  aa',  £  =  ca'  +  ac', 
C=cc'-aa'-bb';      F  =  a6'  +  6a' 

ist,  so  ist: 

ABC  —        -  BE*  —  CF*  +  2/>£F 
=  (a*  +  6*  +  c»)  (a'*  +  6'»  +  c'*)  (aa' + 66' + cc*) 

and 

(A+B)  (B+C)  (C+A)-ZDEF={A+B)F*+{B+CT)D*+{C+A)P. 

(Cambridgo  and  Dublin  mathematical  Journal. 
Nos.  V.  et  VI.  (November  1846.)  p.  286.) 


Druckfehler. 

In  der  Abhandlung  Thl.  XXXUL  Nr.  XXV.  ist  §.11.  (S.  274.  und  8.280.) 
zweimal  gezahlt.  Man  muss  S.  280.  und  S.  281.  etwa  §.  11.  und  §.  12.  respeo 
tive  in  §.  12.  und  §.  13.  umwandeln. 

Thl.  XXXVI.  S.  205.  Z.  1.  v.  o.  ist  zu  lesen  „finden"  statt  „fanden. - 

Thl.  XXXVm.  S.  474.  Z.  11.  u.  Z.  15.  muss  es  15)  statt  14)  heissen. 

In  den  in  diesem  Hefte  enthaltenen  beiden  Aufsätzen  von  Herrn  Professor 
Dt.  Wittstein  in  Hannover,  No.  I.  und  No.  II.,  sind  folgende  Fehler  zu  be- 
richtigen :  Auf  8.  1.  Z.  5.  v.  u.  ist  in  dem  Worte  „Cylinder«  das  n  hinznxo- 
fügen.  —  S.  2.  Z.  15.  v.  u.,  8.  3.  Z.  4.  v.  u.  und  Z.  9.  v.  u.  ist  statt  „  Durcb- 
nittsflache"  zu  setzen:  „Durchschnittsflftche. u  —  8.  1 2.  Z.  6.  v.  u.  ist 
zu  les.  „dass"  statt  „das.  u  —  8.  13.  Z.  16.  v.  o.  statt  „hann"  zu  los.  „kann.* 

Berichtigung.  In  der  Abhandl.  des  Herrn  Dr.  Meyer  Thl.  XXXVHL 
Nr.  XX.  S.  244.  Z.  14.  u.  15.  v.  u.  muss  es  nach  mir  gemachter  Anzeige  statt: 
„wenn  anch  2/>  +  1  eine  Primzahl  bedeutet"  heissen:  „wenn  p 
eine  Primzahl  2/+1  bedeutet"  G. 

Fehler  in  Schron's  siebenstelligen  Logarithmentafeln, 

2.  Ausgabe  von  1861. 

No.  6.  Taf.  I.  8.  9.  unter  P.  P.  zu  366.  Z.  8.  statt  222,8  lies :  292,8.  —  In  der 
ersten  und  in  der  ungarischen  Ausgabe  befindet  sich  die  richtige  Zalü  392,3. 
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IX. 

Ueber   bestimmte  Integrale. 

Von 

Herrn  Dr.  L.  Oettinger^ 

Grouhersoglich   Kadiarhem  Hofrathc  und  ordentlichem  Professor  der 
Mathematik  an  der  Universität  zu  Frei  bürg  i.  B. 

I. 

}.  i. 

Die  Ausdrücke  lgjr  und  Ig(l-f-ar)  erzeugen  durch  ihre  Ver- 
bindung mit  andereu  Functionen  vou  x  eine  besondere  Gruppe 
von  Integralen  zwischen  den  Grenzen  0  und  1,  die  eine  be- 
sondere Beachtung  verdienen.  Schon  Euler  hat  sich  mit  denen 
der  ersten  Art  in  mehreren  Abhandlungen  beschäftigt,  die  in  sei- 
ner Integral-Rechnung  (aus  d.  Lat.  abersetzt  von  Salomon,  vierter 
Tbl.)  zosamroengestellt  sind.  Er  bearbeitete  sie  mit  dem  ihm 
eigenen  Scharfsinn  bis  zu  der  Grenze,  welche  durch  den  Stand 
der  damaligen  Wissenschaft  gezogen  war,  denn  er  wiederholt  an 
mehreren  Orten  die  Bemerkung,  dass  die  hierher  gehörigen  Inte- 
grale auf  „anentwickelbare  Formeln'*  fähren. 

Später  wurden  sie  von  anderen  bearbeitet,  wie  aus  den  Inte- 
graltafeln  von  Bierens  de  Haan,  Amsterdam  1858.  Tab.  152 
n.  IL  zu  ersehen  ist.  Ferner  beschäftigte  sich  mit  ihnen  Legen  dre 
in  seinem  Traite*  des  fonct.  ellipt.  T.  II.  P.  365  u.  ff.,  wo  sie 
unter  dem  Namen  der  Eul er' sehen  Integrale  aufgeführt  sind. 
Der  Fortschritt  der  Wissenschaft  hat  unterdessen  manche  Grenze 
entfernt,  die  früher  bestand.    Es  dürfte  daher  wohl  gerechtfertigt 
erscheinen ,  diese  Untersuchungen   wiederholt  aufzugreifen  und 
weiter  fortzuführen,  und  hiemit  die  aus  dem  Ausdruck  lg(l  \  jc) 
»ich  ergebenden  zu  verbinden,  welche  bisher  weniger  beachtet 
warden.   Zu  dem  Ende  nehmen  wir  zuerst  die  letzteren  auf  und 
gehen  dann  zu  den  ersteren  über.    Hierbei  wird  es  sachgemäss 

Tktü  XXXLX.  9 
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sein,  zuerst  die  Darstellung  einiger  Integrale  vorauszuschicken, 
welche  die  Grundlage  der  ganzen  Untersuchung  bilden,  und  im 
Spätem  hauptsächlich  zur  Anwendung  kommen.  Hierdurch  wird 
die  folgende  Untersuchung  wesentlich  erleichtert  und  gefördert 


§.  2. 

Entwickelt  man  den  Ausdruck  t-^—  in  eine  Reibe  und  be- 

I  +  z 

rücksichtigt  den  dabei  entstehenden  Rest,  so  erhält  man: 

i)  • 


Diese  Darstellung  fuhrt  auf  die  Unterscheidung  zwischen  einer 
geraden  und  ungeraden  Zahl.   Man  hat  daher 

*>  : 

|   'Im 

1-T-  =  V 1  -  X- *  +  I  - 8  —  X~*  . . . .  —  Z-**  +  \--r-  , 
1  +  Z  1  +  2 

• 


l+Z~*  *      T*  '  1  +  2  ' 

Diese  Formen  lassen  sich  leicht  verallgemeinern  und  es  ent- 
steht  für   1  i 

a+bx—         b  ' 
«(1+  -x) 

4) 

l  _  X~l       aX~*       a*X-*  a2t»-lx-2m  a1mx—%m 


a+fix—  b        6»   T     6»    •  ••         6*»       T6*-(a  +  6i)' 

5) 

1     _  x-1     ax~*     aaar~3  q2mj.-2m-i 
a+6x~  6        6*   +    6«    ••-,+  ~6**+H_+6i)' 

Hierin  kann  a  und  6  willkürlich  gewählt  werden. 

Setzt  man  — z  statt  z  in  Nr.  1),  so  entsteht 

1  j-r 

=  —  (z-1  +  *-»  +  x-8. . . .  z-')  + 


l-2~       V*  *     /T  1-Z 
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« 

und  die  Unterscheidung  zwischen  einer  geraden  nnd  angeraden 
Zahl  fallt  *ve£j. 

Im  Folgenden  werden  vorzugsweise  die  Gleichungen  Nr.  2),  3) 
nnd  6)  benutzt  werden,  weil  diese  die  einfachem  sind  und  die 
Übertragung  ins  Allgemeine  nach  Nr.  4)  und  5)  leicht  ist 

Schreibt  man  nun  x  statt  i  in  Nr.  2)  und  3),  verbindet  erctere 
oit  fx^dx ,  letztere  mit  fx^^dxt  integrirt  zwischen  den  Gren- 
zen 0  und  x  und  ordnet  nach  den  steigenden  Potenzen  von  x,  so 
erhält  man: 


7) 

TT^=lg(l+*)-(J:-2  +3  -.-2^). 


8) 

Hieraus  ergibt  sich  fär  die  Grenzen  zwischen  0  und  1: 

/l  J&ndx  1111  1 

t+x  =  >««-a-ä  +3-4 +-- s> = '«a  -  ^.4"(-)-  . 

10) 

/"^*»a»_  11    1  1 

J     l+~—  ~'8'!+,-ä  +  3_i+-  —  +  2n»+l 

=  _ig2+2:1»-+«(-)->i. 

Au  Nr.  6)  entsteht  auf  diese  Weise: 

11) 

y*  x*ftx  xm  xm 

IZ^=Hg(l-*)-(*+  2"  +  '3  +    . .  -)=-lg(l-.r)-^-- . 

In  den  Darstellungen  9)  — 11)  hat  man  für  n  allmSlig  die  Werthe 
tischen  den  angezeigten  Grenzen  zu  setzen. 

Aus  Nr.  9)  und  10)  leiten  sich  folgende  Integral«*  ab : 

9* 
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12) 


o 
o 

/ix*dx  7 

0 

/i  a^fo  47 
i+s- -■«*+»• 
o 

U.     S.  W. 

Die  Werthe  sämmtlicher  Integrale  sind  positiv,  wie  sich  leicht 
folgert.  Der  Werth  von  Ig 2  ist  zwischen  zwei  auf  einander  fol- 
gende Brüche  eingeschlossen. 

Aus  Nr.  4)  und  5)  ergeben  sich  folgende  Formen : 

13) 

P  *  xlmdx  o2"1  Ig  (q  -f  bx)  .  x**»  ax*"-1  t  a2-^^ 
J     oT6i  -       (>tm+l        +  2m  6  ~  (2ro-l)6*  +  •  —  ~ 


6*™+*  ~  +  (2ro+I)2~~  2m6  +  ,+ 


§.  3. 

Bringt  man  nun  mit  den  in  §.  2.  erhaltenen  Resultaten  den 
Ausdruck  Ig (1  -f  x)  in  Verbindung,  so  erhält  man  nach  der  ge- 
wöhnlichen Methode: 
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1) 

/"  ■  ii  ,i  ,    »a        **\  ,i  ,    *      1  /"g—fo 
x»-Mg(i+^=-^ig(i+*)-aty 

o  o 
und  hieraus  durch  Einführung  aus  Nr.  7)  §.  2. : 

4 

2)  ■ 

/i  j-^w  1  l*r*     t'  a**m 

**— »ig(i+*)3*=  -äÄ-i«(i+*)+2^(*  -  y  +  y— 

Auf  gleiche  Weise  entsteht  durch  Integration  und  Einführung 
aas  Nr.  8)  j.2.: 

3) 

■ 

J  **"»g(i+«>a*=    <J*+1  --^mj  -T+ST 

»»  o 

Fflr  die  Grensen  zwischen  0  und  1  ergeben  sich  folgende 
Formen: 

4) 

/»»  11111 
/  x«—  lg(1  +x)3x=2-(l- 8  +  j  -  g  +  ..-äs,) 


5) 

/*>  2le2         1  11  I 

J  ^«,+*)fe=s5m~srn<|-i+s-"-+5s+i) 


Hieraus  erhält  man  folgende  Integrale: 
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6) 

Y*1  lg(H-*)8*=2lg2-l, 

/i  r  1 

.r  lg(l  \x)üx  — 
o 

/»  2  5 

lg  (1  +x)dx  =  3  Ig  2  —  , 

o 
o 

yiar«lg(l+*)ar  =  |lg 

o 

/**  37 

o 

/*  2  319 

o 

/i 

° 

U.     8.  W. 

Verbindet  man  mit  den  aus  Nr  4)j[und  5)  sieh  ableitenden 
und  in  Nr.  6)  angegebenen  Ausdrücken  der  Reibe  nach  die  Werthe 
«i .  a%>  a$....,  so  erhält  man  folgende  Darstellungen: 

7) 

y* 1  ■Z0i"-W"  \g(l+x)dz=  Z0— 2  Ig2 

Hierin  bat  man  in  dem  Glied e  links  und  dem  ersten  Gliede 
rechts  statt  u  allmälig  die  Werthe  zwischen  den  angegebenen 
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Grenzen  zu  setzen,  In  dem  zweiten  (j)iede  rechts  hat  man  für 
jeden  bestimmten  Werth  von  u  in  dem  eingeklammerten  Aus- 
drucke 2im(— )"~*  ^  allmälig  die  Werthe  1,  2,  3... u  zu  schreiben. 

Setzt  man  a0  =  a,  =  a%  = . . .  =s  1,  so  geht  Nr.  7)  u.  8)  über  in 

9) 

/1T^'K(H^=i0--,2^|g2+-z;i'"(-)',i(xi"(-)'-ls)' 

10) 

y  -ii^ig(i+*)s*=^-raig2+^i^,(-)«i(^-(-)--^). 

0 

Werden  aber  die  mit  ungeraden  Stellenzahlen  versehenen  a 
negativ  genommen  und  die  a  der  Einheit  gleich  gesetzt,  so  erhält 


11) 

12) 

.       .  2le2  1  1 

TT^   Ig  (1  +       =      ^  -  (£,-(-)—  -). 

Setzt  man  in  7)  und  8)  statt  der  «  die  Vorzählen  der  Poten- 
zen des  Binoroiums  (1 — x)  oder,  was  dasselbe  ist,  vervielfacht 
man  der  Reihe  nach  die  Integrale  in  Nr.  6)  mit  diesen  Vorzahlen 
und  vereinigt  man  die  erhaltenen  Resultate  nach  Angabe  der  Zei- 
chen, so  leiten  sieb  hieraus  folgende  Integrale  ab: 

13) 

yi(l-ar)lg(l-»-^=21g2-|, 

f 1  (i  -  *y  igd  +*)a*  =  |  ig  2  -  ^, 

(1  -  x)*  Ig  (1+  x)dx  =  4  Ig  2  -  -jg- , 
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f 1  (1  -*)*  lg  (1 +*)&r  =  f  "g2  -  |J . 

ü 

a-x)»ig(i+*)ax  =  jig2-^ 


U.  6.  W. 


Aus  den  Darstellungen  Nr.  9)  bis  12)  leiten  sich  folgende  In- 
tegrale ab: 

14) 

o 

Ig  ( 1  +  X)dx  =  3  Ig  2  —  , 

n 

J    T^,g(1+^  =  3lg2-ra, 
o 

ril~x\  /ix  xa      46 1  c,  3739 
o 

T^lgd+^^iglgS-^g, 

o 

u.  s.  w. 
15) 

lg(l+j:)ajf  =  21g2  -  j , 

o 

T-fJ,ß(1+a?^  =  3lS2-36' 

o 

Z*1!-^!    /ix    X*        8.    9  241 

y  -ff3-|«(1+*>a*=3,«a-ra' 

o 

+        „  46.  „  6589 

Ig  (1  +X)dx  =  ß  Ig  2  - ggjg. 

o 

/"l— „  ,   _      46.  a 
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§.4. 

Bebaodelt  man  auf  gleiche  Weise  das  Integral  fx1*— llg(l—  x)Bx, 
§o  ist 

f  *-Hg(i-*)a*=-ig(i-*)+-y  irr^- 

o  o 
Durch  Einführung  des  Werthes  aus  Nr.  1 1)  §.  2.  entsteht 

2) 

/xm — l  1  X^     X*  xm 

.r— Mg  (1  -  xftx  =  — —  Ig  (1  —  x)  —  -  (x  +  ^  +  3-  +     n  > 

and  für  die  Grenzen  zwischen  0  und  1 

f      igd-^a,  =  -  i(i + } + J +....  i)^-!«^^'. 

/  5V       '  wiv      2  1  3       m'       m  1.2.3...m 

Hierin  bedeutet  Ql,%3....m)m~l  die  Summe  der  Producte  der 
Verbindungen  ohne  Wiederholungen  aus  den  Elementen  1,2,3. ...m 
tm  m — 1  Classe.   Hieraus  erhält  man  folgende  Integrale: 

4) 


jf1    lg(l-*)&r  =  -l, 

/l  3 
arlg(l  —  x)Bx  =  — ^, 

0 

P1  n 

I  **ig(i-*)a*=-f8, 

o 

J    ••lg(l-*)ar  =  -a, 

0 

/»  137 

o 

J**  x*\gQ—x)dx=  — 


49 
I2Ö' 
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/i  _  363 


701 

2240' 


U.  8.  W. 


Verbindet  man  auch  hier  die  aus  Nr.  3)  fliessenden  Ausdrucke 
der  Reihe  nach  mit  a0,  a,,  o*....  und  verföhrt  wie  in  §.  3.  ge- 
schah, so  erhält  man  folgende  Darstellungen: 

5> 

j*1  Zfau-xar-nsiy-xWx  =  -  ^"^(A"^» 


6) 


I 


7) 

Werden  die  Vorzahlen  der  Potenzen  des  Binomiums  (1 +*) 
statt  der  a  eingeführt,  so  erhält  man  folgende  Integrale,  die  w 
weiteren  Anwendungen  dienen: 

8)  • 
f\\  +  x)  lg(l-*)ar  =  -J. 


/i  28 
(l+*)*lg(l  —        =  —  <p 


/i  „  Söll 

(I+*)ilg(l-*)aa:=— jg. 

/i  1531 
(l+ar)*lg(l-ar)ö*  =  --l6Ö* 

o  - 

/i  _  3377 

(l  +  or)»lg(l-a:)a2r  =  -TQ5-, 


U.  8.  W. 
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r 

o 

f 

r 


—x*  7 
—  Ig(l—  x)dx=  — 


-x9 


85 
36* 

—  lg(l  -  x)dx  =  —  U4 


—  *4 


.1       u  12019 


— #Ä 

^—  lg(l— x)dx  = 


13489 


u.  s.  w. 


10) 


/>1  1— X» 

o 

/»  l+;r3 
Tt_,g(,_^=_ 

o 

WlgO -*)**  =  - 

0 

/**  1+**.  x» 

o 

/*l  1  — a:6 


4' 


31 

36' 

49 
144* 

2869 
3000' 


1399 
3000* 


u.  s.  w. 


Nachdem  in  diesem  Paragraphen  gezeigt  ist,  wie  die  in 
Nr.  9)  and  10)  aufgestellten  Integrale  gefunden  werden ,  und  das- 
selbe auch  von  den  in  §.  3.  Nr.  14)  und  15)  aufgestellten  gilt,  so 
*ird  im  Folgenden  auf  Integrale  dieser  Form  nicht  weiter  Ruck- 
sicht genommen  werden.    Die  Darstellung  der  Integrale  dieser 
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Art  unterliegt  auch  in  den  späteren  Fallen  keiner  wettern  Schwie- 
rigkeit. 


§.5. 

Andere  bierbergehorige  Resultate,  die  zu  weiteren  Anwen- 
dungen dienen,  gewinnt  man  auf  folgende  Art  Es  ist,  wie  eich 
leicht  rechtfertigt: 

1) 

« 

Setzt  man  der  Kürze  wegen  (o-f  6atf)r  =  Xr  und  differenzirt 
diese  Gleichung  wiederholt  nach  r  und  dividirt  durch  ör,  so  ent- 
steht: 

J*1  I(,gA)%"  l^(r+T)  MrW  +  W 

Jx*-iXr{\KX)*dx 

ifr+>(lg  JQ»    3XH-i(|gjg)«  ,  3.2JE4-Ug*  3.2.1*r+i 
-   oo(r  +  J);        oo(r+l)«  +  6o(r+l)»  -6e(r+l)*' 

U.  8.  W. 

Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  wird  man  zu  folgender 
Darstellung  geführt,  wenn  der  ursprüngliche  Werth  für  XT  ge- 
schrieben wird: 

2) 

fx*~\a  +  bx9)r  [Ig  (a  +bx)*]Pdx 

(o  +  bx*)r+lr[\g(a+bxi)]P  pflgja+bxtyP-1 
~~        6o      L     r  +  1       "       (r  +  1)* 

+  (rTl?  •••~(T+1)H-U' 

Für  die  Grenzen  zwischen  0  und  x  entsteht: 
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3) 

J1  *  x*-x(a  +  6atf)'[lg  {a+bxi)\tdx 

o 

"       6^       L     r  +  1  (TR?  ""<~>F>+1)p+iJ 

y+ir(lRa)r    p(lgg)p-*  .  p* I -'(Igg)P-»  1p»*  1 

~M_r+l~  (r  +  1)»  +      (r+1)»     ""{    >*'  (r+l)H-iJ' 

Setzt  man  o  =  1 ,  6  =  1 ,  so  entsteht  hieraus  für  die  Grenzen 
zwischen  0  und  1 ,  da  alle  Glieder  der  zweiten  Reihe  mit  Aus- 
nahme des  letzten  verschwinden: 

/   atf-Hl  +  *')r[lg(l  +**)]P&r 

_»+*r(lg2)P    y(lg2)P-i  1PM  lpn 

~  9  Lr  +  1      (r  +  1)»  +-,^F,(r+l)P+iJ(-,FTiy(r+l)P+^ 

Wird  —  6  statt  6  geschrieben,  so  folgt  aas  Nr.  3) : 

5) 

j*  tff-^a  —  6tff)'[lg(a— 6a*)]P&r 

(g  —  6j:*)M-i  p  [Ig  (q~6xg)]P    p[lg(g— ba*)]P-1 
bq        Lr  +  1       "       (r  +  1)» 

lPl1  -| 

•%"("")P  *  (rTI)P+i  J 


a^r(lga)P    p(lg  a)P~l  .  j?2 » ->(lgg)P-»  1p»1  "I 

+   avLr+1""  (r  +  1)»  +      (r+1)»      •"(""")P- (r+l)P+i_T 

Wird  in  Nr.  5)  g=tl,  6=1  gesetzt  und  zwischen  den  Gren- 
zen 0  und  1  integrirt,  so  ergibt  sich  bieraas: 

'*f--(i  -  *w*<\-«<iy**  =  (-)'•  • 

Wird  g=  0,  6  =  1  in  Nr.  2)  gesetzt  and  zwischen  den  Gren- 
zen 0  und  1  integrirt.  so  folgt: 


/ 


\0 
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Hieraus  und  aus  Nr.  6)  erhält  man  folgende  Beziehung 

8) 

J* 1  xiy\\s(\-xi)]P8x  -=zj* 1 

0  0 

Wird  q  =  1  gesetzt,  so  erhält  man  hieraus : 

^lg^  =  h)P.H|)rfl,. 


o 

10) 

(l  -*)'[lg(l-.r)]Pa*  =  (-)'-  (r^)lH 


U) 

0  0 

Von  diesen  Gleichungen  ist  Nr.  9)  bekannt.    Diese  Gleichun- 

/l  1p  1 1 

yr(lg  y)Pdy  •=  (  —  )P  •  ^r  ^  |)p+i  aD^" 

o 

ten,  wenn  man  y=arf,  und  y=l—jr  setzt  und  die  nöthigen 
Umformungen  macht. 

Da  die  Gleichung  Nr.  1)  bekanntlich  für  ein  ganzes  und  ge 
brochenes,  positives  und  negatives  r  gilt,  so  gelten  auch  die  dar 
aus  abgeleiteten  Gleichungen  Nr.  2) — 5)  unter  dieser  Bedingung. 
p  bedeutet  eine  ganze  Zahl. 

Ist  aber  a=0  und  r  negativ,  so  fuhrt  das  sich  ergebende 
Resultat  auf  einen  unendlich  grossen  Werth.  Dasselbe  ist  der 
Fall  in  Nr.  5)  unter  dieser  Voraussetzung.  Die  Gleichungen  Nr. 
6)— 11)  beziehen  sich  daher  nur  auf  positive  ganze  und  gebro- 
chene r. 


§.  6. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  aufgefundenen  Resultate  geben  nicht 
nur  fÖr  sich,  sondern  auch  in  Verbindung  mit  den  frühem  Stol 
zu  mancherlei  Anwendungen. 

Setzt  man  7=1,  p  =  1 ,  m— 1  statt  r  in  Nr.  4)  §.  5.,  so  er- 
hält man: 


Digitized  by  LiOOQie 


Oe IHnger:  Ceter  letllmmie  Integrale.  I35 

1) 

/,(i+,r-.g(i+^  =  ^_^, 

%j  m  m* 

0 

■ 

sich  folgende  Integrale  ableiten : 

2) 

J%\l+x)  Ig(l+*)a*==2lg2--j, 

0 

0 

y* 1  (1  +  *)Mg  (1  +  a:)aa:  =  4 Ig 2  -  jjj , 
0 

y*'o +  *)*ig(i  +  *)a.=f  ig2-g, 

0 

f  *  (1  +  »)•  lg  (1  +  X)dx  =  J  Ig  2-  ? , 

o 

u.  s.  w. 

Ans  Nr.  6)  §.  5.  erhalt  man  für  q=\,  p=\  und  m  — 1  statt  r: 

3) 

und  man  erkennt,  dass  die  hieraus  sich  ableitenden  Integrale  die 
Glieder  der  zweiten  reciproken  Potenzreibe  bilden.  Setzt  man 
-w—  1  statt  r,  p=l  in  Nr.  4)  }.  5.,  so  erhält  man: 

4) 

/*  lg(l  +  x)dx  Ig2      2»— I 

Diess  fährt  zu  folgenden  Integralen : 

«)  . 

r*\g{i+x)dx     ig2  i 

J       (1  +  *)*    -      2" +2' 
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/i  lg(l  +x)dx  _     Ig?  ,  _3_ 
(1  +  *)»    -"2.4  +  4.4» 
o 

/i  ig(i+g)a*  !&?  .  _Z_ 
(1+*)*    ~      3.8 +  9.8' 
o 

fng(l+x)dx         Ig2  15 

J        (l+*)ft    ~~     4.16  +  16.16' 

o 

/**  lg(l  +  g)8ar  jgg  31 

,/        (1+*)0    -     5.32  +  25.32 ' 


U.  8.  W. 


Setzt  man  die  eben  angegebenen  Wertbe  in  Nr.  5)  {.  5,  so 
entstehen  für  die  Grenzen  zwischen  0  und  1  unendlich  grosse 
Werthe.  Nimmt  man  aber  die  Grenzen  zwischen  0  und  —  1,  so 
erhält  man: 

6) 

f-1       —  x)dx_  lg  2      2*— 1 

J        (l-*)«-M      m.2"  ma.2«' 
o 

Diess  führt  zu  den  entgegengesetzten  Werthen  von  den  eben 
angegebenen.  Setzt  man  g  =  1  und  m  +  \  statt  r  in  Nr.  4)  {.  5, 
so  erhält  man: 

7) 

o 

woraus  sich  folgende  Integrale  ableiten: 

8) 

f  Vl+i  lg  (1  +        =  -  £(2  V2  - 1 ) , 

0 


^ 1  (1 +*)•  lg(l  +        =  16V^  lg2  -  g  (BV2  - 1), 

/**  (i+^)i  ig  (i+*>a»  =  ^J-1^-  ^(16v2-d, 

*  o 

U.  8.  W. 

Setzt  man  aber  — m — i  statt  r,  so  erhält  man: 
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9) 

/HgQ+xja*     _     V2lg2   2-  — y2 

—    (2//i— l)2«-i  +(2»— I)V2— * 
o 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  Integrale: 

10) 

o 

/'»lg(l+£)af  _     V2lg2,  1 

y  (i +x)ä  -  -  -3^- + 

0 

/Hg(l-M)8:r         V2lg2    8— V2 
+  5.4  +  25.2  * 

o 

/Hg(l  +  x)dx  _     V2lg2     16— y2 
(l+ar)l    ~       7.8   +    49.4  ' 
o 

u.  s.  w. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  aus  Nr.  5)  {.5.: 

ii) 


/ 


0 


voraus  sich  die  besonderen  Falle  leicht  ableiten. 


§.  7. 

Weitere  Resultate  lassen  sich  gewinnen,  wenn  man  die  in 
{.3.  und  §.4.  gefundenen  unter  einander  verbindet,  letztere  von 
Astern  abzieht ,  oder  sie  ihnen  zuzählt  Zieht  man  Nr.  2)  §.  4. 
nach  der  nothigen  Umformung  von  Nr.  2)  und  3)  §.  3.  ab,  so  er- 
hilf  man: 

i) 

n«il  XXXIX.  10 
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2) 

'  ^  ig  ^  =  ^t-1  Ig  (1+ *)  -  t^rr »«<•-*> 

+  2srn(a:  +  2  +  3+  ••••-5r>- 

Hieraus  erhält  man  für  die  Grenzen  zwischen  0  und  1: 

3) 

/l  \±X  III  1 

^--,'eÖ^=s(1+3  +  5+--2^=i)' 

0 

*) 

/>         l+x.       2lg2    ,      1  1.1,      1  x 

*-ig  jzr^x  =^  +  ^  (i  +  5  +  5+....-). 

0 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  Integrale; 

5) 

1        14-  x 

'gÖ*=2lg2, 


/ 

/,,.g{±|8*  =  l, 
o 

/,1^l„1+irfl,-5lf!2-i  1 

J  *,ig|-_y>*--3  +3- 

J    *,lgr^^  =  3' 

0 
0 

/ 

/**.,„  115a, _2,?2  .  L1 

o 

f 


51    !  +  ^  23 


-71    *+ *Q  44 


n.  s.  w. 

Man  kann  nun  die  in  3)— 5)  enthaltenen  Darstellungen  in 
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derselben  Weise  behandeln,  wie  diess  in  §.4.  Nr.  7) — 12)  oder 
J.  4.  Nr.  5)—  7)  gezeigt  wurde.  Diess  bietet  keine  weitere  Schwie- 
rigkeit dar.  Wir  äbeigeben  daher  die  Aufstellung  allgemeiner 
Formen  und  (heilen  folgende  hieraus  abgeleitete  Integrale  mit: 


f\\-x)  Ig 
/"(1-a-flg 

jf\l-x)*\S 

y'o-^ig 


6) 

1-^  = 

=  2lg2+l, 

■ 

* 

i  cx=. 

l—x 

1  +  *. 

5          CX  — 

l  —  x 

=  4lg2+ 3  , 

1    *.a*  = 

32,  269 

1  —  T 

32,  n  .  1531 
3  'ß2+  90  * 

U.  S.  w. 

7) 

]±x8x= 
l  —  x 

:2lg2-l, 

;+>= 

I  —  rr 
M  **✓ 

\±*dx  = 
l—x 

4lg2— 5. 

\±*dx= 
l—x 

32.  131 
5I?2-3Ö' 

l-f  x~ 
l-xdx= 

32,  «61 
3  ,g2~W 

*  * 

U.  8.  W. 


Ferner  leiten  sich  durch  schickliche  Verbindung  der  Vor- 
zahlen der  Potenzen  der  Binomien  (l±x2)  mit  den  Darstellungen 
Nr.  5)  folgende  Integrale  ab: 

10» 


igm 


by  Google 
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8) 

(1+**)  ig  ,£^=3^2+ 3,. 

0 

/1  l+#„      56,  rt  29 

ü 

/1  1  +  ^      192,  _  227 


/1  1  +  ^      2656.     "  16679 


U.  8.  W. 

9) 


0 

f 1  (l-**)llg  |i£aar= ^  Ig  2- 

/1  1+*        32.  Ä  38 

0 

/1  1  +  256.  ft  1321 


U.  8.  W. 

10) 


/1  1  +  x„  5 

/1  l-far«       128  * 

/1  104 


/1  l+*0  13808 


a.  0.  w. 
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II) 


0 


/*    ,1        ,a,   '+1.  128 


O.  S.  W. 


Diese  Darstellungen  lassen  sich,  wie  man  siebt,  beliebig  wei- 
ter fortsetzen. 


§.  8. 

Zählt  man  die  Gleichungen  Nr.  2)  {.  4.  und  Nr.  2)  und  3)  }.  3. 
iroen,  so  erhält  man  nach  den  nothigen  Umformungen: 

j) 

>lg(I-^)8x=^r-lg(l-^)-2-(^+f  +  ^+.^), 


-  Jg  (1  — ar) 


2    ,      a:3     *5  ar2«+I 


~~  2m  +  l(ar+  3  +  6  +  •  •2m+l)' 

F 

Für  die  Grenzen  zwischen  0  und  1  folgt  hieraus : 

3) 

ii^l    -m—    1  ru'Jj.  's-     I  0(1.2.-»«)— ' 

I  4) 

/•  .        2le2         2  11  1 

^lg(l-^==5^-ra(l+3  +  g  +  ....^T1). 

Hieraus  leiten  sich  folgende  Integrale  ab: 
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«>  ' 

JX  lg(l-ar*)fcr=  2lg2-2, 
n 

/i  2  8 

*sig(l-:r2)8.r=    3  Ig*— 9' 

o 

/i  2,  „  46 

x*\g(}-x*)dx=  5^-75. 
o 

/i  ar^  11 

^ig(i-^)ax=-3ß, 

0 

/l  2  362 

^lg(l-**)a*  =  7^-735. 
o 

/*  *  25 

arr  Ig  (1  —  x2)ox  =  —  > 


/i  2  1126 

**lg(l—  x*)dx=z  cj1«2  —  0^35' 
o 

/**  137 
/    »t*  lg(l— a:2)aar=  —  ^qq  , 


u.  s.  w. 


Werden  auch  diese  Integrale  nach  den  früher  gemachten  Be- 
merkungen mit  den  Vorzahlen  der  ßiuomien  (i±x)  verbunden, 
so  erhält  man: 

6) 

/    (1  +  jt)  lg(l  —  x*)dx  =  2lg2— i 
(1  +  o:)«  Ig  (l  — ^)ö^r  =  g  Ig  2  —  ^  , 

o 

J    (l+*)»lg(l-*qa*  =  4lg2— 
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Pl  32  1717 

J    (1  +  x)*\g (I  -  x*)dx  =  5"  »g2  -  w , 

o 

y    (l+*)»lg(l-a^a*=  g-lg2-^. 


U.  8.  W. 

7) 


(l-:r)lg(l-a:*)a*=2lg2-2, 

/>1(l-x)»lg(l-^=glg2-1i, 

0 

/l  67 
(l-*)Mg(l-.Ä«)a»=4lg2-jj, 
0 

f 1  ( 1  -  *)*  ig  ( 1  -  x')dx = f  1  g  2  -  jg . 
0 

f\l-x)*\s(\-x*)i>x  =  Jlg2-f , 


U.  6.  17. 


Bringt  man  die  Integrale  in  Nr.  5)  mit  den  Vorzahlen  der  Bi- 
sien  (l-jfca?*)  in  Verbindung,  so  entsteht: 

8) 

y>l(i+*^g(i-«i)a*=s,82-S' 

0 

/l  192  25672 

(l+^'lg(l-^=^lg2-^, 


9) 

fl  (l-^lgd-^Ö*  =  jlg2-^. 
0 

/i  Iß  IOC 

<l-*^lg(l-*^r  =  j?lg2_|g, 
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/>  32  2552 

(l-*»)»lg(l  -  **)8*  =  35>g2-ai}55. 


10) 

J*1  x(\+x*)\g(\—  x*)dx=i  —  \,  . 

f 1  x(l  +*«)«lg  (l-x*ßx  =  -  "  , 

/■    ,.  „  269 

x(l+x*)*\g(\-x*)Sx  =  -  w 

o 

/i  1531 
o 

•     •••  -»• 

11) 

J*  ^(l—  **)  lg(l-*»)&r  =  -  g» 

o 

j* 1  *(1— **)*lg  (I  -  **)8:r  =  -  ß ' 


y 1  ;r(l-:r*)*lg  (l-x*)8:r  =  -  ^  , 

o 

12) 

* 

f 1  xil-x*)-le(1-x*)*x  =  -  2^-, - 
o 

Dieses  Integral  ist  ein  besonderer  Fall  von  dem  in  Nr. 6)  §.5. 
aufgestellten ,  wenn  dort  q  —  r,  r  =  m  ond  p  =  1  geschrieben 
wird.  Die  Vergleichung  der  eben  in  Nr.  6)  — 10)  aufgestellten 
Resultate  mit  den  in  §.  5.  entwickelten  allgemeinen  Formen  zeigt, 
dass  man  anf  dem  bisher  befolgten  Wege  eine  reichere  Aasbeute 
von  Integralen  erhält,  als  diejenigen  sind,  welche  sich  ans  allge- 
meinen Integralformeln  ableiten  lassen. 
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§.  9. 

Kehrt  man  nun  zu  den  Gleichungen  in  §.  2.  zurück  und  setzt 
2  =  xl  in  Nr.  2)  und  3),  verbindet  Nr.  2)  mit  fx^Bx  und  fa*»+ldx, 
Nr.  3)  mit  fx^+^Bx  und  fx4m^-zBx,  integrirt  zwischen  den  Gren- 
zen 0  und  x,  so  entstehen  folgende  vier  verschiedene  Integral* 
formen,  die  alle  hierher  gehörige  Fälle  umfassen: 

1) 

/*  x**»dx       P*   Bx  ^.ff  ^4w"\ 

1+**~V     l  +  :r*"~(:r~~3  +5  '  •,4m-I)' 

2) 

/SjAmt+lfa  _   P*   xBx  X*      X*      X9  X4'" 

«I  o 

3) 

J       l+**-~V      l  +  ara+ar~  3  +  5   *  +4m+l' 
o  o 

4) 

l+x*  —    J  2  ""4  +  6 —'+4m+2' 

Hierin  ist: 

5) 

n_i=ArcTg*;  J    ^^5=  ilgfl +*»). 

Integrirt  man  zwischen  den  Grenzen  0  und  1,  so  entsteht: 

6) 

/1  *****        *       ,1        1Xl  j       X  . 

o 

TT^  =  il82-4(,-*  +  *-i--25r)' 


•  •  •  •  *§■ 


J    TT?  4+1-*  +  *- 

FSr  die  allgemeinen  Formen  erhält  man: 


4m  +  V 
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7) 

/*  X*m dx        XAm~l  aX4m~*  Q«m-lx      Q1m     f>x  %x 

o  o 

8) 

/x  x*m+ldx     xAm       a .  x*m~2  a2"»-1*     a2»  J  xcLr 

~~ OS ~~ 6*(4m-2)  "  "~  6*^2  +  V^J  J+Si1 

») 

~ A(4m-f  l)    Ä*.(4m-1)*" '  62w+1  6*»+\/ 

o  o 

10) 

HUrln  ist: 

11) 
12) 

o 

Aua  Nr.  6)  leiten  sieb  folgende  Integrale  ab: 

13) 

1  +  **-  4' 


/l    xdx  i,  Ä 

o 
o 

l  +  4  3' 
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Pl  x*8x  n  13 


1  x*Bx         1 .  0  1 

o 


U.  8. 


Setzt  man  x*  =  a;*  in  Nr.  6)  §.  2.,  r  =  2m  und  verbindet  die 
biedurch  entstehende  Reihe  mit  fx^x  und  fx^+Wx,  integrirt 
zwischen  den  Grenzen  0  und  x  und  bemerkt,  dass 

ist,  so  erhält  man: 

14) 

r=i* =*'8i=5-(*+3  +  5-  +  -  si=i>' 

o 

15) 

/•^f-iw--»-(¥t?t...o 

o 

Diese  Integrale  fuhren  für  die  Grenzen  zwischen  0  und  1  auf 
unendlich  grosse  Werthe. 

§.  10. 

Geht  man  von  der  Gleichung 

1) 


f ^-Mg(i+^)8x=~ig(i+^)~  |y* 


aus,  setzt  4m  +  1,  4m +2.  4m+3,  4m+4  statt  m,  und  fuhrt 
die  im  zweiten  Gliede  auf  der  rechten  Seite  angezeigten  Integrale 
aas  Nr.  I)— 4)  {.  9.  ein,  so  erhält  man  folgende  vier  Integralformen : 


2) 

lg  (i+x*)dx 

0 


f 
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3) 

o 

^Hl,     A   a,       ^  (x*         f6     J  ^+;2\ 
-   4m  +  2  ,g(J  +  *  ]"4n«(2U     4  i  6  im+*J' 

4) 

3*»+»lg(l+**)9* 

o 

.  -           2ArcTg:r  .      2     ,  _ 
=  4»7+3lg(l+*  >  4nT+3  +  4^+3 (*~  3  +  5 

■  /**«*»-Hig(i+Ä*)ax 

1.  2    Ar*  *ö  jt*-^M\ 

 4m+4  >  +4/H+4V2  ~"  4  +  6  —  4m+4/' 

Für  die  Grenzen  zwischen  0  und  I  entsteht  hieraus: 

e> 

/i  le2  7r  2  1 

a^lg(l+^=^+2W^-4-TI(l-l+i...+4-?i), 

0 

•       /^+Hg(l+^=^-4-^(l-1+l-i+....+  ^), 

0 
0 
0 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  Integrale: 

J       lg(H-ar2)a^=lg2  +  t5»-2. 
o 

lg(l  +  **)a*  =  lg2-£, 

o 

*  .  4 


yÄ,a?«ig(i+*«)9x=5ig2-^+ 


: 
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»lg  (1 +*»)&:  =§. 


/i  1  n  26 

** Ig (1  + *«)9:r  =6,82+TÖ  ~  75* 


152 

35 


J* 1  :t«lg(I  +  x*)Sx  =  3  Ig2-  jg, 

O 

/i  1  »  1 

ar«lg(I+»«)9J:  =  5lg2^j3  +  7 

O 

°  » 

*»lg(l  +a?a)aa:  =glg2  +  jg— ^35 


u. 


Werden  diese  Darstellungen  auf  die  früher  angegebene  Weise 
behandelt,  so  feiten  sich  hieraus  folgende  Integrale  ab: 

8) 

/^(l+aO  lg(l  +  *2)&r  =  2lg2+f--^ 
o 

yi(i+x)«ig(i+^=^ig2+|-.f , 

0 

y>1(l+x)»lg(l+^)82r=5lg2-^, 

y>l(i+^ig(i+^=fig2-^-|. 

0 

(i+*)<>ig(i +x*)d*  =^ig2-f  -Sö , 


U.  8.  W. 


1  1  3 

(1— x)  lg(l+a:*)&r 
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y»i  2  »  5 

(l-*)*Ig(l  =  -5^+  j  -  5, 


2»  91 
5  +50' 


/*  2tc  21 

(l-a;)»lg(H-^)8J:=-T  +w 


U.  8.  W. 

10) 


flx(l  +  x*)  Ig  (1  +  x*)dx  =  lg2  -  g , 

0 

/>1a:(l+^)alg(l  +  a:*)aa:=3lg2-  jg, 
o 

/* 1  *(1  +  **)slg(l  +x*)8x  =:2lg2-^  , 

0 

f 1  x(l  +  **)*lg  (1  +x*)dx  =  -  Ig2  -  g , 


U.     8.  W. 

ii) 


/i  2»  la  2     2"»+»— 1 

*(!  +  *.)-  18(1+^=^-20^+1)% 

0 

12) 

flx{l~x*)  Ig(l+*»)a*  =  lg2--|, 

o 

y"1a:a-^2iga+^=3ig2-?. 

1  *(i-**)*ig(i +x*)dx = 2ig2  -  y , 

fX*(l-  **)4lg  (1  +         =  ™  Ig  2  - 


U.  8.  W. 


Uigitiz© 
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Das  in  Nr.  11)  angegebene  Integral  ist  ein  besonderer  Fall 
von  dem  in  Nr.  4)  §.  5.  angegebenen,  wenn  dort  r  =  m,  9=2  und 
p  =  l  gesetzt  wird.  Die  übrigen  Integrale  lassen  sich  nicht  aus 
den  in  }.  5.  angegebenen  Gleichungen  ableiten.  Man  sieht,  wie 
die  hier  aufgefundenen  Darstellungen  ein  reiches  Feld  der  An- 
wendung haben. 

§.  n. 

Verbindet  man  die  Darstellungen  in  Nr.  6)  §.  10  mit  denen  in 
Nr.  3)  and  4)  §.  8. ,  indem  man  in  letztere  die  entsprechenden 
Werthe  für  m  einfahrt,  so  erhält  man: 

1) 

f  ,«-.„1  +  ;rV_    's2  .    *    .    4  „.,.     i  , 

/    ^,8pi^=-4„.+l+2(47«+l;  +  4^+I(1+'+"4m^I)' 

ri       1  +  ^*       ic9       i  i 

/  ^+,'^-  =  2„F+l+4m  +  2(,  +  i  +  i+  -  -5>. 

ri  \-{-  X2  Ig  2  91  4  1 

'-♦'Igr^8*  =  "4m  +:]-2(4m+3) +4m ^fl)' 

4) 

r*ta+MgII±gax=^(i  + 1+ 1  + ....  ^f). 

Hieraus  leiten  sich  folgende  Integrale  ab: 

»> 

o 

P 1       1  -f  ar2 

/*  01  1  +  tf*  1,         3t  4 

o 
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o 

O 

/>        1  +  *«  Ig2     n  ,24 

-"7—  14  +  35' 

r|  1  +  *».  1 
/*'  «■  _     Ig2,  40 


U.  8.  w. 


Werden  diese  Integrale  mit  den  Vorzählen  der  Pot 
Bioomiums  (l±ar)  verbanden,  so  entsteht: 

6) 

O 

y 1  (i+*)»ig  \=Sß*=  jiga  +3*+ 5 . 

o 

<* +*>*'«  ph^*-*  8 +I' 

o 

(1  +*>*'8  I7^>*=  5  Ig2  ~  -5  +  Tg  « 

o 

/>  ,       M   l  +  In  ,  119 

o 

U.  6.  W. 

,  7) 

f\l-x)  =  -  2Ig2  + f. 

0 

/i  1 4.  7 

a-*),lgr=f*3*=-5lg2  +  i. 
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/*  tl     ^41  1+ar>a  S6!  o     2«  ,  94 

(1-*)^-^  =  -  ¥  Ig2-  T  +  r 


U.   8.  W. 

8) 


*(l+^lgj£-|i&r  =  lg2  +  ^ 
/* '  *(l+*»)»lg{±ga:r=2lg2+?, 

O 

/'  ~/i  1  1  +  T*a      16l«2  ,  269 


U.   8.  W. 

») 


f1  x(\-.r*)ig\±^dx  =  \g2-l, 
/^(l-^)«lgj±f'8^lg2-?, 

y*'  •a-*'i»ig}^a,=aig2- J. 

J    *(l  _*«)«lg  T-_i8J;=:_S_  _ 

0 

u.  s.  w. 

Diese  Darstellungen  lassen  sieb  leicht  weiter  verfolgen. 


}.  12. 

Werden  die  Gleichungen  Nr.  6)  }.  10.  und  Nr.  3)  und  Nr.  4) 
}.  8.  zusammengezählt,  so  erhält  man  folgende  Formen: 

1) 

Tli«il  XXXTX.  j  1 


Digiti 
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:  2) 

o 

3) 

/l  3lg2  TT 

4) 

f  astt»i(t(i-«^a»Ä-sJFi(i+*+*+  ••••5T+i>- 

Hieraus  leiten  sich  folgende  Integrale  ab: 

5) 

Z*1  lg(l-*4)a*  =3lg2+^-4, 

o 

fX  *lg(l-**)&r  =lg2-l, 
/*'  ^Ig(l-^)a.r=lg2-^-^. 

o 

/     **lS(l-*«)a*  =  -g-  +  T0-.25. 

o 

a:ftlg(l-^)ar  =  3lg2-r»' 

/i  _       3  Ig  2     7t  40 

o 

V1  1         *  236 

#/     x«lg(l-^)a^=3lg2+  jg-  . 


o 

u.  e.  w. 


Ebenso  erbfilt  man  durch  Anwendung  der  angezeigten  Methode 

fl  (l  +  *)!g(l-**)&r  =  4lg2  +  **-5, 
/    (l+x)*lg(l—  ar«)ajr=6lg2+**-  ^ 
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103 


12  ' 


fl  (l+or)8lg(l-^)ajr  =  9lg2 

/'  „  .         ,1  681*2    *»  947 

/'  /i  .    xa.  /i                Wlp2    2«  1907 
(l+*)4lg(l-**)a*=-^  3-  90  > 


7) 

'  (1        Ig  (1 =  2lg2+4»— 3, 

O 

/l  09 
(l-*)«lg(l-**)&r=2lg2+i*--g. 

./*'  <l-*)'lg(I-**)a*  =  3lg2-§, 
>'(l-^g(,-^  =  ^-¥-f.. 

/'(,-,)..g(,-^  =  ^-23"-^ 


U.   8.  W. 


8) 

/'  4lg2  31 

jr(i+^«ig(i-««)a*=  -f — Ts, 


471 
144' 


*(l  +  ^8lg(l-**)3:r=2lg2~- 

o 

O.  8.  W. 

9) 

jT  *(l-a*pig(l-*«)&r=r^-j|. 
/'  *(l-**)»lg(l-*«)a*:=2lg2-  J. 

0.   9.  W. 

Ferner  erhält  man  aus  Nr.  6)  §.  5. : 


I 
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10) 

fl  x*(\-x*)\g(l-z*)dx  =-474» 
J    **(l-^)*lg(l-**)a*  =  -  Tw 

§.  13. 

Wird  z  =  in  den  Gleichungen  Nr.  2)  und  3)  §,  2.  gesetzt, 
wird  die  erste  der  biedurch  entstehenden  Reihen  mit  fx^fa, 
fx««+lBx,  fx*»+*Bx;  die  «weite  mit  fx*«*+*Bx,  fx*»Wj, 
fx**+bBx  verbunden,  und  werden  die  Integrale  zwischen  den 
Grenzen  0  und  x  genommen,  so  erhält  man  folgende  sechs  Formen: 

1) 

/*  x*mBx     f*    dx        .       x*     x*  x*»-*^ 
a      l+*8~£     \+x*~~{*~~~  4  +  7  •-~6m-2)' 

2) 

/x^tm+ifa     f*jröx_     (x*    xb  ,  x*  x«>"-i\ 
0      1+*8  -J     i+*»~V2  ~5  +  8  ••"SSr^V' 

3) 

/*  xtonWBx      f*  x*Bx      (x*     x*_x*  x**»\ 

4) 

/*  x«»+*Bx        fx_fa_  ^1?!  x*»+l 

1+*8  —4     \+x*  +  *- A  +  7""- 

5) 

1+*8  ~  l+*8  +  2  -  5  +  8  -  • 

6) 

J       1+*8  -"f     l  +  *8+3  "  6  +  +  6ShF3 

Hierin  ist: 


uiyiiizeo 


by  Google 
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7) 

J,  I+^=*(1,gJS=^n+V3ArcT*23i>' 

•f     1+T>  =  -  i   '8^.  _  x+ 1  -  V3  Are  Tg  ^ , 

/*  ar*&r      ,.  ,.  .  . 

Für  die  Greinen  zwischen  0  und  1  gehen  diese  Integrale  in 
folgende  über: 

8) 


/'     Bx  n 

o  r+7=-*('82-v3)' 

I 

/*'  ^         II  o 


Durch  Einführung  dieser  Wert  he  in  Nr.  1) — 6)  erhält  man  fol- 
gende Integralformeln : 

») 

J    ITT»    =    3(l62+v3)-(|-4  +  7— — fo^' 

/I*^j^&r_   i      i     I   i  ji 
1+*»  ~    3lgi~~3('~2+3~ '"~<lmh 
o 

/l^Sw+Sfo.  1  ff  11  I 

TT^  =  ~3(,^2  +  ^)+(1~4  +  7--+6m^i)' 

/"i^'Si       1,.  „    JLnjY1     1  ■  1        ,     1  \ 

0 

/l  arOm+^aj:         1111  1 
TqjTis  =~3lg2  +  3(l  ~~<2  +  3~     +  SnT+l*' 

Die  speziellen  Fälle  hieraus  leiten  sich  leicht  ab.  Benutzt 
man  nun  die  Gleichung 
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MD 

x~-^(l+x>)Bx  =  -\s(\+**)--J 

führt  allroälig  die  Werthe  6m+l,  6wi  +  2, ....  6m  +  6  eio,  so  er 
gibt  sich  aus  Nr.  1)— 6)  und  Nr.  7)  : 

11) 

*öro  'S  (1  +  **)  a*  =  6mTT  

o 

1         (l+x)2  „  #V3       3         x*  tx7       x**+x t 

y     ar<»«+i  Ig  (1+  *3)  Bx  =  

o 

1         (\±x\*  xV3       3     x*  x*tx*  x6m+* 

y  |g  (1  +  ;*■)  5*  =  

3      /*3      *•      *9  _  ^m+3\ 

-  .fa+3  U  ~  6  +  T     -  +  6m+3>/  * 

y   **«+»ig(i+*»)ajr=— j jgjqpj — 

o 

/      a;*»+3  log  ( 1  +  a:3)  3a:  =  6m  + fl—  


3 


\       (xz      X6      X*  Xtm+6\ 

Tö\3  ~  6  +  y"  •••■""65T6/" 


Hieraus  erhält  man  für  die  Grenzen  zwischen  ü  und  I : 


Digitized  by  LiOOQle 
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12) 

»i  2lg2   ,  n  

*-lg<l+;r»)       =6ST+l  +  (6m  +  l)V3 

3  1 

-6^^+^(l~i+!_••••  +  ss^T^)• 

'       » lg ( 1+  *») dx = {6m*.2)v3 ~ 6^2 «-*+*-  -+6m+2)' 


). 


11  *^'"8(»  +^=-(WW6^M(l~i+}~ 

(*i  2lg2  w 

Ig  ( 1  +  *»)  a*  =  jjjq^  -  (6m  +  5)V3 

3  _  1 

ri  **-+*lg(l  +*8)a*=g^(l  -  i+4  -  *—  •— fiTfä'- 

Hieraus  ergeben  sieb  folgende  Integrale: 

j* 1  lg(l  +  *»)3*    =    2lg2  +  ^-3, 

/i  ä  3 

*lg(l+*')d£  =  äpg— 3» 

o 

/*                    *  2lg2  1 

*«lg<H.*>)a*=     -|  3» 

o 

fx  ^igd  +  ^)a^=~4^3  +  ^ 

o 

/i                                  2lc2       n  \) 
*4lg(l+*8)a*  =     ~S  5y3+50' 

o 

/i  1 

o 

/i  „  2lg2       7i  75 

*«lg(l  +  *»)3ar=     -7-  +  7^3  -  196' 
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o 

fl  *»lg(l+*»)a*  = 

0 

II.  8.  W. 

Mit  Hülfe  dieser  Darstellungen  lassen  sieb  nun  auch  die  Inte- 
grale von  folgender  Form: 

J*1  (l±*)mlg(l+**)dxt  J*1  <l±*2)mlg(l u.  s.  w. 


o 

finden. 


§.  14. 


Setzt  man  in  der  Gleichung  Nr.  6)  §.2.  2  =  ar,f  verbindet  da* 
hiedurch  entstehende  Resultat  der  Reihe  nach  mit  fa:*ntdxt 
fx9n^1Bx,  fx^+^x  und  integrirt,  so  erhält  man: 

/*x*~dx         P*    dx        .    ,  x*  ,  x7  t  x*»-* 

O  0 

/* x*m+ldx      P*  xdx      /fiuii  j-am-ix 
\-x*  —J     \-x*~-\<l+~$  +  8  + 
o  o 

/*  x*m+*dx     C*  x*dx      /x8  jt  •  jt8w\ 

1—  x9  —J     l-x8"V3+6  +9  +  -3m/" 

O  0 
Hierin  ist: 

2) 
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Durch  Einführung  dieser  Wert  he  in  Nr.  1)  entsteht: 

3) 

P*x**bx        ,  „,    (x— l)4        „  xVZ 
o 


-T=xT  =-*«,R^M  +  l+V3ArcTg2T^) 


"  3m  / 


Diese  Integrale  haben  für  die  Grenzen  von  0  und  1  unendlich 
grosse  Werthe.   Benutzt  man  die  Gleichung 


ig  (i  -  ^a, = ^  ig(i  + 


und  schreibt  hierin  3m +  1,  3m +  2,  3m  +  3  statt  m  und  fährt  die 
angezeigten  Werthe  aus  Nr.  3)  ein,  so  entsteht: 

5) 

o 

I    ...   {x  —  1)*        04    _  *V3       3    ,     tf4  ar»^1 

/*     S-J-ll   /l         3           j»-"fit|g(l— a:») 
x-f«lg(l -«•)&  =  äfe— 

o 

 1   ,.,„(*- ')*  T  xvZ       3    Ar»        ** . 

/'  ^+l,g(i_,.)a,  =  <£!!^^') 

0 

3  rW^\ 
3m  +  3V3  +  6  +""5S+3/ 

Wird  nun  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  integrirt»  so  ent- 
geht aus,  Nr.  2):' 


Digitized  by  LiOOQle 


162  Oed  fug  er:   l'eöer  bestimmte  Integrale. 

6) 


o 


0 

Hierin  wurde  Ig (4:  —  1)  vorerst  belassen.    Bemerkt  man,  dass 

lg(x_1)=y,_^_i=_yT^i=lg(1_a:), 

so  fallen  die  unendlich  gross  werdenden  Wertbe  aus  den  Dar 
Stellungen  weg  und  die  Gleichungen  Nr.  5)  geben  in  Tolgeude  über 

7) 

/,^,«<,-^=^+r)<,^,-^i+W+-«Vi» 

0 
O 

/ '  ^gd-^^-j-J-  (,  +  '  + 1  + ....  _^). 

0 

Hieraus  leiten  sich  folgende  Integrale  ab: 

8) 

f1  »i8(i-*»,a«=  ilgS-jJ-g-?. 

0 

fl  *>\S0-*W*=    ^  +  ^3-1-6 
0 

o 

J*  1  tf*lg(l-X»)8*  =  --j< 
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o 

o 

/»  11 


U.  6.  »V. 


Aach  hieraus  lassen  sich  nun  leicht  nach  der  angezeigten  Weise 
integrale  von  der  Form 

fl  (1±*)mlg(I-:r3)&r,  J**  (l±a;2)Hg(l -*a)&r  u.  s.  w. 
o  o 

ableiten.  Eine  der  hieher  gehörigen  Formen  leitet  sich  aus  Nr.  6) 
SV  5.  ab.    Sie  ist  folgende : 

fl  ^(i-*»rig(i-^)ax=r-3-(lj^. 

o 

Eben  eo  kann  man  die  in  diesem  und  dem  vorhergehenden 
Paragraphen  erhaltenen  Resultate  mit  einander  verbinden  und 
dann  Integrale  von  folgender  Form : 

x™-1  lg  J3^3  te,  J     (1  +  *)m  Ig  fZT^fo  «•  «•  w. 


^l  x«»-Mg(l  -arö)&r,  ^*    (1  +ar)mlg(1  —  a?0)  u.s.  w. 
o  o 

ableiten  und  diese  Darstellungen  beliebig  fortsetzen. 


§  15. 

Setzt  man  :  =  j4  in  Nr.  2)  und  Nr.  3)  §.  2. ,   vervielfacht  mit 
/-r*"aar,  fxbm+xba:,....  und  integrirt  zwischen  den  Grenzen  0  und 
x,  sm»  erhält  man  folgende  acht  Integralformen,  die  wir  in  abge- 
karrter Gestalt  angeben : 
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I) 

/*  x**Zx  /**   Bx  v  _f  a**-* 


o 


J       X+x^-  J     l+x*  {   }  4»-2 


o  o 


O  0 

J       l+x*  -  J     1+**  (    '  4«' 

O  0 

/'gS-Hfo^     p*    Bx  .  x**+l 

1  +  ar*  ~  J     I  +     +    0    (  ;4n+r 


O  0 


o  o 

O  0 

0  o 
Die  hier  erforderlichen  Integrale  sind : 

*> 

/•*    Bar         1       g»  +  :rV2+l  T«x1/2x 

«« 

II 
o 

Für  die  Grenzen  smischen  0  und  1  gehen  diese  Integrale  i 

folgende  über: 
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3) 

fl  _Ö£_  1  ,.  2  +  v2^ 


o 

1 


xox 


1  +^~8  * 


Hieran  reihen  sich  folgende  als  Fortsetzung  der  Integrale  in 
wenn  die  Integrale  in  Nr.  J)  zwischen  den  Grenzen  von 
)  und  1  genommen  werden : 


o 

/ 


4) 

x*Bx 
)  +  x*~ 

1       2  +  V2 
4V2(l«2-V2  +  *)+1' 

x*dx 

8+2* 

x6Bx 

4v"2(  ,ff2-V2+*)+3' 

x7dx 

xsBx 
1  +  x* 

1   „  2  +  V2  .    x  4 
4v2(,g2-V2  +  ?r)""5' 

x98x 
l+ar4- 

*  1 

8  3* 

u.  s.  w. 

wird  nun  die  Gleichung 

«to,  am  die  Entwickelang  abzukürzen, 
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/•'  ,,,,,,  ...     Iß1-»    4  C '  *m**9* 

benutzt,  und  zu  dem  Ende  in  dem  zweiten  Ausdruck  auf  der  rech 
ten  Seite  die  angezeigte  Substitution  aus  den  Darstellungen  Nr.  1 
und  Nr.  3)  gemacht,  so  erhält  man  folgende  Integralformen: 

7) 

/«  Ie2  1  2  +  V2 

4  ,     ,  1 

—  8m+l  (' -'  +  »-•  •+  8m  +  l) 

.jf  ^,*<l+^=Ä  +  (f5TfW2(-,«2^  +  ,') 

4      t     ,     J  1 

~  8m  +  3 (>  ~  !  +  *  •-  +  Wp' 

/i  k2  1  2+v2 

a^ig(i+^)a^^8__^(igJ_;s  +  Ä) 

4  ,  1 

+  8mT"5  <'  -  5  +  ■  — —  KT+S* 

4  I 

/^^ng(,+^)a^^8(i_4+i_.+....__in). 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  Integrale: 

8) 
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/^lg()+^  =  '|?_5-l-2(,s|±^  +  „)  +  g( 
Z"1  ~      Iet>     n  2 

y  «•ig(i+*4)a*  =  f~Ig  +  =  . 

I 

./"Vi«  (1+^)8*  =i, 

/'  !i»2       1       2  +  V2  164 

u.  s.  w. 

Hieraus  lassen  sich  nun  u  ie  früher  Integrale  von  folgender  Form : 
/l(l±*)rol£(l+*4)&*,    fl  (1  ±  x*)m\z{\+afi)fa,  ».s.w., 

*o 

ebenso  durch  Verbindung  mit  den  in  §.  12.  aufgefundenen  folgende: 
tT"-Mg|  _  ^dg*  ./    ^"-HgCl  —  .t8)3ä-,  u.  s.  w. 

ableiten. 

5.  16. 

Wir  verfolgen  jedoch  diese  Darstellungen  nicht  weiter,  da 
die  Methode  zu  ihrer  Auffindung  gezeigt  ist,  und  wenden  uns  zur 
Darstellung  noch  anderer  hierher  gehöriger  Integrale,  deren  Be- 
nutzung im  Folgenden  nöthig  wird. 

Durch  Division  erhält  man: 

^handelt  man  den  begleitenden  Bruch  wiederholt  nach  dem  in 
di€«er  Gleichung  liegenden  Gesetze,  so  entsteht: 


! 
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1) 


—  (ar*3  +      +  ar-* . ...  x~*m )  + 


Verbindet  man  dies©  Darstellung  der  Reihe  nach  mit  fx^hx, 
fx*m+i$X9  fx*m+%$x,  so  erhält  man  drei  Formen,  welche  der 
Reihe  nach  mit  den  Integralen 

/Bx  f     xdx  f  x*dx 

begleitet  sind,  von  denen  das  letzte  in  folgendes: 

abergeht.   Nun  ist: 

2) 

/3ar  2  .    _  2*+l 

1+x+x*  =v3ArcT«-W 

/Tf^S-  =  i'S(«+-+^)+^AreTg^- 

Werden  nun  die  so  aus  Nr.  I)  erhaltenen  Reihen  zwischen  den 
Grenzen  0  und  x  integrirt,  so  erhfilt  man  folgende  drei  Formen: 

3) 

/*   x*mBx         2  2ar  +  l     ar*    a:8    a:8  a: 


r+^T^*""v3rt     *  V3    '  2  '  5  1  8  l3m-1 


a:3     a;8  a:' 


+  "3+ 3m 

Ar*    ar8    ar8  ar3"— 1  \ 

V2  +"6  +  8  +-# 3m-l/' 
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/  J  +5+*  0  +  *  +  *">-      ArcTg^  ArcTg^ 

x7 

(ar3    x*    x9  x*'n\ 
3  +  6  +9  +  -  '"ST/ 

Hieraus  erhält  man  für  die  Grenzen  zwischen  0  und  1  folgende 

Integrale : 

4) 

Hieraus  leiten  sich  folgende  Integrale  ab: 

5) 

0      1+*  +  jrf=s  3V3* 

/*      xdx  u  «  ^ 

/*     x*dx  7t  x 

/i      x^Bx  7t  1 

/l  jl  n 

1+ 3v3~20' 


I.     9.  TT. 


Benutzt  man  die  Gleichung 

2  t  x»*+ldx 
*~mJ\  +  x  +  i%' 
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so  erhält  man  für  die  Grenzen  zwischen  0  und  1: 

«> 

Wird  nun  3m  +  1,  3m +2,  3m +3  statt  m  in  Nr.  6)  geschr'w 
ben,  werden  die  angezeigten  Integrale  aus  Nr.  4)  eingeführt  am 
die  hieraus  sich  ergebenden  Resultate  zusammengezählt,  so  erhül 
man  folgende  Integralformen: 

7) 

I 

2  1 

~~  SS+I  0 +*+*  +  ••••  äSTI*'  1 

/l^Mg(H^^=2j^)-2(3m+ff2)V3 
~  3mT2(4+i+Ä+  ••3mT2)' 

igd (i + * +i  + .... 

1,12  1 
+  3m  +3  ft  + 1  +  " -  •  3S+2} "~  3 (3m  +3)  t1  +  * + * S+I* 

Zieht  man  die  drei  Reihen  in  eine  zusammen,  so  erhält 
man  aus  Nr.  7) : 

8) 

1  j  1        1         2  % 

+  3m+l(  +*+*-!+*+.  •+'S^-i+3m~3m+V' 


uigiiize 
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f1  *»-f»lg(l+x+**)&r 

0 

Hieraus  leiten  sieb  folgende  Integrale  ab: 

fl  lg(l+*+**)a*    =-|-  +  2^-2, 
Y"'  xlgfl+ar+^&r  =~f--^ 

/*  19 

jf1  ^lg(l+^+^=^+n^-g, 

/*  .  2509 

j:8lg(l +ar+ ar»)  8x  =22680 ' 

U.  8.  VT. 

Werden  diese  Integrale  mit  den  Vorzahlen  der  Potenzen  de« 
Biooniiums  (l±ar)  verbunden,  so  entsteht: 

10) 

jf'  0+ *)  Ig  (1 =  j'g3+j^-2, 
Jf1  (l+*)»lg<l+*+:r*)a*=3lg3-fJ, 

jf'  (I+a;)»|g(l  +  a;+i»)aJ;=^_g^_J?, 

u.  s.  w. 
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f  X  (l-*)lg(l+*+*»)ax  =  ?lg3  +  |*j-2, 

f  X  (l-x)*lg(H-.-r+a*)e^»^-'5J. 

/i                               „         9le3      9»  3 
(1  -x)3\s(l+x  +  X*)dx=  g-  +  8V3~4- 

O 

f\                                      '271e3      9w  411 
.    J    (l-x)*lg(l+*+Jt*)8x=  iff-+iöv3  +  3ÜO 


U.  8.  W. 


§.  17. 

In  gleicher  Weise  lässt  sich  das  Integral 

/V»- Hg(]  —  ar  +  **)&r 
darstellen.    Man  erhält  durch  Division: 

1) 

und  man  hat  in  dieser  Darstellung  zwischen  einem  geraden  un< 
ungeraden  r  zu  unterscheiden.  Es  entstehen  daher  bei  Entwicke 
lung  des  vorstehenden  Integrals  sechs  Formen,  von  denen  jed< 
zwei  Reihen  mit  abwechselnden  Zeichen  umschliess«  unA  von  if« 
Integralen 

/ dx  f     xdx  f  x*Bx 

begleitet  ist,  von  welchen  sich  das  letztere  auf  folgende  Wei* 
zerlegt : 

•r   I — X  +  X*  I—  X  +  X* 

Werden  die  aus  Nr.  1)  sich  ergehenden  Reihen  der  Reihe  nacl 
mit  fx*mhx,  fx^^dx, ....  fx6m+6dx  verbunden  und  twischei 
den  Grenzen  0  und  x  integrirt,  so  ergehen  sich  folgende  Formen 
die  wir  in  abgekürzter  Gestalt  angeben : 
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%  K 

/'  x^Bx        f*     %x  xSu~l  _  x*"~2 

/  ra*=^  i-TO-i'i"(-)"-,3S--^i",<->'-ta- 

fxjpH+tda:         f*    xcx  ar3«+3  a:3u+a 

T3uf  S 

+  ^-(-)»3jrr3- 
Die  begleitenden  Integrale  haben  folgende  Werthe; 

3) 

1  -  iTa«=  V3  ArC,g  TT  +  V3  ArC,f?  V3 ' 

/i  ]  *:r  — I        1  ] 

■ 

/ '  fZ—fi» 3*  =  i  lg  (1  -  *+*■)  -  ^  Arctg  -  Jj  Aretg^ . 

Werden  die  Integrale  in  Nr.  42)  zwischen  den  (Frenzen  von  0 
und  1  genommen ,  so  geben  sie  mit  Rucksicht  auf  Nr.  3)  in  fol- 
gende über : 

•{    X-x+x*^'  3v3  " (*  ~  •  +,i     ~  6m=4}  ~  SS^V' 

^Hia^»  ,      i  i 

/i  xtm^zdx  2n  I  1 


Digiti 
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/•i  x*m+4dx  n  1  1 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  Integrale: 

5) 

0      I 3^3  * 

/»      Jr8ar  _ 
0     1—  x+a*-  3V3' 

/l    x%^x   J?L  ti 

„     l—x+x*—    3V3  +  1, 

/l     x^x     -       *n  i_? 
*"  3v3  +  2' 

/»  _  5 

1-^+^-""  3v3  +  6' 


1-x+x*-  3V3~2Ö' 


xbdx  7T  5 

1—  x+x*—  3y3~12' 


o.  s.  w. 
Benatzt  man  die  Gleichung 

m«/  1— *  + 

welche  für  die  Grenzen  zwischen  0  und  1  in  folgende  fibergeht: 

6) 

/>      .,  „  1    /*'    x-Bx  2  /*'  a*»+»ar 

.   *-»"f(l-*+**>a*=  -  J  i--fjs--J[  izrr+jr 

und  setzt  bierin  der  Reihe  nach  6m +  1,  6111-1-2,....  6m +  6  statt 
m ,  so  ergeben  sich  mit  Rücksicht  auf  Nr.  4)  folgende  Integral  formen: 


/ 


7) 

»  1  1 


^ig(i_,+^ar=j5q^+s^cqT)(i-4«---s) 

1  12  | 


uiyiiizeo 
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9 

1  12.1 

1  12  1 

1  12  1 

"3(6m+4)(l  ~  *  +  +  2S+I)+6^+4(1"^+f""- ~+6S+4)' 

f  ^lg(l-x-f^=^(6m/5)v3 

« 

+ä(6m'  +  5) (1_  *  +  *  ~""  +  2Srn} 


1  12  1 

+ SSTB  (*  - 1 +*••••  -  6^+5> + 3(r}ro+6)  + 

Hieraus  leiten  sich  folgende  Integrale  ab: 

8) 

y1  ig(i-*+*»)ar  =^-2, 

/l  X 
x\g(l  —  x  +  x*)dx  =2^—1. 

e 

J*1  :r»lg(]-*  +  **)a*==--j^, 


uigi 


I 
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u 

/l  7 
x*lg(l  —  x  +  x*)dx=c  -  jjjQ » 
«• 

o 

/l  n  4Q] 

I  g  ( 1  -    +  *«)  8a:  =  g- -  yggg . 

u.  s.  w. 

Ferner  ergeben  sich  hieraus  folgende  Integrale: 

9) 

jf\\+*)\z(l-x+x*)dx  =2^3^, 
(l+x)*lg(l-x+x«)8x  =  ^-jg. 

./"(l+^lg(J-^)8*  =  ^3-?|ö' 

(!+*)•  Ig  (1  8*  =  -^, 

u.  s.  w. 

lü) 

/ 1  (1         Ig  ( 1  8x  =  -  ^ , 

/ 1  (i  -  #)»is(i-*f**)te + 

/"  1  »  101 

(l-x)*lg(l-^)8x=-^3+ 

/•»  7 

,/    (1  -*)*  Ig  ( I  ax  =  ~ 3ÖÖ' 


Merkwürdig  ist  der  Zusammenhang,  worin  die  Integrale  Nr.  ) 
mit  denen  in  Nr.  8)  stehen. 
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Aas  den  in  diesem  and  dem  vorhergehenden  Paragraphen  ge- 
fundenen Resultaten  können  nun  auch  folgende  Integrale: 

a. «.  w.  abgeleitet  werden. 

§.  18. 

Setzt  man  in  den  §.  16.  Nr.  4)  gefundenen  Gleichungen  2m  und 
2a +  1  statt  m,  verbindet  die  hiedurch  entstehenden  Resultate 
mit  den  in  §.  17.  Nr.  4)  gefundenen  und  bemerkt,  dass 

1) 

ist  so  erhält  man,  wenn  statt  p  allmalig  die  Werthe  6m,  6m -f  1,.... 
6m -|-5  geschrieben  und  die  erforderlichen  Reductionen  gemacht 
werden,  folgende  Integralformen: 


[  \\a*+x+  ~  6V3  ~  *(l  +  i+ '    3m—2>  +  4(*  + 1  +   "  3m  -  !>' 

1   1 


1  x«-+*8jr 

-ilg3- 

ff 

12V3" 

ilg3  + 

ff 
4V3 

!  • 


f 

^  x*»+«8;r  _  ff    1 

Die  letzte  Form  geht,  wenn  r/i  —  1  statt  m  geschrieben  wird,  in 
vl:eode  über: 


3) 


12* 
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Hieraus  ergeben  sieh  folgende  Integrale : 

o  , 

/l  dx 

/l      xdx  Jt_ 

/  ^^SF^="*i,g3+4f;3, 

f  i     x*dx    _     -  n 

/'  x*dx 

/  1  l+x2+x*=- ilg3  ~  12^3  +  *' 

/■     »r6&r        Ii  ij,    Ä_  i 
ö     l+x*+x*  =  **6  +  4V3-" 

U.  6.  W. 

Man  kann  nun  entweder  folgende  Gleicbung: 

/I  ig3    2  f1  xm^1Bx      4  flar~+*8x 


benutzen,  6m  +  l,  6m +2,....  statt  m  setzen  und  dann  die  ange- 
zeigten Wertbe  aus  Nr.  2)  und  Nr.  3)  einführen,  oder  man  kann, 
was  einfacher  ist,  die  in  j.  16.  Nr.  7)  und  §.  17.  Nr.  7)  erhaltenen 
Gleichungen  mit  einander  verbinden,  nachdem  man  in  Nr. 7)  §.  16. 
2m  und  2m  + 1  statt  m  geschrieben  bat.  In  beiden  Fällen  wird 
man  folgende  Integralformen  erhalten: 

/i  3lg3  3rc 

x**»]g(l  +  x*+**)Bx=2(ßm  +i)+2T6m+l)V3 

2  ,  1 

+  3(6m+l) (1  +  *+l  +  "  2m— 1} 
2  14  1 

+<ra(i+T,r+-  -  6^)-»srn(,+l+TV+"-ss+i)' 

+3RSS+2)(1+*+*+-»> 


- 


> 
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^  *»~+»lg(l  +*»+«*)3*=^3(l  +  }  +  A  + ....  g^) 
S.  1  4  1 

+5s+3ft + A + •  ••     ~5(^ir+i) (I + * + * + •  •"srn1, 

2  1 

+  3(6m+5)(l  +*  + 1  +  25Tfl) 

1  12  1 

+6n»+8 (1  +  *  + 1  +     3S+1)_ 3(6m+6) (I  +*+*+••-  ^fl) 

m  gewiont  man  folgende  Integrale: 

«)  » 

/*»      .  „         3le3  3a 

J    \g{l+x*+x*)dx  =-|-+2v3-4, 

Jfv  *ig(i+**+*«)a*  =-4^  +  4^-1. 

/*'  a^lg(l+««+a!*)ax=^--gp3. 

.Z*  *»lg(l+a:»+««)aa;=^, 

/'    ../....  3«  368 

x«lg(l+*»+«*)3x=15-+ii-^3  -  m , 
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f1  *r.g(i+*«+ar*)8*=^i +lg^_ 

u.  s.  w. 

Eben  so  erhält  man: 

7) 

y  (l+*)»lg(l+**+*«)a*=3lg3  +  !!-^, 

/•      .    ...  ,. .  .  33lg3     17«     i9  ' 

(1  +;t)Mg(HiH^=-8-  +  gv3~  3  ' 

/*         x..  /.  63lg3      i7„  472 

^    (l+*)4,g(i+*i+a^=_S_  +  — __, 

U.  8.  W. 

8) 

^  (i-*)ig(i+**+**)a*  ='^-+4^—i. 

/*  n  16 

(i  _i)*ig(i+a;*+j;«)ax=_73_-g , 

jf'  (l-^Mgd+^+^^glgS  +  ^-J, 

(l-*)«lg(l+*«+*«)ar=  j|-  +  jg^  +  Tg  , 

U.  8.  W. 

- 

■ 

(Die  folgenden  Abtheilungen  dieser  Abhandlung  werden  baldigst  folgen.) 


Bericht I Kling.  Folgende  Fehler  im  Anfange  dieses  Auf- 
satzes wurden  erst  nachträglich  gefunden: 

S.]31.Z.l.v.o.  setze  man  statt  „Nr.  7)  und  8)":  „Nr.  6)  und  7)", 
„  13*2.  „  2. v.u.  statt  s.  m.:  „(— 

„  133.  „3. v.o.  setze  man  1  - — r  ,-  —  statt:  L4^ — — iL, 

r  + 1  r-f  1 

„  133.  „  13.  v.  o.  in  der  Formel  5)  fehlt  am  Integralzeichen  unten  0 


i 
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Zar  Theorie  des  Prismoides. 

Von 

Herrn  Hermann  Kinkelin, 

Lehrer  nn  der  Gewerbeschule  in  Kasel. 


t 

Denkt  man  sich  im  Räume  irgend  ein  System  von  stetig  auf 
einander  folgenden  Geraden,  von  denen  die  letzte  sich  wieder  an 
die  erste  anschlichst,  so  umhüllen  dieselben  einen  unvollkommen 
begrenzten  Raum.  Schneidet  man  diesen  Raum  durch  zwei  unter 
sich  parallele  Ebenen,  so  dass  jede  Gerade  des  Systems  getrof- 
fen wird,  so  wird  von  jenem  ein  Körper  abgeschnitten,  den  man 
Prismoid  oder  Obelisk  genannt  hat.  Die  beiden  parallelen 
Schnittebenen  heissen  die  Grundflächen  und  die  von  dem  System 
der  Geraden  eingenommene  Fläche  (eine  in  sich  selbst  zurück- 
kehrende Regelfläche)  die  Seitenfläche.  Diese  Seitenfläche  ist 
im  Allgemeinen  krumm,  kann  aber  im  Besonderen  aus  Ebenen- 
stücken bestehen.  Man  darf  indessen  auch  umgekehrt  sagen, 
dass  die  Seitenfläche  im  Allgemeinen  aus  Ebenenstücken  bestehe, 
welche  im  Besondern  unendlich  werden  und  eine  krumme  Fläche 
bilden  können.  Von  diesem  Begriff  werden  wir  im  Folgenden  aus- 
sehen und  die  Grundflächen  demnach  ansehen  als  beliebige  gerad- 
linige Vielecke  mit  bezüglich  parallelen  Seiten,  und  die  Seiten- 
fläche als  bestehend  aus  neben  einander  liegenden  Trapezen,  welche 
die  parallelen  Seiten  der  Grundflächen  unmittelbar  verbinden. 
Besondere  Formen  des  Prismoides  sind  unter  andern:  Pyramide 
«nd  Kegel,  Prisma  und  Zylinder,  die  abgestutzte  Pyramide,  das 
einschalige  Hyperboloid,  das  schiefabgeschnittene  dreiseitige  Prisma, 
das  Zelt,  das  Tetraeder  u.  s.  w.  Ueberhaupt  ist  das  Prismoid 
eine  der  allgemeinsten  Körperformen  und  gewährt  theoretisches 
und  praktisches  Interesse,  letzteres  um  so  mehr,  als  sich  dessen 
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Inhalt  durch  einen  einfachen  Ausdruck  angeben  lässt,  den  man 
mit  den  allerelementarsten  Hülfsralttelo  finden  kann.  Die  nach- 
stehenden Eigenschaften  scheinen  noch  keine  Besprechung  gefun- 
den zu  haben. 

Sie  betreffen  die  G  rössen  vergleichung  paralleler  ebe- 
ner Schnitte  durch  das  Prismoid.  Ich  denke  mir  drei 
äquidistante  ebene  Schnitte  durch  dasselbe,  von  denen  die  zwei 
äussersten  die 'Grundflächen  sein  mögen,  und  der  mittlere  Mit- 
telschnitt genannt  werden  soll.  Man  bezeichne  die  Inhalte  die- 
ser drei  Flächen  bezüglich  mit  G,  g,  m  und  den  Abstand  von 
G  und  g,  die  Hohe,  mit  A,  so  dass  m  sowohl  von  G,  als  von  g, 
um  ih  entfernt  ist.  Die  Seiten  des  Mittelscbnitts  sind  die  arith- 
metischen Mittel  zu  den  parallelen  Seiten  der  Grundflächen,  and 
die  Winkel  am  Mittelschnitt  sind  den  Winkeln  an  den  Grund- 
flächen bezüglich  gleich  (Taf.  II.  Fig.  1.).  Die  Grosse  von  m  ist 
im  Allgemeinen  von  G  und  g  nicht  unmittelbar  abhängig,  dage* 
gen  ist  sie  durch  die  Seiten  und  Winkel  von  G  und  g  ausdruckbar. 
Nur  in  einigen  besonderen  Fällen,  wie  z.  B.  beim  Prisma,  bei 
der  vollständigen  und  der  abgestutzten  Pyramide,  lässt  sich  m 
direkt  durch  G  und  g  ausdrücken.  Dagegen  können  wir  jeden 
anderen  mit  diesen  dreien  parallelen  Schnitt,  dessen  Inhalt  durch 
y  bezeichnet  werde,  von  G,  g,  m  und  seinen  Abständen  von  die- 
sen Flächen  abhängig  raachen,  wie  ich  nun  zeigen  will. 


II. 

Betrachten  wir  zunächst  das  ebene  Trapez  AB  GH  (Tat  II. 
Fig.  1.) ;  JK  sei  dessen  Mittellinie,  d.  b.  die  Gerade,  welche  die 
Mitten  der  nicht  parallelen  Seiten  AH  und  BG  verbindet,  QP 
irgend  eine  Parallele  zu  JK.  Der  Abstand  der  Grundlinien  AB 
und  GH  von  einander  sei  der  Abstand  von  AB  und  QP  sei 
$! .  und  der  von  QP  und  GH  sei  0*.  Man  siehe  die  Gerade  HRST 
parallel  zu  BG  und  setze  den  Inhalt  ABGH-  T,  JKGH  =  7\ 
GHQP=t,  BGHT  =  p,  so  wird: 

KSGH=^,  GHRP=?p. 

Aus  der  Aebnlichkeit  der  Dreiecke  ATH,  JSH,  QRH  folgt 
sogleich,  dass 

(T-p):(t- = 
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Eliminirt  man  hieraus  die  Grosse  p,  so  erhält  man  eine  Glei- 
chung, aas  der  eich  t  leicht  bestimmen  Ifisst,  nemlich: 

l=*ffjpfL>.r  +  ift*  r.;  (i) 

ersetzt  man  hierin       durch  ,  so  wird: 

r 

*=  T  -  (3  r— 4  r ')  ^ + (2  71-  4  T')  ^ , 

voraus  man  siebt,  dass  I,  d.  h.  der  Inhalt  des  Trapezes  GHQP, 
eine  lineare  Funktion  der  Trapeze  ABGH  und  JKGH,  und  eine 
(joadratische  Funktion  des  Abstanden  0t  seiner  Grundlinie  QP 
Ton  ill?  ist 

Dieses  festgestellt,  denken  wir  uns  ein  Prismoid,  dessen 
Grundfläche  G  auf  der  Zeichnungsebene  aufliegt,  und  projiziren 
dasselbe  senkrecht  auf  diese,  so  sind  die  Projektionen  aller  mit  G 
parallelen  Schnitte  den  Schnitten  selbst  gleich.  Es  sei  ABCDEFGH 
eine  solche  Projektion  eines  vierseitigen  Prismoides  (Taf.  II.  Fig.  1.), 
und  die  Inhalte  seien : 

AB  CD  =  G,   EFGH  =  gt   JKLM  =  m ,  NOPQ=y; 

ferner  seien  die  Abstände  von  G  und  g,  von  G  und  m,  von  g  und 
m  bezüglich  gleich  A,  rj,  ff.    Alsdann  ist  nach  (1): 

oder,  da      #1 ,  #2  bezüglich  mit  A,  rj,  ff  proportional  sind: 
GHPQ=  .ABGH+^£.  JKGH.  (2) 

Aehntiche  Relationen  gelten  für  die  Flächen  BCFG,  CDEF, 
WEH.   Es  ist  aber: 

y—g  =  GHPQ  +  QNEH—  ONEF+POFG, 

G—g=  ABGH  +  ADEB  —  CDEF  -f  BCFG , 

m — ^  =  JKGH  +  JjtfiEtf  —  LMEF+  KLFG. 

Durch  entsprechende  Verbindung  der  Relation  (2)  mit  ihren 
geordneten  erhält  man  daher: 


r-#=(-^<e-f>+$?(--f> 


'»der 
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yÄ»  =  G(if%—wf)  +  0(i?a— +  4mijV,  (3) 
oder  auch,  weil  ij'  =  h  —  rj, 

y=G-®G+g-\m)\\&G+^g-im)^ 

welche  Bestimmung  offenbar  auch  für  jedes  andere  Prismoid  gilt. 

Am  Prismoid  ist  daher  der  Inhalt  einer  den  Grund- 
flächen parallelen  Schnittfläche,  eine  lineare  Funktion 
der  Grundflächen  und  des  Mittelschnittes,  und  eine  qua 
dratische  Funktion  ihres  Abstandes  von  einer  Grund- 
fläche. 

■ 

III. 

Würde  man  in  einer  Ebene  die  Höhen  r\  als  Abscissen  und 
die  Inhalte  y  der  Schnittflächen  als  Ordinaten  in  einem  rechtwink- 
ligen Koordinatensystem  auftragen,  so  erhielte  man  als  Ort  der 
Endpunkte  der  letzteren  eine  Parabel,  deren  Axe  mit  der  Ordt- 
natenaxe  parallel  ist  (Taf.  IL  Fig.  2.).  Diese  Parabel  kann  die  Ab* 
scissenaxe  entweder  gar  nicht  treffen,  oder  in  einem  Punkte  be- 
rühren oder  in  zwei  Punkten  schneiden.  Ersteres  findet  statt 
wenn  keine  Schnittfläche  null  ist,  wie  etwa  beim  einschaligen 
Hyperboloid.  Das  zweite  findet  statt,  wenn  nur  eine  Schnittfläche 
null  ist,  wie  bei  der  Pyramide.  Das  dritte  endlich  tritt  ein,  wenn 
zwei  Schnittflächen  null  sind,  wie  dies  beim  Tetraeder  der  Fall 
ist,  wenn  die  Schnitte  parallel  mit  zwei  einander  gegenüberliegen- 
den Kanten  geführt  werden;  in  diesem  Falle  sind  die  Schnitt 
flächen,  welche  zwischen  den  beiden  verschwindenden  Schnitt- 
flächen liegen,  positiv,  wenn  die  ausserhalb  liegenden  negativ 
angenommen  werden ,  und  umgekehrt.  Indessen  will  ich  hier  nicht 
weiter  auf  die  Untersuchung  solcher  negativen  Flächen  eintreten, 
da  sie  ohnehin  keinen  Schwierigkeiten  unterliegt 

Der  Rauminhalt  des  Prismoides  zwischen  den  Grundflächen 
G  und  g  kann  durch  verschiedene  Methoden  gefunden  werden. 
Derselbe  wird  z.  B.  auch  durch  die  Fläche  angegeben,  welche 
von  den  zwischen  G  und  g  liegenden  Ordinaten  der  eben  besproche- 
nen Parabel  bedeckt  wird.  Sehr  elegant  ist  die  Ableitung  von 
Herrn  Professor  Steiner,  der  das  Prismoid  von  irgend  einem 
Punkte  im  Mittelschnitt,  als  Spitze,  aus  in  Pyramiden  zerlegt- 
Man  kann  ihn  auch  aus  dem  zuletzt  angegebenen  Werthe  von  y 
ableiten,  indem  man  ihn  mit  dtj  multiplicirt  und  nach  rj  zwischen 
den  Grenzen  0  und  h  integrirt.   Man  erhält  leicht: 
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J  =  }h(G+ff+im)f 

wk  bekannt.  Soll  der  Inhalt,  statt  durch  iw,  durch  irgend  einen 
beliebigen  Schnitt  y,  der  von  G,  g  bezüglich  um  rj,  rjr  absteht, 
lasgedruckt  werden,  so  ist  aus  (3): 

- 

4».  =  G +/, +2y+ ^  (,-- G)  +  J  (y  -  5), 
»elches  fflr  J  den  Alisdruck  gibt: 

J  =  ;AI2(G+0+y)+^()—C)  +  J(y-0)|.  (4) 

I 

!  iv. 

An  das  Vorhergebende  lassen  sich  verschiedene  weitere  Be- 
achtungen anknüpfen,  von  denen  ich  einige  hervorheben  will, 
h  sie  zu  bemerkenswerthen  Resultaten  fuhren.  Untersuchen  wir 
mnäcbst,  io  welcher  Beziehung  zwei  Schnitte  zu  einander  stehen, 
lie  io  bezuglich  gleichen  Abstunden  von  den  Grundflächen  ge- 
führt sind. 

Die  beiden  Schnitte  seien  y  und  y',  ihre  Abstände  von  den 
Grundflächen  seien  rj  und  rf ,  so  folgt  aus  (3): 

yA*  =G(V2-W)+^2-i?y)  +4mW, 

voraus  man  durch  Subtraction  unter  Berücksichtigung,  dass 
*=fj-fi?',  erhält: 

y-/  =  ^(G-o),  (5) 

d  b.  die  Differenz  zweier  von  den  Grundflächen  gleich- 
stehender Schnitte  verhält  sich  zur  Differenz  der 
Grundflächen,  wie  ihre  Entfernung  zur  ganzen  Hohe. 

Theilen  die  beiden  so  eben  besprochenen  Schnitte  die  Höhe 
A  des  Prismoides  in  drei  gleiche  Theile,  so  mögen  sie  Drittel- 
«bnitteheisBen  (Taf.H.  Fig. 3.),  und  dann  ist  rj  =  {h,  i?'  =  W,  also: 

/-r=4(G-y), 

<»d  die  Inhaltsformel  (4)  geht  über  in  : 

J  =  iA(G  +  3y).  <«> 

Dieser  letzte  Ausdruck  ist  dadurch  merkwürdig,  dass  man«  um 
vermittelst  desselben  den  Inhalt  des  Prismoides  anzugeben,  nur 

Hieil  XXXIX.  13 
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zwei  parallele  Schnitte  und  die  Höhe  za  kennen  braucht,  nem 
lieh  die  untere  Grundfläche  G  und  den  oberen  Drittelschnitt  v,  ©de 
die  obere  Grundfläche  g  und  den  unteren  Drittelscbnitt  y'.  losq 
fern  G+3y  als  Summe  von  vier  Grössen  aufgefasst  wird,  kau 


man  die  letzte  Gleichung  so  aussprechen: 

Das  Prisraoid  Ist  gleich  gross  mit  einem  Prism 
von  gleicher  Höhe,  dessen  Grundfläche  das  aritbme 
tische  Mittel  ist  zwischen  der  unteren  Grundfläche  an 
dem  dreifachen  oberen  Mittelschnitt  des  Prismoides. 


Beweis  der  drei  Brüder  für  den  Ausdruck  des  Drei 

eckinhaltes  durch  die  Seiten« 

(Chasles,  Geschichte  der  Geometrie,  an  verschied.  Stellea 

Mitgetheilt  durch 

Herrn  Hermann  Kinkelin , 

Lehrer  an  der  Gewerbeschule  in  Basel. 


Von  der  Schrift,  welche  mit  den  Worten  beginnt:  „Vert 
üiiorum  Moysi  filii  Schir;  Manmeti,  Hameti  et  Hason"  befind« 
sich  nach  Chasles  Angabe  ein  Manuskript  auf  der  kaiserlich« 
Bibliothek  in  Paris  und  eines  auf  der  öffentlichen  Bibliothek  i 
Basel.  Das  letztere  ist  auf  Pergament  und  unter  dem  Tite 
„Liber  trium  fratrum"  mit  mehreren  anderen  interessanten  astri 
nomischen,  physikalischen  und  mathematischen  Handschriften! 
einen  Qand  gebunden;  die  Handschrift  scheint  dem  I4ten  Jah 
hundert  anzugehören. 

Die  drei  ftrüder  erklären  im  Eingange,  dass  sie  ein  Buc 
über  nicht  allgemein  bekannte  Sätze  der  Flächen-  und  Raamii 
haltsbestimmung  zu  verfassen  gedenken,  und  setzen  daher  ein 
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roilstSndige  Bekanntschaft  mit  den  Lebren  de«  Eule  Ii  des  voran«. 
iVan  ist  aber  darin  nnr  der  angeführte  Beweis  des  Satzes,  das* 

der  Inhalt  eines  Dreiecks  gleich  V s(s—a) (*  —  b) (*  —  c)  ist,  wenn 
i  den  halben  Umfang  und  o,  b,  c  die  Seiten  des  Dreiecks  bedeu- 
ten. Alles  Uebrige  ist  dem  Archimedes  (oder  nach  ihrer  Schreib* 
weise  Archim  enides)  und  anderen  griechischen  Autoren  entlehnt; 
es  bildet  einen  Theil  des  höheren  geometrischen  Wissens  im  Mit- 
telalter and  umfasst  die  Berechnung  der  Kreise,  Kegel,  Zilinder 
aod  Kugeln,  Ausziehen  der  Kubikwurzel  und  Dreitheilung  des 
Winkels.  Der  Beweis  aber,  den  sie  von  obigem  Satz  geben,  ist 
innen,  wie  Chasles  zuerst  bemerkt  hat,  eigenthilmlich.  Da  der- 
setbe  meines  Wissens  noch  nirgends  veröffentlicht  ist,  so  will 
icb  ihn  hier  in  möglichst  treuer  Uebersetzung  mittheilen: 

Ich  will  zeigen,  dass,  wenn  man  den  Ueber» 
schuss  des  halben  Unifangs  eines  Dreiecks  über 
jede  Seite  nimmt,  hierauf  den  einen  dieser 
Ueberschüsse  mit  einem  anderen  mu Itiplizirt, 
das  Produkt  davon  mit  dem  dritten  Ueberschuss 
und  dieses  Produkt  endlich  mit  dem  halben 
Umfang,  alsdann  das,  was  herauskommt,  gleich 
ist  dem  Produkt  des  Inhalts  der  Figur  mit 
sich  selbst. 

Es  sei  das  Dreieck  ab  ff  (Taf.  II.  Fig.  4.)  gegeben,  so  behaupte 
ick,  dass,  wenn  man  den  Ueberschuss  der  halben  Summe  der 
Linien  ab,  bg,  ga  über  jede  von  ihnen  nimmt,  hierauf  die  halbe 
Summe  der  Seiten  mit  dem  Ueberschuss  über  ab  multiplizirt,  das 
Produkt  hierauf  mit  dem  Ueberschuss  über  bg,  und  dieses  letzte 
Produkt  mit  dem  Ueberschuss  über  ga,  dass  das,  was  heraus- 
kommt, gleich  ist  dem  Produkt  des  Inhalts  des  Dreiecks  abg  mit 
eieb  selbst.  Ich  beschreibe  in  das  Dreieck  abg  den  grössten 
Kreis  dxn,  dessen  Mittelpunkt  e  sei,  und  ziehe  aus  dem  Mittel- 
punkte die  Linien  ed,  en,  ex  nach  den  Punkten,  in  denen  die 
Dreieckseiten  den  Kreis  berühren,  sowie  die  Linie  ae.  Ich  zeige 
ö*n.  dass  da  =  az,  zb  —  bn,  ng  —  gd.  Weil  nemlich  ^Leda  —  ^,cia 
und  jeder  ein  Rechter  ist,  und  ferner  tle~ez,  ea  =  ea,  so  ist 
(f«2=i:,  und  ebenso  erkennt  man,  dass  z6  =  6«,  ng-=gd.  Hier- 
as ist  zuerkennen,  dass  jede  der  Linien  du,  az  der  Ueberschuss 
der  balben  Summe  der  Seiten  ab,  bg,  ga  über  die  Linie  gb  ist 

jede  der  Linien  lb,  bn  der  Ueberschuss  jener  halben  Summe 
äber  ag,  und  jede  der  Linien  dg,  gn  der  Ueberschuss  jener  hal- 
ta>  Summe  über  ba.  Verlängern  wir  jetzt  die  Linie  ae  bis  t, 
ü  bw  h  uod  ag  bis  k,  und  machen  ah  und  ak  gleich  dem  balben 
CmUnge  des  Dreiecks  abg,  so  ist  aus  dem  Vorigen  klar,  dass 

13» 
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die  Linie  hb  gleich  jeder  der  Linien  gn,  dg  und  die  Linie  yk 
gleich  jeder  der  Linien  z6,  bn  ist.  Errichte  ich  aus  h  die  Gerade 
ht  senkrecht  auf  ah  und  ziehe  kt,  so  ist  offenbar  ht=kt.  Mache 
ich  ferner  auf  bg  das  Stuck  blz=bh  und  ziehe  tl,  so  ist  diese 
senkrecht  zu  bg;  denn  wenn  man  bt,  tg  zieht,  so  ist  klar,  dass 
6<*  —  ty»  =  6A2  —  kg*  oder,  weil  bh  =  blt  kg  =  gl,  6**  —  tgi 
=  bl2  — gl9,  woraus  das  Behauptete  folgt.  Daher  ist  /*  =  fA, 
^blt  und  ^Lbht  sind  Rechte.  Demnach  ist  /Llib  —  ^bth,  und 
weil  ^lth  +  ^lbh  =  2R,  sowie  ^z6«  +  Z/6A=2Ä,  so  ist  Z/tf 
=^z6?i;  aber  ^«6w  ist  die  Hälfte  von  ^z6n  und  ^6<A  die  Hälfte 
von  ^/*A,  folglich  ^c6n  =  ^Ar:6  und^6i?i  =  ^tbh.  Die  Drei 
ecke  6e»  und  bth  sind  also  ähnlich  und  es  entsteht  die  Proportion: 

en:nb  =  hb:ht, 

woraus 

ez.kt  =  bz.  hb. 

Da  aber 

eza: ez.Af  =  «x: Af  und  eziht—aiiha, 

so  wird: 

eza  :ez  .ht  —  ai:ha 

oder 

ez*ibz.hb  =  az:ha. 

Hieraus  kommt: 

ez*.Aa  =  az.bz.hb. 

Es  ist  aber  ez*.aA  =  ez.aA.ez,  und  da  ez.aA  der  Inhalt  ^  de« 
Dreiecks  a6^  ist,  so  folgt  aus  dem  Vorigen,  dass 

4. ez=z  az.bz.hb, 
J.ez.ah  =  az.bz.bh.ah 

J  .4  =  az.bz.bh.ak, 

w.  z.  b.  w.,  denn  az,  6z,  6A  sind  die  Ueberschfisse  des  halber 
Umfangs  des  Dreiecks  o6<7  über  die  Seiten  bg,  ag\  ab.  und  (ü 
ist  der  halbe  Umfang  selbst. 


daher 
oder 
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XII. 

Zur  Theorie  der  geodätischen  Linien. 

Von 

Herrn  Doctor  Otto  Böhlen 

xu  Sulz  a.  N.  im  Königreich  Wär  temberg. 


Die  geodätischen  Linien  nehmen  an  vielen  Eigenschaften  der 
geraden  Linien  in  der  Ebene  Theil.  Es  liegt  daher  der  Gedanke 
nahe,  dieselben  einer  ähnlichen  Behandlung  zu  unterwerfen,  wie 
die  Geraden  in  der  Planimetrie.  Das  Folgende  ist  ein  Versuch 
zur  Ausführung  dieses  Gedankens. 

§•  I- 

1.  Erklärung.   Die  geodätische  Linie  ist  der  kürzeste  Weg 
ton  einem  Punkt  zum  andern  auf  einer  Fläche. 

2.  Grundsatz.    Von  einem  Punkt  zum  andern  kann  auf 
«wer  Fläche  nur  Eine  geodätische  Linie  gezogen  werden. 

3.  Lehrsatz.  Zwei  geodätische  Linien,  welche  zwei  Punkte 
remein  haben,  fallen  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  zusammen  und 
bilden  nur  eine  und  dieselbe  geodätische  Linie. 

Beweis.  Die  gemeinschaftlichen  Punkte  sollen  A  und  B  sein 
Taf.  II.  Fig.  5.) ,  so  müssen  zuerst  die  beiden  Linien  von  A  bis  B  • 
»ar  eine  einzige  bilden  (2.  Grundsatz).  Gingen  nun  die  Linien 
fon  B  an  aas  einander,  die  eine  nach  C,  die  andere  nach  D,  so 
das«  BC  und  BD  zwei  Elemente  derselben  sind,  die  wir  als 
gerade  annehmen  können,  so  nehmen  wir  auf  der  geodätischen 
Linie  AB  unendlich  nahe  bei  B  einen  Punkt  E  an;  BE  kann 


Digitized  by  Google 


190  Böhlen:  Zur  Theorie  der  geodätischen  Unten 


dann  ebenfalls  als  Gerade  angesehen  werden.  Wir  ziehen  nu 
durch  B  auf  der  Fläche  eine  sehr  kleine  Linie  BF  senkrecht  ai 
EB.  Wäre  der  Winkel  FBD  kein  Rechter,  so  könnte  man  Ei 
ziehen;  dann  wäre  in  dem  unendlich  kleinen  ebenen  Dreieck  EBl 

EB+BD>ED, 

also  konnte  EBD  keine  geodätische  Linie  sein.  Wäre  aber  d< 
Winkel  FBC  kein  Rechter,  so  konnte  man  EC  ziehen  und  hätt 
in  dem  unendlich  kleinen  ebenen  Dreieck  EBC: 

EB  +  BC>  EC, 

also  könnte  EBC  keine  geodätische  Linie  sein.  Somit  sind  di 
Winkel  FBC  und  FBD  zugleich  Rechte,  also  fallt  BD  mit  B( 
zusammen. 

4.  Zusatz.  Zwei  geodätische  Linien  auf  einer  Fläche  kun 
nen  sich  wohl  schneiden,  aber  nicht  berühren. 

Beweis.  Worden  sie  sich  berühren,  so  hätten  sie  zwei  au 
einander  folgende  Punkte  gemein,  mu'ssten  also  ganz  zusammen 
fallen. 

5.  Lehrsatz.  In  jedem  geodätischen  Dreiecke  ist  jede  Se'iU 
kleiner  als  die  Summe  der  beiden  übrigen. 

Beweis.  Es  sei  ABC  das  Dreieck.  Da  AB  der  kurxeitc 
Weg  von  A  nach  B  ist,  so  muss  AB  <  AC+  BC  sein.  (I.  Er- 
klärung.) 

6.  Lehrsatz.  Wenn  mau  von  einem  Punkte  O  (Taf.  II. 
Fig.  6.)  im  Innern  eines  geodätischen  Dreiecks  ABC  nach  den 
Endpunkten  einer  Seite  BC  die  geodätischen  Linien  OB  und  0C 
zieht,  so  ist  die  Summe  dieser  Linien  kleiner  als  diejenige  der 
beiden  Seiten  AB  und  AC. 

Beweis.  Es  werde  die  geodätische  Linie  BO  verlängert, 
bis  sie  die  Seite  AC  in  D  schneidet,  so  ist  die  geodätische  Linie 
OC  <OD  +  DC  (5.  Lehrsatz  ).  Thut  man  auf  beiden  Seit« 
BO  hinzu,  so  hat  man: 

BO+OC  <BO+OD  +  DC  oder  BO  +  OC<  BD  +  DC 

Ebenso  aber  ist: 

<    BD  <  BA  +  AD; 
thut  man  auf  beiden  Seiten  DC  hinzu,  so  hat  man: 

BD  +  DC<BA  +  AC 

Aber  es  war 
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BO  +  OC<BD  +  DC, 

also  ist  um  so  mehr : 

BO+  OC<,BA  +  AC. 

Es  mag  hier  erwähnt  werden,  dass  von  dem  entsprechenden 
planifuetrischen  Satze  Herr  Professor  Baur  in  Stuttgart  bei  Gele- 
genheit des  Beweises  von  dem  nachfolgenden  Lehrsatze  21  b. 
toisende  Erweiterung  angegeben  hat :  Gegeben  ist  das  (gerad- 
linige) Dreieck  ABC  (Taf.  II.  Fig.  7.);  wenn  man  den  Punkt  O  so 
annimmt,  dass  die  Linien  CO  und  BO  die  Verlängerungen  der 
Seiten  AB  und  AC  über  B  und  C  hinaus  schneiden,  so  ist: 

BO+  OC<AB  +  AC. 

7.  Lehrsatz.  Unter  allen  geodätischen  Linien,  welche 
ikh  ?on  einem  Punkte  auf  einer  Fläche  nach  einer  geodätischen 
Linie  ziehen  lassen,  schneidet  die  kürzeste  dieselbe  rechtwinklig. 

Beweis.  Es  sei  A  (Taf.  II.  Fig. 8.)  der  Punkt  und  BM  die 
««ebene  geodätische  Linie.  Wörde  die  kürzeste  geodätische 
Linie,  die  sich  von  A  nach  BM  ziehen  lässt,  AB  sein,  und  wäre 
4er  Winkel  bei  B  schief,  so  nehme  man  unendlich  nahe  bei  B 
den  Punkt  C  auf  AB  an  und  ziehe  nach  der  Curve  die  Linie  CD 
«enkrecht.  Dann  wäre  in  dem  unendlich  kleinen  Dreiecke  CBD 
CB  die  Hypotenuse,  also 

CB>CD,  mithin  auch  AC +  CB  >  AC  +  CD; 

also  wäre  AB  nicht  die  kürzeste  Linie,  die  sich  nach  der  gege- 
bnen geodätischen  Linie  ziehen  lässt 

Dieser  Satz  kann  insofern  eine  Modifikation  erleiden,  wenn 
von  dem  Punkte  nach  der  gegebenen  geodätischen  Linie  mehrere 
geodätische  Minimumslinien  gezogen  werden  können,  deren  Zahl 
fibrigens  immerhin  begrenzt  ist.  Auch  gilt  obiger  Beweis  für  den 
allgemeineren  Fall,  wenn  BM  keine  geodätische  Linie,  sondern 
eine  beliebige  Curve  auf  der  Fläche  ist. 

§.  2. 

8.  Erklärung.  Die  Mittelpunktscurve  auf  einer  Fläche  (welche 
'km  Kreise  in  der  Ebene  entspricht)  ist  eine  krumme  Linie, 
belebe  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  geodätischen  Entfernungen 
'hrer  »ämmtlicben  Punkte  von  einem  und  demselben  Punkte  inner- 
halb,  welcher  Mittelpunkt  heisst,  einander  gleich  sind. 
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9.  Erklärung.  Jede  voni  Mittelpunkte  nach  dem  Umfang« 
der  Mittelpunktscurve  gezogene  geodätische  Linie  heisst  Radius 
Jede  geodätische  Linie,  welche  durch  den  Mittelpunkt  gebt  um 
an  beiden  Enden  vom  Kreisumfange  begrenzt  ist,  heisst  Durch 
messer. 

10.  Erklärung.  Jede  geodätische  Linie,  welche  zwei  be 
liebige  Punkte  einer  Mittelpunktscurve  verbindet,  heisst  Sehne 

IL    Lehrsatz.   Jede  Sehne  ist  kürzer  als  der  Durchmefser 

Beweis.  Denn  wenn  man  nach  den  Endpunkten  der  Sehn« 
CD  die  Halbmesser  AG  und  AD  zieht,  so  ist  in  dem  geodati 
sehen  Dreiecke  ACD: 

CD<AC+  AD.    (5.  Lehrs.) 

12.  Lehrsatz.  Die  auf  dem  Halbmesser  am  Ende  dessel 
ben  senkrechte  geodätische  Linie  ist  eine  Tangente  der  "Mitte/ 
punktscurve.  Dieser  Satz  ist  identisch  mit  demjenigen  von  Gaus* 
(Disqui8itiones  generales  circa  superficies  curvas) 
Zieht  man  von  einem  Punkte  auf  einer  Fläche  unendlich  viel* 
gleich  lange  geodätische  Linien,  so  schneiden  sie  die  Verbindung 
linie  ihrer  Endpunkte  rechtwinklig. 

Beweis.  A  (Taf.  II.  Fig.  9.)  ist  der  Mittelpunkt,  m  und« 
sind  zwei  unendlich  nahe  Punkte  der  Mittelpunktscurve,  so  musJ 
der  Winkel  mm' A  ein  Rechter  sein.  Denn  wäre  er  «chief  uo< 
grösser  als  der  Winkel  bei  in,  so  konnte  man  m'mn  so  ziehen 
dass  Winkel  mm'm"  gleich  90°  wäre ;  in  dem  unendlich  kleine» 
Dreiecke  mm'm"  wäre  mm"  die  Hypotenuse,  also  grosser  als  m'm' 
mithin  Am"  +  m"m'  <  Am" -\  m"m  <  Arn,  </lm\  oder  kleiner  il 
die  kürzeste  Linie  zwischen  A  und  m',  was  nicht  möglich  ist 
Dieser  Beweis  ist  von  Gauss  (Disquis.),  welcher  denseibei 
Satz  auch  analytisch  behandelt  hat. 

13.  Lehrsatz.  Alle  von  einem  Punkte  ausgehenden  geo 
dätiseben  Linien,  welche  die  Verbindungslinie  ihrer  Endpunkt) 
rechtwinklig  treffen,  sind  gleich  lang. 

Beweis.  (Taf.  II.  Fig.  9.).  Denn  wäre  z.  ß.  Am  >  Am',  * 
könnte  man  auf  Am  einen  Punkt  m"  annehmen,  so  dass  Am"— Am 
wäre.  Dann  müsste  nach  dem  vorigen  Satze  WTinkel  m"m'A  eil 
Rechter  sein,  was  der  Voraussetzung  widerspricht. 

Dieser  Satz  hat  kein  Analogon  in  den  dein  Verfasser  be 
kannten  Lehrbüchern  der  Planimetrie. 

14.  Zusatz.  Jede  geodätische  Linie,  welche  eine  Mittelpunkt« 
curve  senkrecht  schneidet,  geht  durch  den  Mittelpunkt  derselben 
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15.  Lehrsatz.  Wenn  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  zweier 
Mittelpunktscurven  kleiner  ist  als  die  Summe  der  Radien,  der 
grossere  Radius  aber  kleiner  ist  als  die  Summe  des  kleineren  und 
der  Entfernung  der  Mittelpunkte,  so  schneiden  sich  die  Mittel - 
l'unktscurven. 

Beweis.  Denn  damit  das  Schneiden  stattfinde,  muss  das 
Dreieck  CAD  möglich  sein;  es  muss  also  (Taf.  II.  Fig.  10.)  nicht 
allein  CD<AC+AD,  sondern  auch  (Taf.II.Fig.il.)  der  grös- 
sere Halbmesser  AD<AC+CD  sein.  Sobald  das  Dreieck  CAD 
gezeichnet  werden  kann,  werden  sich  beide  Mittelpunktscurven 
-chneiden. 

16.  Lehrsatz.  Wenn  die  geodätische  Entfernung  CD  der 
Mittelpunkte  zweier  Mittelpunktscurven  der  Summe  ihrer  Halb- 
messer CA  und  AD  gleich  ist,  so  werden  sich  die  Curven  von 
aussen  berühren. 

Beweis.  Es  ist  klar,  dass  sie  den  Punkt  A  gemein  haben 
werden,  aber  auch  nur  diesen  Punkt;  denn,  um  zwei  Punkte 
gemeinschaftlich  zu  haben,  musste  die  geodätische  Entfernung  der 
Mittelpunkte  der  Mittelpunktscurven  kleiner  sein  als  die  Summe 
ihrer  Radien. 

17.  Lehrsatz  Wenn  die  Entfernung  CD  der  Mittelpunkte 
zweier  Mittelpunktscurven  dem  Unterschiede  ihrer  Halbmesser 
CA  und  AD  gleich  ist,  so  werden  sich  die  Curven  innerhalb  be- 
rühren. 

Beweis.  Zuerst  ist  klar,  dass  sie  den  Punkt  A  gemein- 
schaftlich haben,  aber  auch  nur  diesen.  J)enn  wäre  es  anders, 
so  musste  der  grossere  Halbmesser  AD  kleiner  sein  als  die  Summe 
des  Radius  AC  und  der  Entfernung  CD  der  Mittelpunkte,  wel- 
ches nicht  der  Fall  ist. 

18.  Zusatz.  Wenn  sich  zwei  Mittelpunktscurven  ausserhalb 
"der  innerhalb  berühren,  so  liegen  die  Mittelpunkte  und  der  Be- 
rührungspunkt in  einer  und  derselben  geodätischen  Linie. 

19.  Zusatz.  Alle  Mittelpunktscurven,  deren  Mittelpunkte 
auf  Einer  geodätischen  Linie  liegen  und  durch  den  Punkt  A  geben, 
berühren  sich.  Sie  haben  nur  den  einen  Punkt  A  gemeinschaft- 
lich, und  wenn  man  durch  A  eine  geodätische  Linie  zieht  senk- 
recht auf  die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte,  so  wird  die- 
selbe eine  allen  Mittelpunktscurven  gemeinschaftliche  Tangente  sein. 

20.  Zusats.   Die  Mittelpunkte  aller  derjenigen  Mittelpunkts- 
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eurven,  welche  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  berühren, 
liegen  in  einer  geodätischen  Linie. 

Beweis.  Es  sei  A  der  Berührungspunkt;  man  ziehe  durch 
denselben  eine  geodätische  Linie,  welche  die  Mittelpunktscurven 
berührt,  und  senkrecht  auf  diese  eine  zweite  geodätische  Linie, 
so  liege«  auf  letzterer  die  Mittelpunkte  aller  Mittelpunktscurveo. 
(14.  Zusatz.) 

§.  3. 

Vorstehende  Sätze  sind  Uebertragungen  von  planimetrischen 
Theoremen  auf  die  Theorie  der  geodätischen  Linien,  mit  Zugrun- 
delegung der  Geometrie  von  Legendre.  Es  sind  übrigens  theiU 
einige  Erläuterungen  beizufügen,  tbeils  bieten  sich  noch  weitere 
Sätze  dar,  die  ebenfalls  hier  ihre  Stelle  finderv  dürften. 

Der  Lehrsatz  7.  bedarf  einer  näheren  Erläuterung:  Wem 
ein  Punkt  A  auf  einer  Fläche  gegeben  ist  und  eine  Curve  X  be- 
liebiger Art,  so  sei  AB  eine  von  A  nach  der  Curve  gezogene 
geodätische  Linie,  welche  dieselbe  senkrecht  io  B  trifft.  Wir 
ziehen  die  Mittelpunktscurve,  deren  Mittelpunkt  A  und  deren 
Radius  AB  ist.  Diese  wird  die  gegebene  Curve  in  B  berühren. 
Es  können  nun  drei  Fälle  stattfinden: 

I.  Beide  Aeste  der  Curve  X  vom  Berührungspunkt  B  ans 
liegen  ausserhalb  der  Mittelpunktscurve;  dann  ist  die  Normale  AB 
ein  Minimum  oder  die  kürzeste  geodätische  Linie,  die  sich  von 
A  nach  X  ziehen  lässt. 

.- 

II.  Beide  Aeste  der  Curve  X  vom  Berührungspunkt  B  aus 
liegen  innerhalb  der  Mittelpunktscurve,  entweder  ganz,  oder  so. 
dass  sie  wieder  aus  der  Mittelpunktscurve  heraustreten.  Dann 
ist  die  Normale  AB  ein  Maximum  oder  die  längste  geodätische 
Linie,  die  sich  von  A  nach  X  ziehen  lässt. 

Hl.  Der  eine  Ast  der  Curve  X  vom  Berührungspunkt  B  aus 
liegt  innerhalb,  der  andere  ausserhalb  der  Mittelpunktscurve. 
Dann  ist  die  Normale  AB  weder  ein  Maximum,  noch  ein  Minimum. 

Der  Ausdruck  Maximum  oder  Minimum  ist  relativ  zu  nehmen: 
denn  wenn  sich  von  A  nach  der  Curve  X  mehrere  Normalen 
ziehen  lassen,  so  gibt  es  auch  mehrere  Maxima  oder  Minima. 

Aus  III.  folgt,  dass  sich  der  Lehrsatz  7.  nicht  umkehren  lässt, 
man  kann  also  nicht  sagen:  Unter  allen  geodätischen  Linien,  welche 
sich  von  Einem  Punkte  nach  einer  Curve  auf  einer  Fläche  ziehen 
lassen,  ist  die  Normale  die  kürzeste  (oder  längste).    Mit  Aus- 
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ttUtus  der  relativen  Maxima  und  Minima  ist  die  allgemeine  Fas- 
iuog  des  7ten  Satzes  diese:  Unter  allen  geodätischen  Linien, 
die  sich  von  einem  Punkte  auf  einer  Fläche  nach  einer  Curve 
ziehen  lassen,  schneidet  die  kürzeste  oder  längste  dieselbe  recht- 
*iaklig. 

21a.  Lehrsatz.  Zieht  man  auf  einer  Fläche  ein  vollstän- 
diges geodätisches  Viereck  AByhfe,  so  dass  Bh—Ah—Be — Ae 
ist,  so  findet  die  Relation  statt; 

Af+Bf=Ag  +  Bg, 

woraus  sofort  auch  folgt: 

hg—  hf=:eg  —  ef. 

Diesen  Satz  habe  ich  im  Archiv  angegeben  und  bewiesen  (Ueber 
die  Rektifikation  der  Linien  auf  den  Flächen,  Tbeil 
XXXVI.  No.V.  16.).  Der  entsprechende  planimetrische  Satz  heisst: 

21b.  Lehrsatz.  Zieht  man  von  zwei  festen  Punkten  A 
and  B  in  einer  Ebene  nach  zwei  beweglichen  Punkten  /  und  g 
Gerade,  so  dass 

Af+  Bf=Ag+Bg 

i*t.  und  verlängert  Af  und  Bg  bis  zum  Durchschnitt  in  A,  so  ist  auch: 

Bh-Ah  =  Be-Ae. 

Beweis.  (Von  Herrn  Repetent  Binder  in  Schönthal  a.  d. 
Jaxt.).  Verlängert  man  in  einem  Viereck  um  den  Kreis  eghf  (Taf.  II. 
Fig.  12.)  die  Gegenseiten,  bis  sie  sieb  in  A  und  B  schneiden, 

so  ist : 

Af\  Bf=  Ag  +  Bg. 

Deno  es  ist: 

Af+  Bf—  Ab'  +  Ba=Ab\  Ba'  =  Ag  +  Bg. 

Zieht  man  also  die  Geraden  Af,  Bf,  Ag,  Bg  so,  dass 

Af+Bf=Ag+Bg, 

ist,  wenn  h  der  Durchschnitt  der  Verlängerungen  von  Af  und 
Bg  ist,  eghf  ein  Viereck  um  den  Kreis,  woraus  weiter  folgt: 

Bh  —  Ah  =  Ba'  —  Ab'  =  Ba—Ab  =  Be  —  Ae, 

was  zo  beweisen  war. 

Dieser  Beweis  gründet  sieb  offenbar  ausschliesslich  auf  fol- 
gende Eigenschaft  des  Kreises:  „Die  von  einem  Punkt  ausserhalb 
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eines  Kreises  an  denselben  gezogenen  Tangenten  sind  einander 
gleich.4'  Da  nun  ein  Kugelkreis  eine  ahn  liehe  Eigenschaft  hat, 
nämlich  diese:  „Die  von  einem  Punkte  auf  einer  Kugel  an  einen 
Nebenkreis  tangential  gezogenen  Bögen  grösster  Kreise  sind  ein- 
ander gleich",  so  folgt  hieraus,  dass  der  Binder* sehe  Beweis 
sich  unmittelbar  auf  folgenden  Satz  ausdehnen  lässt,  der  wieder 
ein  spezieller  Fall  des  Lehrsatzes  21  a.  ist. 

%21  c.  Lehrsatz.  Zieht  man  von  zwei  festen  Punkten  A  und 
B  auf  einer  Kugel  nach  zwei  beweglichen  Punkten  /  und  g 
Bügen  grüsster  Kreise,  so  dass 

Af+Bf=Ag  +  Bg  | 

ist,  so  ist,  wenn  die  Verlängerungen  der  Bögen  Af  und  Bg  sich 
in  //  schneiden, 

Bh  —  Ah=:Be  —  Ae. 

Die  Punkte  f  und  g  liegen  auf  einem  sphärischen  Kegelschoitte, 
dessen  Brennpunkte  A  und  B  sind;  die  Punkte  e  und  h  liefen 
auf  einem  homofokalen  sphärischen  Kegelschnitte  (dessen  Brenn- 
punkte also  auch  A  und  B  sind)  und  der  den  ersteren  rechtwinklig 
schneidet.  Da  nun  die  Seiten  des  Vierecks  eghf  einen  Kogelkreis 
aba'b'  berühren,  so  folgen  hieraus  einige  Eigenschaften  homofo- 
kaler sphärischer  Kegelschnitte: 

22.  Zieht  man  nach  zwei  Punkten  eines  sphärischen  Kegel 
Schnitts  von  den  Brennpunkten  aus  vier  Bugen  grösster  Kreise, 
so  erhält  man  durch  Verlängerung  derselben  ein  vollständiges  Vier- 
eck aus  Bögen  grösster  Kreise,  die  Einen  Kugelkreis  berühren 
und  von  welchem  zwei  andere  Gegenecken  auf  einem  bomofoka 
len  sphärischen  Kegelschnitte  liegen. 

Da  der  durch  /  gezogene  Bogen  eines  grössten  Kreises,  wel- 
cher den  ersten  sphärischen  Kegelschnitt  fg  in  f  berührt,  den 
Winkel  der  grössten  Kreise  Bf  und  hf  bei  f  halbirt,  so  geht  er 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kugelkreises  afm'b' ;  ebenso  verhält 
es  sich  in  den  drei  anderen  Punkten  g,  e,  A;  hieraus  seh  Ii  essen  wir: 

23.  Gegeben  sind  zwei  homofokale  sphärische  Kegelschnitte. 
Man  ziehe  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Kugel  an  beide  Cur- 
ven  je  zwei  berührende  Bögen  grösster  Kreise,  so  sind  die  vier 
Berührungspunkte  die  Ecken  eines  Vierecks  (von  Bögen  grösster 
Kreise  gebildet),  dessen  Gegenseiten  sich  paarweise  in  den  bei 
den  Brennpunkten  schneiden  und  dessen  Seiten  Einen  Kugelkreis 
berühren. 
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Einen  anderen  analytischen  Beweis  des  Lehrsatzes  21  b.,  wel- 
cher auf  die  verschiedenen  speziellen  Fälle  eingehend  Rücksicht 
nimmt,  veröffentlichte  Herr  Professor  ßaur  an  der  polytechnischen 
Schule  in  Stuttgart  (Cor respondenzblatt  für  die  Gelehrten- 
ood  Realschulen  Württembergs,  1861).  Folgende  Sätze  über 
solche  Curven  auf  den  Flächen,  welche  den  homofokalen  Kegel- 
schnitten in  der  Ebene  entsprechen,  mögen  hier  noch  ihre  Stelle 
finden : 

Wenn  eine  Curve  auf  einer  Fläche  die  Eigenschaft  hat,  dass 
die  Summe  der  von  einem  Punkte  derselben  nach  zwei  festen 
Punkten  der  Fläche  gezogenen  geodätischen  Linien  konstant  ist, 
m  schneiden  die  letzteren  die  Curve  unter  gleichen  Winkeln; 
und  umgekehrt  bilden  die  von  jedem  Punkte  der  Curve  nach  den 
festen  Punkten  gezogenen  geodätischen  Linien  gleiche  Winkel  mit 
der  Curve,  so  ist  ihre  Summe  konstant. 

Auf  einer  Fläche  sind  zwei  feste  Punkte  und  eine  Curve  ge- 
sehen. Wenn  der  Winkel  (nicht  Nebenwinkel,  wie  vorhin),  wel- 
chen die  von  einem  Punkte  der  Curve  nach  den  festen  Punkten 
»exogenen  geodätischen  Radienvektoren  mit  einander  bilden,  von 
der  Curve  halbirt  wird,  so  ist  die  Differenz  dieser  Radien  kon- 
stant und  umgekehrt.  (Analytische  Geometrie  des  Ver-  * 
fassers  S.  75.) 

Diese  Curven  entsprechen  den  homofokalcn  Kegelschnitten  in 
der  Ebene,  nnd  es  ist  namentlich  anzuführen,  dass  die  Krüm- 
mungslinien  des  Ellipsoids  und  zweimantlichen  Hyperboloids  hie- 
ber gehören.  Die  Nabelpunkte  der  Flächen  sind  die  festen  Punkte, 
von  welchen  aus  die  geodätischen  Radienvektoren  gezogen  wer- 
den. Wenden  wir  nun  den  Satz  21  a.  an,  so  bekommen  wir  fol- 
gendes Theorem: 

24.  Lehrsatz.  Zieht  man  nach  zwei  Punkten  einer  Krü'm- 
mangslinte  eines  Ellipsoids  (einmantligen  Hyperboloids)  von  den 
Nabelpunkten  aus  vier  geodätische  Radienvektoren,  so  erhält  man 
4urch  Verlängerung  derselben  ein  vollständiges  geodätisches  Vier- 
eck, von  welchem  zwei  andere  Gegenecken  auf  einer  Krfimmungs- 
üiiie  des  zweiten  Systems  liegen.  , 

Als  Corollare  mögen  noch  zwei  planimetrische  Sätze  ange- 
führt werden ,  die  unmittelbar  aus  21  b.  folgen: 

Zieht  man  nach  zwei  Punkten  auf  dem  Umfange  einer  Ellipse 
vier  Brennstrahlen,  so  erhält  man  durch  Verlängerung  derselben 
eio  vollständiges  Viereck,  von  welchem  zwei  andere  Gegenecken 
auf  einer  homofokalen  Hyperbel  liegen.   In  dieses  Viereck  lässt 
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sich  ein  Kreis  beschreiben,  in  dessen  Mittelpunkt  sieh  die  Tan- 
genten der  Ellipse  und  Hyperbel  in  den  genannten  Eckpunkten 
schneiden. 

Gegeben  ist  eine  Ellipse  und  die  bomofokale  Hyperbel.  Man 
ziehe  von  einem  beliebigen  Punkte  an  beide  Curven  je  zwei  Tan- 
genten, so  sind  die  Berührungspunkte  die  Ecken  eines  Vierecks, 
dessen  Seiten  einen  Kreis  berühren  und  dessen  Gegenseiten  sich 
paarweise  in  den  Brennpunkten  schneiden. 


XIII. 

Neue  Auflösung  der  Gleichungen  des  vierten  Grades 
ohne  Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Die  gegebene  Gleichung  des  vierten  Grades  sei: 
1)    .    .    .    .      a:4  +  ax*  +  bx2  +  cx  \  d  =  0. 
Man  setze: 

x4  +  ax*  +  bx2  -+  cx  -f  d  =  (x2+ px  -f  q)  (x2  -f  pxx  +  qt  )  , 

oder  nach  Entwickelung  des  Products  auf  der  rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichens : 

xA  +  ax*  +  bx2  +  cx  \d 

=  x*  +  p  I  a8+    q   I  x2 

+      I      +PPi        +  9Pi  I  * 

+  9i    I      +P9i  \  +Wi> 
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woraus  sich  zur  Bestimmung  der  Grossen  p,  q  und  pl,  qx  die 
folgenden  Gleichungen  ergeben: 


2) 


P+Pl  = 

7  +  PPi  +  9i  =  b, 

Aus  der  zweiten  und  vierten  dieser  Gleichungen  folgt 
<t  +  9\  =  b—pplf   4qql  =  4d; 

also: 

(9  +      =  <?*  +  2^,  +  y,*=  (6-  pp^, 
folglich  durch  Subtraction : 

(9-?i)2=(£-m)a-4<*> 

»o  dass  man  also  die  beiden  Gleichungen : 

9  +  9i=b—pplf 

—  i  V(6-m)*-~45 

tat,  aas  denen  sich : 
ergiebt. 

Nach  der  dritten  der  vier  Gleichungen  2)  ist  nun  ferner  • 

also  nach  3) : 

2c  =   (b-ppl)pl  ±Pl  V (b-PPl)*-id 
+  (b—ppi)p  TpX  (b -ppi)*—4d, 

woraus  sich: 

*c  =  (b-ppl)(p+fh)  +  (p-pl)  V(b-pPl)*-^id , 
also  nach  der  ersten  der  vier  Gleichungen  2): 

2c=  a(b -ppx)  T  (p-pt)  yfjb^-pprf-id 

oder: 
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4)  .   .  2c-a(6-m)  =  T(p-/>,)V(6-m)»-4rf 

* 

ergiebt. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt: 

(2c-a(6-m)}*  =  (p-pi)«l(6-iPPi)f-4rf|, 

also,  weil 

Pi=a—p,   b-pPl=b—p(a—p),   p—pi  =  2p-a 

ist: 

{ (2c — ab)  +  ap  (a  -  p)  )*  =  (2p — «)*  { [6 — p  (a  —  p)]*  —  4rf  J 
={a*— 4p(o—  ^)||6a-4rf-26^(a-^)+p«(fl-p)*}, 

oder,  wenn  man 

5)  p(a~p)=ppl  —  u 

setzt : 

i(2c-a6)  +  at*)a  =  («*— 4n)  (6*— 4rf— 2A«  +  ti*), 
woraus  sich  nach  leichter  Rechnung  die  Gleichung: 

6)  .  .  ti8—  2ot**  +  (ac  +  o*~ 4rf)t«  +  (c*— o6c  +  a2rf)=0 

ergiebt,  mittelst  welcher  Gleichung  u  bestimmt  werden  muss. 
worauf  man  p  durch  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung  5), 
ferner  p,  mittelst  der  Formel: 

7)  Pi=«-P> 

und  endlich  q,  qt  mittelst  der  Formeln  3)  erhält. 

Für  o=0,  also  für  biquadratische  Gleichungen  von  der  Form 

x*  -f  ax*  -f  cx  +  d  =  0 
nimmt  die  cubische  Gleichung  6)  die  Form 

u*  +  (ac--Ad)u  +  (c*  +  a*d)=Q  - 

an,  so  dass  also  das  zweite  Glied  schon  in  ihr  fehlt. 

Durch  Auflosung  der  Gleichung  5)  ergiebt  sich  leicht: 

|  p  =4a±V^^, 

8)  ....    •       i  M  rm  —  

wo  keine  Beziehung  zwischen  den  Zeichen  in  diesen  und  den 
Zeichen  in  den  obigen  Formeln  Statt  findet. 
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Die  Ausdrücke  von  2q,  2?,  in  3)  steift  man  am  Besten  auf 
folgende  Art  dar: 

(  2o,  =  o  —  uT  V(6— ti)*— 4tf. 

Wenn  man 

10)  ...   .   r  =  ia*  — «,  also  n  =  fa2  — r 

«kt,  «o  lässt  sich  die  Gleichung  6),  wie  man  leicht  findet,  auf 
folgende  Art  darstellen : 

iV-  la*b+la*(ac  +  6*— 4d)  +  (c»— a6c  +  a*d) 
—  I  Aa«  -      +  («rc  +  6*— 4rf) }  p 

-t>3 

*lw,  weil,  wie  man  leicht  findet, 

Aa*  —       +  ia*(ac+6a— 4rf)  +  (c«— abc  +  a*d) 

=  (Ja8— iao  +  c)* 

*t,  anf  folgende  Art : 

r»—  (^«*— 26)  t>»  i 
+  IAa4— fl26+(ac  +  oa-4rf)}p  |  =0, 

"  da«s  also  diese  Gleichung,  deren  letztes  Glied  negativ  ist, 
romer  mindestens  eine  reelle  positive  Wurzel  hat*);  und  wegen 
k  Formel  10)  rauss  also  die  Gleichung  6)  immer  mindestens 
•ine  reelle,  von  jetzt  an  durch  u  zu  bezeichnende  Wurzel  haben, 
»eiche  die  Grösse  Ja»-ti  positiv,  nach  8)  also  die  Grössen 
hh  reell  liefert.  Wegen  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichung 

|2c-.a(6-Wl)}»  =  (p-.^l)2|(6-m)2_4d) 

{ 2c  -  a  (b — u)  }*  =  4  (Ja«— w)  { (6  -  «)»  -  4rf| 
*  also  auch  die  Grösse 

(6_„)«_4rf 

Nw,  ond  die  Formeln  9)  liefern  auch  för  q  und  qt  reelle  Werthe. 
*)  M.  •.  die  Anmerkung  am  Ende. 

TWil  XXXIX.  14 
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Es  fragt  «ich  nun  bloss  noch,  wie  man  im  Obigen  die  Zei 
eben  zu  nehmen  hat,  worüber  sich  nach  folgenden  Kegeln  em 
scheiden  Iftsst. 

Die  Gleichung  4)  kann  auf  folgende  Art  geschrieben  werder 
11)  .  .  .  2c-a(6-ti)  =  T(/>—  ft)V (6-tt)4-4W, 

und  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  in  dieser  un 
den  beiden  folgenden  Gleichungen  auf  einander  ist  nach  9) : 

!<2q  =6-u±V^(6-«)2-4rf, 
2r7l=6-M  T  V  (6-w)*-4,/. 

fliramt  man  nun  in  den  Formeln  8)  die  oberen  Zeichen  und  set: 
demzufolge : 

t  p  =  ia  +  V*o*-u, 

also : 

14)  p-p,=2Vl^tt2, 

so  ISsst  sich  mittelst  der  Gleichung  1))  immer  entscheiden,  welci 
Zeichen  in  den  Formeln  12)  genommen  werden  müssen.  Dassel! 
ist  der  Fall,  wenn  man  in  den  Formeln  8)  die  unteren  Zeich« 
nimmt,  und  demzufolge 

13*)    ....      j   _ 

also : 

14*)  p-p,=-2  W-u* 

setzt.  Dass  aber  beide  Auflösungen  im  Wesentlichen  in  eil 
zusammenfallen»  ist  klar.  Hat  man  auf  diese  Weise  die  reell 
Werthe  von  p,  q  und  pl9  qx  ganz  unzweideutig  bestimmt,  so  < 
hält  man  durch  Auflösung  der  beiden  quadratischen  Gleichlinge 

Sx*  +p.v  -f  q  =0, 
**  +  />i*+9i=° 
die  vier  Wurzeln  der  aufzulösenden  Gleichung  des  vierten  Grad< 

Bei  den  gewöhnlichen  Auflösungen  der  Gleichungen  des  vi« 
ten  Grades  durch  Zerlegung  der  Function  der  Gleichung  in  zv 
quadratische  Factoren  wird  angenommen,  dass  aus  der  Gleichu 
das  zweite  Glied  weggeschafft  sei,  was  bei  der  vorstehenden  A 
lösung  nicht  erforderlich  ist. 


Digitized  by  Google 


- 


ohne  Wegscäaffimg  des  zweiten  Gliedes. 


203 


Anmerkung. 


Oer  oben  angewandte  Satz,  dass  jede  Gleichung,  deren 
letztes  Glied  negativ  ist,  mindestens  eine  reelle  po- 
sitive Wurzel  haben  muss,  kann  leicht  auf  folgende  Art 
bewiesen  werden. 

Die  gegebene  Gleichung  sei : 

a*  +  a^-1  -f-  a^r"-4  + .. ..  -f  o»_ia:-f  a«  =  0 

der,  wenn 

f{x)  =  x*  +  axx*-1  +  a%x*~*  +  ....  -f  an-\x  +  a* 
gewtit  wird, 


Fir  jr  =  0  ist  f[0)=zan,  also  f(0)  negativ,  weil  an  als  negativ 
roraasgesetzt  wird ;  und  weil  nun 


W,  so  ist  offenbar  /^x)  =  -f  oo;  da  also  /][0)  und  /T(oo)  entge- 
je^wetzte  Vorzeichen  haben,  so  hat  die  gegebene  Gleichung 
»fenbar  mindestens  eine  reelle  Wurzel  zwischen  0  und  oo,  die 


fix)  =  0. 


■w  oar  positiv  sein  kann. 


♦ 
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XIV. 

Untersuchungen  über  die  Theorie  der  Linien  auf  < 

Flächen. 

Von 

Herrn  Doctor  O.  Böhlen , 

in  Sulz  a.  X.  im  Königreich  Würtctnberg. 


§.  1. 

Wir  ziehen  in  einem  Pnnkt  «  auf  einer  Fläche  die  Norm 
und  parallel  mit  derselben  durch  den  Mittelpunkt  einer  Ku« 
deren  Halbmesser  gleich  Eins,  eine  Gerade,  welche  die  Ku< 
fläche  in  A  trifft,  so  haben  wir  zu  ei  entsprechende  Pum 
«  und  A,  wovon  der  eine  auf  der  beliebig  angenommenen  Fläc 
liegt  und  der  andere  auf  der  Kugel.  Durch  Fortsetzung  die» 
Verfahrens  lässt  sich  zu  jeder  Linie  oder  Figur  auf  der  Fläc 
eine  entsprechende  auf  der  Kugel  konstruiren,  welche  man  < 
ein  Bild  davon  betrachten  kann.  Wir  brauchen  zu  diesem  Zwee 
bloss  durch  alle  Punkte  der  gegebenen  Linie  oder  Figur  dieX* 
malen  der  Fläche  zu  ziehen,  und  parallel  mit  jeder  Normale  ein 
Kugelhalbmesser,  deren  Endpunkte  sofort  die  korrespoodireo 
sphärische  Figur  bilden  werden.  Gauss  hat  diese  Methode?« 
nen  Untersuchungen  über  die  Flächen  zu  Grunde  gelegt,  und  j 
»  langte  so  zu  folgenden  Theoremen,  welche  ganz  geeignet  sin 
den  Werth  derselben  zu  zeigen: 

Einem  unendlich  kleinen  Kreis  (oder  Dreieck)  auf  der  Fläcl 
entspricht  ein  ebenfalls  unendlich  kleiner  Kreis  oder  ein  Drei« 
auf  der  Kugel;  das  Verhältniss  des  Inhalts  beider  Kreise  od* 

Dreiecke  ist  gleich  o"™;  R  und  R'  sind  die  Hauptkrummao* 
halbmesser  der  Fläche  in  dem  gegebenen  Punkte. 

Indem  hierauf  Gauss  das  Produkt  ausdrückt  als  eii 

^Funktion  von  zwei  beliebigen  Variabelen ,  von  welchen  die  p 
wohnlichen  Coordinaten  der  Fläche  ar,  y,  t  ebenfalls  als  Fo»^ 
nen  betrachtet  werden,  schliesst  er  weiter,  da  das  Element  d 
einer  beliebigen  Linie  auf  der  Fläche  sich  als  eine  Funktion  <k 
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Variabelen  darstellen  lässt,  dass  die  beiden  Grössen 

und  ds  zugleich  konstant  und  zugleich  veränderlich  sind. 

Di  duo  ds  konstant  bleibt,  wenn  die  gegebene  Fläche  beliebig 
gebogen  wird,  ohne  Dehnung  oder  Pressung,  so  findet  dasselbe 

uco  bei  dem  Produkte  -j^-jg  statt.   Es  fällt  hier  sogleich  in  die 

Aogeo,  dass  bei  einer  Flächenbiegung  auch  jede  andere  Grösse, 
1 

*****  Tut"  toD8tant  bleiben  muss,  welche  als  Funktion  jener 
Variablen  sich  darstellen  Ifisst. 

Der  dritte  Satz  endlich,  der  aus  der  Anwendung  der  Gauss'- 
«ben  Metbode  hervorging,  bezieht  sich  auf  die  Winkelsurame  in 
einem  geodätischen  Dreieck  (Polygon)  auf  einer  Fläche;  dieselbe 
*t  gleich  derjenigen  des  entsprechenden  sphärischen  Dreiecks 
falygona). 

Dies«  sind  die  drei  wichtigsten  Sätze  der  Disquisi  tiones 
tirca  superfici  es  curvas,  und  werden  genügen,  uro  die  Frucht- 
arkeit  des  Gedankens  zu  zeigen,  welcher  ihnen  zu  Grunde  liegt. 
Kao  gewinnt  auf  diesem  Wege  ein  Mitte),  Eigenschaften  der 
Laien  auf  den  Flächen  zu  entdecken  durch  Betrachtung  der  viel 
lafecberen  sphärischen  Curven,  welche  Eigenschaften  ohne  Hülfe 

letzteren  wohl  schwer  zu  erkennen  sein  würden.  Die  folgende 
»ine  Sammlung  von  Beispielen  soll  die  Anwendung  des  Gauss'- 
»beii  Prinzips  in  dieser  Richtung  zeigen.*) 

I 

1  §.  2. 

•eber  einige  Allgemeine  Beziehungen  zwischen  den 
«inten  auf  den  Flächen  und  den  korrespondirenden 

sphärischen  Curven. 

Zunächst  mögen  einige  allgemeine  Relationen  angegeben  wer- 
*>  welche  zwischen  einer  beliebigen  Linie  oder  mehreren  auf 
**f  Fläche  und  den  entsprechenden  sphärischen  Curven  statt- 
Kien.  Wenn  wir  durch  alle  Punkte  einer  solchen  Linie  die  Flä- 
«t>- Normalen  ziehen,  und  mit  jeder  Normale  einen  parallelen 

*)  Ich  habe  die  vorstehenden  Sätze  natürlich  ganz  mit  den  eigenen 
J»iea  des  Herrn  Verfassen  gegeben,  bitte  jedoch  ausser  der  berühmten 
IWundlung  von  Gauss  namentlich  auch  ineine  Sphäroidische  Tri« 
ftuaetrie.  Berlin  1833.  4°.  Fünf tes  Kapitel.,  insbesondere 
>*■  des  dritten  Satzes  §.88.  S.  274.,  zu  vergleichen.  —  ,, Sphärische» 
(Polygon)*1  kann  hier  natürlich  nicht  im  gewöhnlichen  Sinne 
werden.  G. 
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Kugel balbraesser,  so  bilden  die  Endpunkte  der  letsteren  auf  de 
Kugel  die  entsprechende  sphärische  Curve. 

1.  Schneiden  sich  mehrere  Linien  auf  einer  Fläch 
in  Einem  Punkte,  so  werden  sich  auch  die  ihnen  ent 
sprechenden  sphärischen  Curven  in  Einem  Punkt 
schneiden,  lo  dem  Durchschnittspunkte  auf  der  Fläche  läss 
sich  nur  Eine  Flächen-Normale  ziehen  (ausgezeichnete  Punkte  de 
Flächen,  wie  Spitzen  u.s.f.,  welche  mehrere  Normalen  zulassen,  b< 
rücksichtigen  wir  nicht),  also  entspricht  derselben  nur  Ein  na 
ralleler  Kugelbalbmesser. 

et  und  «'  seien  zwei  unendlich  nahe  Punkte  einer  Linie  ac 
der  Fläche,  und  A  und  A'  die  entsprechenden  Punkte  der  Küpe 
deren  Mittelpunkt  O  ist.  Da  die  Normalen  in  et  und  et*  parallel  sin 
den  Halbmessern  OA  und  OA',  so  stehen  die  Tangential-Ebeae 
der  Fläche  in  a  und  a'  senkrecht  auf  OA  und  OA',  mithin  ü 
die  Durchschnittslinie  dieser  Tangential -Ebenen,  oder  die  kor 
jugirte  Tangent e  des  Elements  ««',  senkrecht  auf  der  Eben 
OAA'.  AA'  ist  eine  Tangente  der  entsprechenden  sphärische 
Curve;  wir  schliefen  somit: 

2.  Die  konjugirten  Tangenten  einer  Linie  auf  de 
Fläche  stehen  senkrecht  auf  den  Ebenen  der  die  sphä 
rischeCurve  in  den  entsprechenden  Punkten  be röhrer 
den  grüssten  Kreise. 

Wenn  sich  zwei  Linien  auf  der  Fläche  berühren ,  so  bab< 
sie  ein  Element  etet'  gemeinschaftlich,  somit  haben  sie  auch  d 
diesem  Element  konjugirte  Tangente  gemein ;  also  fallen  die  z* 
grCssten  Kreise,  welche  die  sphärischen  Curven  in  den  entspr 
chenden  Punkten  A  und  A'  berühren,  zusammen;  diese  Cum 
haben  demnach  auch  das  Element  AA'  gemein,  d.h.  sie  berühren  sie 

Findet  bei  zwei  Linien  auf  der  Fläche  eine  Berührung  zw« 
ter  Ordnung  statt,  so  haben  sie  drei  auf  einander  folgende  Punk 
er,  a',  a"  oder  zwei  Elemente  aa'  und  a'a"  gemein;  somit  sii 
auch  die  konjugirten  Tangenten  dieser  Elemente  beiden  CurTi 
gemeinschaftlich.  Die  grüssten  Kreise,  welche  die  sphärisch* 
Curven  berühren,  gehen  durch  die  entsprechenden  Punkte  A,  . 
und  AN9  also  haben  diese  Curven  drei  Punkte  oder  zwei  auf  ei 
ander  folgende  Elemente  gemein,  und  berühren  sich  ebenfalls 
der  zweiten  Ordnung. 

Die  gleiche  Schlussweise  lässt  sich  auf  den  Fall  ausdehne 
wenn  die  gegebenen  Linien  auf  der  Fläche  eine  Berührung  dritt' 
vierter  Ordnung  haben.    Wir  folgern  hieraus  : 
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3.  Wenu  sich  zwei  Linien  auf  einer  Fliehe  berüh- 
re!, so  berühren  sich  auch  die  entsprechenden  sphä- 
rischen Curven,  and  zwar  ist  die  Osculation  in  beiden 
Berührungspunkten  von  derselben  Ordnung. 

Aas  2.  folgt  unmittelbar: 

4.  Wenn  sich  zwei  oder  mehrere  Linien  in  einem 
Punkte  auf  einer  Fläche  schneiden,  so  sind  die  Win- 
kel zwischen  ihren  konjugirten  Tangenten  in  diesem 
Punkte  gleich  den  Winkeln  zwischen  den  ent sp re- 
denden sphärischen  Curven  in  ihrem  Durchschnitts- 

pookte. 

Mao  ziehe  in  einem  Kegelschnitt  vier  beliebige  Halbmesser 
u,f,  y,  d;  ferner  die  ihnen  konjugirten  Semidiameter  a,  ff,  e,  &; 
die  Winkel  zwischen  zweien  dieser  Linien,  z.B.  zwischen  a  und 
f,  bezeichnen  wir  mit  (aß),  so  findet,  nach  einem  bekannten  Satze, 
die  Gleichheit  folgender  Doppel  Verhältnisse  statt: 

sin  (ay)  sin  (at) 

sin(0y)  sin(&e) 


sin  (ad)  sin(at>)  9 

sin  (/?<$)  sin(D&) 

sin  (aß)  sin  (oft) 

sin  (yß)  sin  (eff) 

sin  (aö)  sin(fifc)  ' 

sin  (yd)  iuT(c&) 

sin  (aß)  sin(gfr) 

sin  (off)  _    sin  (SS) 

sin  (ay)  ~~    sin  (cc) 

sin(dy)  sin  (oc) 

"ir  nehmen  nun  einen  beliebigen  Punkt  m  auf  einer  Fläche, 
tastniiren  die  Tangential-Ebene,  und  in  derselben  einen  Kegel- 
«choitt ,  dessen  Mittelpunkt  m,  dessen  Axen  mit  den  Tangenten 
Krfimmungslinien  in  m  zusammenfallen  und  den  Grössen 
VÄimdVÄ'  proportional  sind.  Die  Gleichung  dieses  Kegelschnitts 
»apin  nennt  ihn  die  indicatrice)  ist: 

^rselbe  ist  bei  gleichartig  gekrümmten  Flächen  eine  Ellipse,  bei 
gleichartig  gekrümmten  eine  Hyperbel ;  und  hat  die  Eigenschaft, 
4**s  je  zwei  seiner  konjugirten  Durchmesser  mit  zwei  konjugirten 
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Tangenten  der  Fläche  im  Punkte  m  zusammenfallen.  Wenn  als 
a,  ß,  y»  &  vier  beliebige  Tangenten  der  Fläche  sind,  und  a,  6,  c, 
ihre  konjugirten  Tangenten,  so  finden  zwischen  den  Winkeln  (aß 
(«y)>  (ab)....  die  Relationen  5.  statt.  Sind  ferner  «,  y  &  °** 
Tangenten  von  vier  Linien,  welche  durch  den  Punkt  m  auf  de 
Fläche  gehen,  so  sind  die  Ebenen  der  grossten  Kreise,  welch 
diesen  Linien  auf  der  Kugel  entsprechen ,  beziehungsweise  senk 
recht  auf  den  konjugirten  Tangenten  «,  b,  c,  ö  (nach  2.),  michi 
finden  unsere  Gleichungen  auch  statt,  wenn  statt  der  Richtung«? 
a,  b,  c,  t  die  Tangenten  A,  B,  C,  D  der  genannten  grösstei 
Kreise  gesetzt  werden,  welche  durch  den  Punkt  M  auf  der  Kuge 
gehen,  der  dem  Punkte  m  auf  der  Fläche  entspricht.  Bezeichne* 
wir  somit  analog  die  Winkel  zwischen  A  und  B  mit  (A3)  n.s.f. 
so  bestehen  folgende  Relationen: 

sin(cy) 

»in  (fr) 
sin  (er <5) 

sin(/3d) 

welche  diesen  Satz  enthalten: 

5.  Zieht  man  durch  einen  Punkt  einerFläche  belie- 
bige Linien,  und  konstruirt  auf  der  Kugel  die  entspre- 
chenden sphärischen  Curven,  so  sind  die  Doppelver- 
hältnisse der  Sinus  von  je  vier  Winkeln  zwischen  den 
Linien  auf  der  Fläche  gleich  den  Doppel  Verhältnissen 
der  Sinus  von  den  vier  Winkeln  zwischen  den  entspre- 
chenden sphärischen  Curven. 

a  und  a'  seien  zwei  unendlich  nahe  Punkte  einer  Krunimaogs- 
linie  auf  der  Fläche,  A  und  A'  die  entsprechenden  Punkte  der 
Kugel.  Die  durch  «  und  a!  gehenden  Normalen  der  Fläche 
schneiden  sich  und  liegen  somit  in  Einer  Ebene,  welche  auch 
die  Tangente  der  Krüramungslinie,  d.  h.  das  Element  acr'  enthält 
und  der  Ebene  AOA'  bei  der  Kugel  parallel x ist.  Da  zugleich  die 
Tangential- Ebenen  der  Fläche  in  den  entsprechenden  Punkten  a 
und  A  parallel  sind,  so  müssen  es  auch  die  Elemente  «o7  und 
AA'  sein. 

6.  Die  Tangenten  einer  Krummungslinie  auf  eioer 
Fläche  sind  parallel  den  Tangenten  der  entsprechenden 
sphärischen  Curve. 

Wenn  die  Tangenten  von  zwei  gewundenen  Curven  in  je  zwei 
entsprechenden  Punkten  einander  parallel  sind,  so  sind  auch  ihre 
Contingenzwinkel  (Winkel  zwischen  zwei  auf  einander  folgeoden 


sm(AC) 

'1»<*CL    u.s.  f., 


sin  (AD) 
sin  (BD) 
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Elementen)  einander  gleich,  ihre  Osculations-Ebcnen  (Ebenen  von 
zwei  auf  einander  folgenden  Elementen)  sind  parallel;  mithin  sind 
auch  die  Osculationswinkel  (Winkel  zwischen  zwei  auf  einander 
folgenden  Oscolations- Ebenen)  einander  gleich.  Wir  schliessen 
demnach  weiter: 

7.  Die  Contingenzwi nkel  einer  Krümmungslinie 
auf  einer  Fläche  sind  denjenigen  der  entsprechenden 
sphärischen  Curve  gleich.  Die  Osculations-Ebenen 
der  Krümraungsl  in  ic  und  der  sphärischen  Curve  sind 
einander  parallel. 

Der  Hauptkrümmungshalbmesser  einer  Curve  ist  gleich  dem 
Element  derselben,  dividirt  durch  den  Contingenzwinkel.  Der 
Torsionshalbmesser  ist  gleich  diesem  Element,  dividirt  durch  den 
Oscolationswinkel. 

t 

8.  Die  beiden  Hauptkrümmungshalbmesser  sowohl 
als  auch  die  Torsionshalbmesser  einer  Krflromungs* 
Ii  nie  auf  einer  Fläche  und  der  entsprechenden  sphäri- 
schen Curve  verhalten  sich  wie  die  Elemente  beider 
in  entsprechenden  Punkten. 

Wir  ziehen  die  Normalen  der  Fläche  in  zwei  Punkten  «  und 
deiner  Krümmungsünie;  A  und  A'  sind  die  entsprechenden  Punkte 
der  sphärischen  Curve,  Oist  der  Mittelpunkt  der  Kugel,  R  der  Eine 
Haaptkrümmnngshalbroesser  der  Flache,  welche  der  genannten 
kiummungsiinie  entspricht,  also: 

_    au'  cttt' 
K-  ÄU^—AÄ' 

9.  Der  Hauptkrümmungshalbmesser  der  Fläche, 
welcher  einer  Krümmungslinie  entspricht,  ist  gleich 
dem  Elemente  derselben  dividirt  durch  das  Element 
der  entsprechenden  sphärischen  Curve. 

aa"  sei  ein  Element  der  anderen  durch  o  gehenden  Krümmungs- 
linie,  and  AA"  das  entsprechende  Element  der  sphärischen  Curve; 
«*  ist  auch,  wenn  W  der  andere  Hauptkrümmungshalbmesser  der 
Hache  ist,  in  a: 

R>  —  — 
—  AA"1 

aUo: 

_J  AA'.AA" 

R.R'  ~"  aaf.aa»  ' 
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Nun  ist  der  Bruch  rechts  offenbar  das  Verhältniss  je  eines 
Flächen-Elements  auf  der  Kugel  zu  dem  entsprechenden  Flächen 
Element  der  Fläche,  oder  nach  Gauss  das  Krümmungsmass 
(meosura  curvaturae).  Wir  haben  somit,  aber  auf  anderem  Wege, 
den  Gaussschen  Satz  bewiesen :  das  Krüramungsraass  ist 
l 

Wir  können  in  der  Gleichung: 

1  AA'.AA" 
R.R'~~    aa'  .aa" 

AA'.AA"  =zQonst.  setzen,  oder,  was  dasselbe  ist,  annehmen,  dass 
die  Kugel  in  gleiche  Elemente  eingetheilt  sei,  so  ist: 

R.R'  =  «a'.aa".  const. 

und  durch  Integration: 

fR.R'z=  const.  / aa'.aa"  +  const. 

Der    Ausdruck    rechts   gibt  die    Complanation   der  gegebenen 
Fläche,  mithin  hängt  dieselbe  von  der  Integration  f  R.R'  ab  (Bor- 
chard:  Quadrature  d e* fin ie  des  surfaces  cour bes.  Liou 
ville  1854.    XIX.  S.  369.) 

Wir  ziehen  durch  a'  eine  weitere  Krümmungslinie  auf  der 
Fläche  parallel  aa"  und  durch  an  eine  vierte  Krümmungslinie 
parallel  aa',  dadurch  entsteht  das  unendlich  kleine  Krümmung* 
linien-Viereck  aa'ama',9  welches  rechtwinklig  ist.  Demselben  ent- 
spricht auf  der  Kugel  ein  ebenfalls  rechtwinkliges  Viereck AA'AmAa. 
Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  können  wir  auf  der  Fläche 
ein  Netz  von  unendlich  kleinen  Rechtecken  aus  Krfimmungslinien 
ausbreiten,  welchem  auf  der  Kugel  ein  Netz  von  ebenso  vielen 
Rechtecken  entsprechen  wird.  Ferner  können  wir  annehmen, 
dass  die  Kugelrechtecke  einander  gleich  sind,  dann  folgt  aus  Her 
vorigen  Gleichung,  das*,  wenn  die  Fläche  der  Differenzial-Glei- 
chung 

=  const. 

entspricht,  auch  die  Krömmungslinienrechteckeauf  ihr  einander  gleich 
sind,  woraus  man  sogleich  schliesst,  dass  die  Fläche  sich  auf 
der  Kugel  abbilden  lässt.    Wir  haben  also  nachstehenden  Satz: 

10.  Wenn  bei  einer  Fläche  das  Krummu ngsmass  £~g* 
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konstant  ist  für  jeden  ihrer  Punkte,  so  lässt  sie  sich 
auf  einer  Kugel  abbilden. 

Solcher  Flächen  gibt  es  unendlich  viele,  worunter  aber  die 
Ebeoe  nicht  begriffen  ist.  Die  einfachste  derartige  Fläche  ent- 
steht durch  Drehung  einer  Curve  um  eine  Axe  in  ihrer  Ebene, 
welche  der  Gleichung  entspricht: 

=  const. 


71. p 

n  ist  das  Stuck  der  Normale  zwischen  der  Curve  und  der  Dre- 
hungsaxe,  q  der  Krümmungshalbmesser  der  Curve.  Die  beiden 
Hauptkrümmungshalbmesser  der  entstandenen  Drehungsfläche,  12 
and  R\  sind  gleich  n  und  o,  also  ist  auch 

jjjg,  =  const. 
1 

Hat  man  zwei  Flächen,  wo   7T5>  =  const,  so  lassen  sie  sich 

beide  auf  einer  Kugel,  mithin  lassen  sie  sich  auch  auf  einander 
abbilden. 

Wir  nehmen  nun  eiue  zweite  Fläche  an,  deren  Hauptkrüm- 
mungshalbmesser mit  Rß  und  R'ß  bezeichnet  werden  sollen,  kon- 
»tTüiren  nach  dem  Obigen  ein  Netz  von  Krümmungslinienrecht- 
ecken ßß'ß^ß",  welchem  auf  <ler  Kugel  ein  Netz  von  unendlich 
kleinen  Rechtecken  BB'BmB"  entspricht,  die  wir  noch  unter  sich 
and  den  Rechtecken  AÄAmAn  gleich  annehmen.  Wir  haben  nun 
«Tie  Relation: 

1         BB\ BB"_  _  AA'.AA" 

Bß.R'ß-    ßß'.ßß"    ~  ßß'.ßß"  ' 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  früheren 

_J  AA'.AA" 

R.II  —  aa'.aa" 

folgt: 

au4, au" : ßß'.  ßß"  =  R.R':  RßR'ß. 

Hierin  ist  folgender  Satz  enthalten: 

11.  Wenn  zwei  beliebige  Flächen  so  aufeinander 
bezogen  werden,  dass  in  je  zwei  korrospon direnden 
Punkten  die  Flächen-Normalen  parallel  sind,  so  ver- 
halten sich  io  diesen  Punkten  die  Flächen-Elemente 
wie  die  Produkte  der  Hauptkrümmungshalbmesser. 
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In  dem  speziellen  Fall ,  wenn  beide  Flüchen  der  Bedingung 
genügen,  dass  fär  je  zwei  korrespondirende  Punkte  derselben 

1  1 


RR'  —Rß.R'ß 

ist,  muss  auch 

<*«'.««"  =  ßß'.ßß» 

sein ;  jedem  Rechtecke  des  Netzes  auf  der  ersten  Fläche  entspricht 
ein  gleich  grosses  Rechteck  des  Netzes  auf  der  zweiten  Fläche; 
somit  lässt  sich  die  eine  auf  der  andern  abbilden;  hiermit  wäre 
der  zweite  Satz  von  Gauss  bewiesen: 

Wenn  bei  zwei  Flächen  das  Krümmu ngsrnass  g^rc 

in  je  zwei  korrespondirenden  Punkten  gleich  ist,  so 
lassen  sie  sich  aufeinander  abbilden. 

Der  Gauss' sehe  Beweis  gründet  sich  auf  einen  allgemeinen 

Ausdruck  von  o  >£'  mittelst  der  eben  genannten  zwei  Variabelen, 

welcher  aber  so  komplizirt  ist,  dass  er  in  seiner  ursprünglichen 
Form  bis  jetzt  noch  keine  weitere  Anwendung  fand.  Andere  (ana- 
lytische) Beweise  desselben  Satzes  von  Bertrand,  Puiseux 
und  Liou ville  Gndet  man  bei  Monge,  Application  de  1' Ana- 
lyse ä  la  Ge'ome'trie,  5me  ed.  IVme  Note  de  M.Lio uville, 

wo  der  Letztere  auch  einfachere  Ausdrücke  für  "gjp  gegeben  hat 

a  und  a'  sind  zwei  unendlich  nahe  Punkte  auf  einer  Fläche, 
a  und  a'  sind  die  korrespondirenden  Punkte  auf  einer  anderen 
fläche  (nicht  auf  einer  Kugel);  die  Normalen  der  Flächen  in  u 
und  a  sind  einander  parallel,  wie  auch  diejenigen  in  er*  und  a'. 
Die  beiden  Ebenen,  welche  die  erste  Fläche  in  a  und  a'  berühren, 
sind  also  auch  den  Tangential -Ebenen  der  zweiten  Fläche  in  a 
und  a'  parallel,  mitbin  ist  auch  der  Durchschnitt  des  ersten  Paa 
res  von  Ebenen,  oder  die  konjugirte  Tangente  des  Elements  aa', 
parallel  dem  Durchschnitt  der  beiden  anderen  Tangential-Ebenen, 
oder  der  konjugirten  Tangente  des  Elements  aa'.  Hieraus  folgt 
der  allgemeine  Satz: 

12.  Wenn  zwei  Li  n  ien  auf  zwei  beliebigen  FJächcn 
in  einer  solchen  Beziehung  zu  einander  stehen,  das* 
die  Flächen-Normalen  in  je  zwei  entsprechenden 
Punkten  beiderLinien  einander  parallel  sind,  so  sind 
in  diesen  Punkten  auch  die  konjugirten  Tangenten 
der  Linien  unter  sich  parallel. 
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Wir  bezeichnen  das  Element  aa1  mit  da  und  aa*  mit  ds;  der 
Winkel,  welchen  die  Normalen  der  ersten  Fläche  in  «  und  a!  mit 
einander  bilden,  ist  gleich  a>,  so  ist  derjenige  zwischen  den  Nor- 
malen  der  zweiten  Fläche  in  a  und  a'  auch  gleich  a>;  <p  ist  der 
Winkel  zwischen  den  konjugirten  Tangenten  in  a;  f  der  Winkel 
zwischen  den  konjugirten  Tangenten  in  a;  g  und  r  sind  die  Krüm- 
mungshalbmesser der  Normalschnitte  der  Flächen,  welche  durch 
die  Elemente  aa*  und  aa'  gehen ;  £  und  d  sind  die  Poldistanzen 
dieser  Elemente  (wenn  man  die  Gerade  zieht,  welche  auf  den 
Fliehen •  Normalen  von  a  und  a*  zugleich  senkrecht  steht,  so  ist 
der  Punkt,  wo  sie  die  erste  Flächen-Normale  trifft,  der  Pol  des 
Elements  aa'  und  die  Entfernung  des  Pols  bis  'zum  Punkt  «  die 
Poldistanz  von  aa').    Wir  haben  nun  folgende  Gleichungen: 

S  =  ifa.sinqp.cotgo),      d  =  ds.  sin  /\cotg  cd; 
d<P:ds2  =  gd:rd. 

13.  Bei  den  in  12.  genannten  Linien  verhalten  sich 
die  Quadrate  zweier  entsprechenden  Elemente  wie 
die  Produkte  aus  den  Poldistanzen  dieser  Elemente 
and  der  Krümmungshalbmesser  von  den  durch  sie  ge- 
henden Normalschnitten  der  Fläche.  Spezielle  Fälle  die- 
ses allgemeinen  Satzes  sind  folgende: 

Die  Eine  dieser  Linien  ist  eine  Krümmungslinie  der  Fläche, 
so  ist  r  =  d  =  Rß  =  dem  derselben  entsprechenden  Hauptkrüm- 
mangshalbmesser  der  Fläche,  also: 

da:ds=  VoöiRp. 

Die  Eine  der  Linien  liegt  auf  einer  Kugel,  deren  Halbmesser 
=  1,  so  ist  r  =  d  =  1 ,  also : 

14.  Wenn  man  nach  der  Gauss'schen  Methode  zu 
einer  beliebigen  Linie  auf  einer  Fläche  die  entspre- 
chende sphärische  Curve  konstruirt,  so  ist  das  Ver- 
bältniss  derElemente  beider  Li ni e n  in  en tsprec henden 
Punkten  gleich  der  Wurzel  aus  dem  Produkt  der  Pol- 
distanz des  Elements  der  ersten  Linie  und  des  Krüm- 
mungshalbmessers von  dem  durch  dieses  Element  ge- 
henden Normalschnitte  der  Fläche. 


■ 
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Wenn  die  erstere  der  genannten  Linien  eine  Krümmongs- 
linie,  die  andere  eine  sphärische  Curve  ist,  so  folgt  aus  unserer 
Proportion : 

da:ds  =  RA, 


welche«  der  Satz  9.  ist. 


$.  3. 

Die  Linien  des  Systems  (a). 

Wenn  wir  die  Eigenschaften  der  Linien  auf  den  Flächen  durch 
Betrachtung  der  korrespondirenden  sphärischen  Curven  untersu- 
chen, so  beginnen  wir  am  besten  mit  solchen  Linien,  welchen  die 
einfachsten  sphärischen  Curven,  also  grüsste  Kreise,  entsprechen. 
Ist  nämlich  auf  einer  Fläche  eine  Linie  gegeben  von  der  Art, 
dass  die  Normalen  der  Fläche,  welche  durch  die  einzelnen 
Punkte  dieser  Linie  gezogen  werden,  Einer  Ebene  parallel  sind, 
so  Hegen  die  parallel  gezogenen  Kugelhalbmesser  auch  in  Einer 
Ebene,  und  treffen  somit  die  Kugel  in  einem  grössten  Kreis. 
Solche  Linien  auf  den  Flächen  nun,  welchen  ein 
grGsster  Kreis  entspricht,  nennen  wir  Linien  des  Sy- 
stems (a),  oder  kurz  Linien  (a).  Sie  haben  folgende  Eigen- 
schaften : 

15.  Die  Ta ngential -Ebenen  der  Linien  des  Sy- 
stems (a)  bilden  einen  Cylinder,  dessen  Erzeugende 
auf  derEbene  des  grossten  Kreises  senkrecht  stehen. 

Jede  Tangente  einer  Linie  (a)  und  die  durch  den  Berüh- 
rungspunkt gehende  Erzeugende  des  C\  linders  sind  konjugirte 

Tangenten  der  Fläche. 

■ 

16.  Die  konjugirten  Tangenten  der  Linien  des  Sy- 
stems (o)  sind  unter  einander  parallel  und  senkrecht 
auf  der  Ebene  des  der  Linie  entsprechenden  grössten 
Kreises  der  Kugel. 

Da  alle  Flächen-Normalen,  welche  durch  die  einzelnen  Punkte 
einer  Linie  (a)  geben,  Einer  Ebene  parallel  sind,  so  stehen  auch 
die  Geraden,  welche  zwei  aufeinander  folgende  Normalen  senkrecht 
treffen,  und  mithin  die  kürzeste  Entfernung  dieser  Normalen  angeben, 
auf  jener  Ebene  senkrecht,  und  sind  folglich  unter  einander  parallel. 
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17.  Die  Geraden,  welche  die  kürzeste  Entfernung 
zwischen  je  zwei  auf  einander  folgend en  Flächen- Nor- 
malen einer  Liniedes  Systems  (a)  angeben,  sind  unter 
einander  parallel,  und  stehen,  wie  die  Erzengenden 
des  Cylinders,  der  die  Fläche  in  der  Linie  (a)  berührt, 
anf  der  Ebene  des  entsprechenden  grössten  Kreises 
senkrecht. 

18.  Zieht  man  durch  einen  Punkt  einer  Fläche  vier 
beliebige  Linien  (a)  und  konstruirt  die  entsprechenden 
grössten  Kreise  auf  der  Kugel,  so  sind  die  Doppelver- 
hältnisse der  Sinus  von  je  vier  Winkeln,  welche  die 
Linien  («)  in  ihrem  gemeinsamen  Sehn ittp unkt  mit  ein- 
ander bilden,  gleich  den  Doppelverhältnissen  der  Sinus 
der  entsprechenden  vier  Winkel,  welche  die  grössten 
Kreise  in  ihrem  Schnittpunkt  mit  einander  machen. 

19.  Werden  durch  einen  Punkt  auf  einer  Fläche 
vier  Linien  (<i):  a,  ß,  y,  ö  gezogen,  so  dass  die  (ilei- 
chu  og  stattfindet: 

sin  (cry)      sin  (aÖ) 
sm(ßy)  ^sin^oV 

so  bilden  dieselben  einen  harmonischen  Strahlen- 
büscbel.  Die  entsprechenden  grössten  Kreise  bilden 
ebenfalls  einen  harmonischen  S  trab  le  n  böse  bei,  weil 

sinMC)  sm{AD) 
sin  (ÄC')  —  sin  (BD) 

ist. 

Auf  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  O  ist,  liegt  ein  Punkt  M% 
durch  welchen  vier  grüsste  Kreise  gelten ,  die  von  einem  fünften 
grössten  Kreise  in  den  Punkten  A\  C,  D'  geschnitten  werden. 
Wir  bezeichnen,  wie  vorhin,  die  vier  ersten  Kreise  mit  A,  B,  C,  D 
und  die  Winkel,  welche  sie  unter  einander  bilden,  mit  {AB)  u.s.f., 
so  ist  nach  einem  Satze  der  sphärischen  Trigonometrie: 

sin(^C)  sin  A'V 

sin(flC)  sinjg'C 

sin  {AD)  ~~   sin  A  D'  * 
sin  {BD)  slnB'D' 

A'C,  B'C  u.  s.  f.  sind  die  Bogen  zwischen  den  Schnittpunkten 
A'  und  C,  B'  und  C  u.  s.  f.  Es  ist  auch  sin^'C  =  smA'OC, 
sinj&'C'=sinfl'OC''. 
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Auf  einer  Fläche  ziehe  man  durch  einen  Punkt  m  vier  belie- 
bige Linien  (o):  a,  ßt  y,  ö;  welche  von  einer  fünften  Linie  (o)  in 
den  Punkten  ß\  y*>  geschnitten  werden.  Die  Normalen  der 
Fläche,  deren  Fusspunkte  «',  ß',  /,  Ö'  sind,  bezeichnen  wir  gleich- 
falls mit  ß\  y'y  6'  und  die  Winkel  zwischen  je  zwei  solchen 
Normalen  mit  (a'ß')t  (ay)  u.  s.  f.,  so  ist  offenbar: 

(a'ß')^A'Oßt9    tty  =  A'OC'   u.s.  f. 

indem  A',  B',  O,  D'  die  entsprechenden  vier  Punkte  auf  der  Ku- 
gel sind.  Wir  haben  also  mit  Rücksicht  auf  die  vorige  Gleichung 
diese  Relation: 

sin  (ay)         sin  (ay) 
sin(lfy)         sin  (ß'y') 
sin  (aö)    —  sin  (a'ö')~  f 
Bin  06)  sin(ß'ö') 

welche  folgenden  Satz  enthält: 

20.  Wenn  vier  von  einem  Punkt  ausgehende  Linien 
(a)  auf  einer  Fläche  von  einer  fünften  in  vier  Punkten 

.  getroffen  werden,  so  ist  das  Doppelverhältniss  der 
Sinus  von  vier  Winkeln  jenes  Strahle nböschels  gleich 
dem  Doppelverhältniss  der  Sinus  der  vier  Winkel  von 
je  zwei  solchen  Flächen- Normalen,  die  durch  die  auf 
diesen  Strahlen  liegenden  Schnittpunkte  gehen. 

21.  Auf  einer  Fläche  sind  zwei  Linien  (a);  auf  der 
ersten  liegen  die  Punkte  a',  ß\  y',  h'\  auf  der  zweiten 
o"t  ß",  y",  ä" ;  die  Winkel  zwischen  den  Flächen-Norma- 
len «'  und  ß\  a*  und  y'  u.  s.  f.  werden  wie  vorhin  bezeich- 
net durch  (u'ß'),  («V)  u.  s.  f.;  wenn  die  Doppelverhäl  tnisse 

sin  (a'yQ  sin  (aV) 

sm(ßy)  _  s\n(ßY) 

sin  («'(?')  ~~    sin  (a"ö") 

siniß'6')  sin(j3^) 

einander  gleich  sind,  so  schneiden  sich  die  durch  die 
Punkte  o*  und  ß'  und  ß",  y'und  y",  d'  und  d"  bestimm- 
ten vier  Linien  (d)  in  Einem  Punkte. 

Vier  harmonische  Punkte  auf  einer  Linie  (a)  sind  solche,  bei 
welchen 

8i n  (a'yO  m  sin  (a'ö*') 
sin  (ß'f)  ~"  sin  ((W) 

ist. 
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21  Jede  Linie  des  Systeme  (a)  auf  einer  Fläche 
wird  von  einem  harmonischen  Strah  len  büschel  aus 
Linien  (a)  in  vier  harmonischen  Punkten  geschnitten. 
Sind  auf  jeder  von  zwei  Linien  (a)  vier  harmonische 
Paokte  gegeben,  und  man  verbindet  je  zwei  entspre- 
cbeode  dieser  Punkte  durch  Linien  (a),  so  konvergiren 
diese  in  Einem  Punkte. 

23.  Wenn  auf  einer  Fläche  zwei  harmonische  Strah- 
Itnbüscbel  mit  verschiedenen  Centren  gegeben  sind, 
woroo  zwei  entsprechende  Strahlen  in  der  Verbin- 
dungslinie ihrer  Centren  vereinigt  sind,  so  liegen  die 
Darchschni ttspunkte  der  drei  and eren  Paare  von  ent- 
sprechenden Strahlen  auf  einer  Linie  (a). 

Durch  zwei  Punkte  a  und  ß  einer  Fläche  ziehen  wir  eine 
Linie  (a)  und  die  Normalen  der  Fläche.  DerWinkel  zwischen  die- 
teo  Normalen  beisst  der  der  Linie  aß  entsprechende  Normalen- Winkel. 

§.  4. 

Dreiecke  und  Transversalen,  gebildet  von  Linien  des 

Systeme  («). 

Auf  einer  Fläche  ist  ein  Dreieck  ctßy  aus  Linien  des  Systems 
(a)  gegeben.  Man  ziehe  drei  sich  in  Einem  Punkt  schneidende 
Transversalen  aa',  ßß\  yy',  so  entspricht  dieser  Figur  auf  der 
Kogel  ein  sphärisches  Dreieck  ABC  mit  drei  sich  in  Einem 
Punkte  schneidenden  Transversalen  (nach  4.)  AA\  ßß\  CC'\ 
da  oan 

sin  AC . sin  BA' . sin  CB'  =  sin  C'B.  sin  A'C.  sin  BA , 

*o  ist  auch,  wenn  wir  die  Bezeichnung  der  Winkel  zwischen  den 
Hachen-Normalen  in  «und  «',  ß  und  ß'  u.s.f.  nach  21.  beibehalten: 

sin  af .  sin  ßof .  sin  yß'  =  sin  y*ß .  sin  a'y .  sin  ß'a. 

24.  Auf  einer  Fläche  ist  ein  Dreieck  mit  drei  sich 
in  Einem  Punkt  schneidenden  Transversalen,  sämrat- 
lieh  Linien  des  Systems  (a),  gegeben.  Es  entstehen 
dadurch  auf  jeder  Seite  zwei  Abschnitte,  im  Ganzen 
sechs,  wovon  drei  nicht  an  einarider  liegende  getrennte 
Geissen.  Das  Produkt  der  Sinus  von  drei  Normalen- 
Winkeln,  welche  getrennten  Abschnitten  entsprechen, 
'*t  gleich  dem  Produkt  der  Sinus  der  drei  übrigen 
Normalen-Winkel. 
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Die  folgenden  Sätze  sind  einfache  Uebertragungea  von  be- 
kannten Theoremen  der  sphärischen  Trigonometrie: 

25.  Nimmt  man  auf  den  Seiten  eines  Dreiecks,  vod 
Linien  des  Systems  (o)  gebildet,  drei  Punkte  an,  so 
dass  das  Produkt  der  Sinus  von  drei  getrennten  Sei- 
ten-Abschnitten  entsprechenden  Normalen*  Winkeln 
gleich  dem  Produkte  der  Sinus  von  den  drei  übrigen 
Normalen- Winkeln  ist,  welche  den  drei  anderen  ge« 
trennten  Seiten  -  Abschnitten  gegenüberliegen,  so 
schneiden  sich  die  von  den  Ecken  des  Dreiecks  nach 
diesen  Punkten  gezogenen  Transversalen  des  Systems 
(o)  in  Einem  Punkte.   (Gonverse  von  24.) 

26.  Zieht  man  eine  Linie  (a),  welche  die  Seiten 
eines  Dreiecks  oder  deren  Verlängerungen  auf  einer 
Fläche  schneidet,  so  bilden  die  drei  Schnittpunkte  inf 
den  Seiten  im  Ganzen  sechs  Abschnitte.  Das  Produkt 
•der  Sinus  von  drei,  getrennten  Seitenabschnitten  ent- 
sprechenden Normalen-Winkeln  ist  gleich  dem  Pro- 
dukt der  Sinus  von  den  drei  an  deren  Normalen- Winkeln, 

27.  Werden  auf  einer  Seite  eines  Dreiecks  aus 
Linien  des  Systems  (a)  und  den  Verlängerungen  der 
beiden  anderen,  oder  auf  den  Verlängerungen  aller 
drei  Seiten  Punkte  angenommen,  so  dass  das  Produkt 
der  Sinus  von  drei,  getrennten  Seiten-Abschnittea 
entsprechenden,  Normalen  -  Winkeln  gleich  ist  den 
Produkte  der  Sinus  von  den  drei  anderen  Normales* 
Winkeln,  so  liegen  diese  drei  Punkte  auf  Einer  Linie 
des  Systems  (a).  (Converse  von  26.) 

28.  Wenn  man  drei  sich  in  Einem  Punkt  schnei- 
dende  Transversalen  eines  Dreiecks  von  Linien  des 
Systems  (a)  zieht,  und  die  Fusspunkte  von  zweien  die- 
ser Transversalen  verbindet  durch  eine  Linie  (a),  so 
wird  diese  durch  die  dritte  Transversal e  und  die  dritte 
Dreiecksseite  harmonisch  getheilt. 

Die  beiden  Transversalen  eines  Dreiecks  von  Linien  (o), 
welche  durch  eine  Ecke  gehen  und  den  inneren  sowohl  als  den 
äusseren  Dreieckswinkel  halbiren,  bilden  einen  rechten  Winkel 
mit  einander,  also  sind  sie  in  Verbindung  mit  den  von  der  glei- 
chen Ecke  ausgehenden  Dreiecksseiten  ein  harmonischer  Straß- 
lenbüschel,  somit  bestimmen  sie  auch  auf  der  Gegenseite  vier 
harmonische  Punkte. 
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&  Wenn  man  die  Fusspunkte  von  drei  sich  iu 
Einem  Punkte  schneidenden  Transversalen  eines 
Dreiecks  aus  Linien  des  Systems  («)  verbindet,  so  lie- 
gen die  Durchschnittspunkte  der  Verbindungslinien 
mit  den  Gegenseiten  des  Dreiecks  wieder  auf  einer  * 
Linie  des  Systems  (a). 

30.  In  einem  vollständigen  Viereck  aus  Linien  des 
Systems  (a)  auf  einer  Fläche  schneiden  sich  die  Dia- 
gonalen gegenseitig  harmonisch. 

> 

■  » 

1  Die  Linien  des  Systems  (6). 

Auf  einer  Fläche  liegt  eine  Linie,  durch  deren  Punkte  wir 
die  Normalen  der  Fläche  ziehen ;  parallel  mit  denselben  durch 
den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehen  die  Halbmesser.  Wenn  letztere 
in  Einer  Ebene  liegen  und  die  Kugel  also  in  einem  grüssten  Kreide 
treffen ,  so  ist  die  gegebene  Linie  auf  der  Fläche  eine  solche, 
die  wir  Linie  des  Systems  («)  genannt  haben.  Bilden  die  Halb- 
messer aber  einen  Kegel  zweiten  Grades  und  treffen  somit  die 
Kogel  in  einem  sphärischen  Kegelschnitt,  6o  nennen  wir  die  Linien 
uf  der  Fläche  Linien  des  Systems  (6)  oder  kurz  Linien  (6). 

Jeder  sphärische  Kegelschnitt  hat  zwei  Brennpunkte  und  jeder 
Kegel  zweiten  Grades  zwei  Fokal-Linien.  Die  Summe  der  Win- 
kel, welche  eine  Erzeugende  mit  den  FokaJ-Linien  bildet,  Ist  kon- 
rtant.  Hieraus  sc h liegst  man : 

31.  Jede  Linie  des  Systems  (6)  auf  einer  Fläche 
kat  zwei  Brennpunkte;  die  Summe  der  Winkel,  welche 
eine  Flächen-Normale  eines  Punkts  der  Linie  mit  den 
Alchen-Normalen  der  beiden  Brennpunkte  bildet,  ist 
konstant. 

Die  beiden  Ebenen,  welche  durch  eine  Erzeugende  des  Kegels 
'M  die  Fokal-Linien  geben,  bilden  mit  der  durch  diese  Erzeu- 
tende gehenden  Tangential  -  Ebene  gleiche  Winkel.  Wir  nehmen 
*n  auf  der  Linie  des  Systems  (6)  den  Punkt  o  an,  dessen  Flä- 
ben-Normale  parallel  seiner  Erzeugenden  ist,  so  ist  die  der  Linie 
(*)  io  a  konjugirte  Tangente  senkrecht  auf  der  genannten  Tan- 
fwtial-  Ebene.  Ziehen  wir  ferner  zwei  Linien  (a)  von  a  nach  den 
Brennpunkten,  so  sind  die  konjugirten  Tangenten  dieser  Linien 
fli  Punkt  a  senkrecht  auf  den  beiden,  durch  die  Erzeugende  des 
Kegels  und  die  Fokal-Linien  gehenden  Ebenen ;  mithin  bilden  diese 

15» 


Digitized  by  Google 


220  Böhlen:  Untersuchungen  über  die  Theorie 

konjugirten  Tangenten  mit  der  konjugirten  Tangente  der  Linie  (6) 
in  er  gleiche  Winkel. 

32.  Man  ziehe  von  einem  Punkt  einer  Linie  des 
Systems  (6)  nach  den  Brennpunkten  zwei  Linien  des 
Systems  (a),  so  bilden  die  konjugirteu  Tangenten  der 
letzteren  in  dem  genannten  Punkt  mit  der  konjugirten 
Tangente  der  Linie  (6)  gleiche  Winkel. 

In  dem  speziellen  Falle,  wo  die  Linie  (6)  eine  Krümroungs- 
linie  der  Fläche  ist,  erhält  man  mit  Hülfe  des  Satzes  von  Dupin, 
wornach  die  konjugirten  Tangenten  in  einem  Punkt  einer  Fläche 
zugleich  die  konjugirten  Tangenten  eines  Kegelschnitts  (der  in- 
dicatrice)  sind,  folgendes  Corollar: 

33.  Wenn  eine  Linie  des  Systems  (6)  zugleich  Krüro- 
mungslinie  der  Fläche  ist,  so  bildet  sie  mit  den  voo 
einem  ihrer  Punkte  nach  den  Brennpunkten  gezogenen 
Linien  (a)  gleiche  Winkel. 

Wenn  auf  einer  Kugel  zwei  feste  Punkte  gegeben  sind,  und 
um  dieselben  zwei  Bögen  grösster  Kreise  sich  so  drehen,  das« 
sie  sich  rechtwinklig  schneiden,  so  beschreibt  ihr  Durchschnitts- 
punkt  einen  sphärischen  Kegelschnitt;  hieraus  folgt: 

34.  Wenn  auf  einer  Fläche  zwei  feste  Punkte  lie- 
gen, und  um  dieselben  zwei  Linien  des  Systems  (a) 
sich  so  drehen,  dass  ihre  konjugirten  Tangenten  in 
Durchschnittspunkte  rechtwinklig  zu  einander  sind, 
so  beschreibt  dieser  Durchschnittspunkt  eine  Linie 
des  Systems  (6). 

Jedem  grössten  Kreise  auf  einer  Kugel  entspricht  ein  Pol; 
der  nach  dem  Pol  gehende  Kugelhalbmesser  ist  senkrecht  auf 
der  Ebene  des  grössten  Kreises.  Ebenso  entspricht  jeder  Linie 
des  Systems  (a)  auf  einer  Fläche  ein  Pol;  die  Normale  der 
Fläche,  welche  durch  den  Pol  geht,  ist  parallel  mit  den  konjogtr» 
Im  Tangenten  der  genannten  Linie  (a). 

Bewegt  sich  ein  grösster  Kreis  so,  dass  er  einen  sphärischen 
Kegelschnitt  umhüllt,  so  beschreibt  sein  Pol  auf  der  Kugel  eben- 
falls einen  sphärischen  Kugelschnitt 

Wenn  auf  einer  Kugel  zwei  feste  Bögen  grösster  Kreise  ge- 
geben sind,  und  man  lässt  auf  ihnen  die  Endpunkte  eines  grössten 
Kreises  gleich  einem  Quadranten  sich  bewegen,  so  wird  dieser 
einen  sphärischen  Kegelschnitt  umhüllen,  und  sein  Pol  also  auch 
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einen  sphärischen  Kegelschnitt  beschreiben.  Hiernach  schlies- 
«eo  wir: 

35.  Auf  einer  Fläche  liegen  zwei  Linien  des  Sy- 
stems (o).  Man  nehme  auf  jeder  einen  Punkt  an,  so 
dass  die  Flächen-Normalen  in  beiden  Punkten  zu  ein- 
ander recht  wink  lieh  sind,  so  wird  der  Pol  der  durch 
diese  (beweglichen)  Punkte  bestimmten  Linie  des  Sy- 
stems (a)  eine  Linie  des  Systems  (6)  beschreiben. 

• 

Auf  einer  Kugel  sind  zwei  Punkte  O  und  O;  durch  O  gehen 
grüsste  Kreise  A,  B>  C,  />....;  und  durch  O'  gehen  die  Kreise 
A',  B\  C,  D1 ....  Zwischen  diesen  beiden  sphärischen  Strahlen- 
bascheln  findet  die  Beziehung  statt,  dass  das  Doppelverbäitniss 
der  Sinas  von  je  vier  Winkeln  des  Einen  Buscheis  gleich  ist  dem 
Doppelverbäitniss  der  Sinus  von  den  entsprechenden  vier  Winkeln 
des  aoderen  Büschels,  also  z.  B. : 

- 

sin  (AC)  sin  (A'C) 
sin(gC)         sin  (ff 'C') 

*}rSAP)  ~"  8>ln  (A'&)  ' 

s\n(BD)         sin  (B'D') 

Wenn  nun  in  dem  grössten  Kreise  OO*  zwei  entsprechende 
Strahlen  vereinigt  sind,  wie  A  und  A1,  oder  B  und  B'  u.  s.  f.,  so 
liegen  die  Durchschnitte  von  je  zwei  anderen  entsprechenden 
Strahlen  beider  Büschel,  z.  B.  von  C  und  O,  D  und  D'  u.  s.  f.,  auf 
Eioem  grössten  Kreise.  Sind  aber  in  dem  grössten  Kreise  OO0 
nicht  zwei  entsprechende  Strahlen  vereinigt,  z.  B.  A  und  B'\  so 
liegen  die  Durchschnitte  von  je  zwei  entsprechenden  Strahlen 
A  ond  A'f  B  und  B't —  auf  einem  sphärischen  Kegelschnitt 
Dieser  Satz  lässt  sich  direkt  auf  die  Linien  der  Systeme  (a)  und 
(6)  übertragen : 

35.  Auf  einer  Fläche  liegen  zwei  Punkte,  von  denen 
Strahlenbüschel  aus  Linien  (a)  ausgehen,  welche  in 
der  Bezieh u ng  zu  einander  stehen,  dass  das  Doppel- 
verbäitniss der  Sinus  von  je  vier  Winkeln  des  Einen 
Büschels  gleich  dem  Doppelverbäitniss  der  Sinus  von 
den  vier  Winkeln  der  entsprechenden  Strahlen  des 
anderen  Büschels  ist.  Sind  in  der  Verbindungslinie 
beider  Punkte  zwei  entsprechende  Strahlen  vereinigt, 
•o  liegen  die  Schnittpunkte  von  je  zwei  anderen  ent- 
sprechenden Strahlen  auf  einer  Linie  (a).  Sind  aber 
'«dieser  Verbindungslinie  nicht  zwei  entsprechende 
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Strahlen  vereinigt,  so  liegen  die  Schnittpunkte  von  ji 
zwei  entsprechenden  Strahlen  auf  einer  Linie  (6). 

Hier  schliesst  sich  nun  unmittelbar  folgender  Satz  an,  desse 
Beweis  aus  dem  Hauptsatz  36.  ebenso  abgeleitet  wird,  wie  de 
entsprechende  Satz  der  Kegelschnitte  aus  den  Eigenschaften  de 
projectivischen  und  harmonischen  Strahlenbfischel : 

37.  Gegeben  ist  ein  Punkt  p  auf  einer  Fläche  un> 
eine  Linie  (6);  man  ziehe  von  fi  aus  zwei  Linien  de 
Systems  (a),  welche  die  Linie  (6)  tangiren,  verbinde  dl 
Berührungspunkte  durch  eine  Linie  (a);  so  wird  jed 
durch  (fi)  gezogene  Linie  (a)  durch  diese  Verbindung« 
linie  und  die  Linie  (6)  harmonisch  getheilt.  Zieht  mal 
in  den  Schnittpunkten  mit  der  Linie  (b)  an  letzten 
zwei  tangirende  Linien  (a),  so  schneiden  sich  dies 
auf  der  genannten  Verbindungslinie. 

Wir  könnten  nun  noch  eine  Menge  von  Sätzen  der  nenerei 
Geometrie  anfuhren,  die  sich  auf  die  Linien  der  Systeme  (o)  oo< 
(6)  ubertragen  lassen,  begnügen  uns  aber  mit  den  bisherigen. 

Unter  den  Linien  (6)  gibt  es  eine  besondere  Gattung,  welch* 
nur  Einen  Brennpunkt  haben.  Denselben  entspricht  auf  der  K» 
gel  ein  Nebenkreis.   Sie  haben  folgende  Eigenschaften: 

38.  Diejenigen  Linien  (6),  welchen  ein  Nebeokreü 
auf  der  Kugel  entspricht,  haben  einen  Brennpunkt 
Jede  Normale  der  Fläche,  welche  durch  einen  Punkl 
der  Linie  geht,  bildet  mit  der  Flächen-Normale  des 
Brennpunkts  denselben  Winkel.  Zieht  man  vom  Brenn- 
punkt aus  eine  Linie  des  Systems  (a)  nach  der  Linieffl, 
so  stehen  im  Durchschnittspunkte  die  konjugirten 
Tangenten  beider  Linien  auf  einander  senkrecht. 

Die  Linien  («)  gehören  ebenfalls  zu  der  genannten  spezielle» 
Gattung  von  Linien  (6),  auch  sie  haben  einen  Brennpunkt,  wel- 
chem wir  aber  den  besonderen  Namen  Pol  gegeben  haben;  und 
die  Sätze  über  die  Linien  (6)  und  ihre  Strahlenbüschel  latf?" 
sich  mit  geringen  Modifikationen  auf  die  Linien  (a)  ausdehnen. 

§•  6- 

Anwendung  auf  die  Flächen  zweiten  Chmde*. 

Die  Linien  (a)  sind  bei  den  centrischen  Flächen  zweite' 
Grades  Diametralscbnitte ,  bei  den  Paraboloiden  sind  sie  ebeniall> 
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ebene  Curven,  deren  Ebenen  der  Aze  der  Fläche  parallel  sind. 
Di«  Sitze  der  §§.  3.  und  4.  können  direkt  auf  die  Flächen  zweiten 
Grades  übertragen  werden,  wenn  man  statt  Linien  (a)  Diametral- 
*ehnitte,  oder  solche  Schnitte,  deren  Ebenen  der  Axe  parallel 

Zo  den  Linien  (b)  gehören  bei  den  Flächen  zweiten  Grades 
die  Krümmungslinien  ;  ihre  Brennpunkte  sind  die  Nabelpunkte  der 
Fläche.  Der  Beweis  dafür  liegt  in  dem  bekannten  Satze:  Wenn 
man  durch  den  Mittelpunkt  einer  Fläche  zweiten  Grades  Linien 
parallel  mit  solchen  Normalen  der  Fläche  zieht,  deren  Fusspunkte 
eine  Krümmungslinie  bilden,  so  sind  diese  Parallelen  die  Erzeu- 
genden eines  Kegels  vom  zweiten  Grade,  dessen  Fokal -Linien 
parallel  den  Normalen  der  Nabelpunkte  sind.  Jeder  Krümraungs- 
linie  entspricht  somit  ein  Kegel;  den  Krümroungslinien  beider 
Systeme  entsprechen  zwei  Systeme  bomofokaler  Kegel,  welche  sich 
gegenseitig  senkrecht  durchkreuzen.  Unter  den-  verschiedenen 
Sätzen,  welche  wir  nach  dem  Vorhergehenden  für  die  centrischen 
Flächen  zweiten  Grades  anfuhren  konnten,  mögen  die  fojgenden 
weniger  bekannten  namhaft  gemacht  werden. 

Man  ziehe  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  ein 
Dreieck  von  Diametralscbn  itten  und  nehme  auf  jeder 
Seite  des  Dreiecks  oder  dessen  Verlängerung  einen 
Punkt  an,  so  dass  diese  drei  Punkte  entweder  auf  Einem 
Diametralschnitt  liegen,  oder  dass  die  von  ihnen  nach 
den  Gegenecken  gezogenen  Diametralschnitte  sich  in 
Einem  Punkte  schneiden,  dann  ist  das  Produkt  der 
Sinns  von  drei  solchen  Normalen-Winkeln,  welche  drei 
getrennten  Seitenabschnitten  entsprechen,  gleich  dem 
Produkt  der  Sinus  von  den  Normalen- Winkeln,  welche 
den  drei  übrigen  Seiten  abschnitten  entsprechen. 

40.  Auf  einer  Krflinmungslioie  (oder  auf  einem 
Diametralschnitt)  einer  Fläche  zweiten  Grades  sind 
zwei  Punkte  gegeben,  durch  welche  zwei  Strahlenbfl- 
scbel  von  Diametralschnitten  gehen,  die  sich  paar- 
weise wieder  auf  der  Krümmungslinie  (oder  auf  dem 
ersten  Diametralschnitt)  schneiden;  dann  ist  das  Dop- 
pelverhältniss  der  Sinus  der  Winkel  zwischen  je  vier 
Prahlen  des  ersten  Strahle  n  büscheis  gl  eich  dem  Dop- 
pelverhSItniss  der  Sinus  der  Winkel  zwischen  den 
entsprechenden  Strahlen  des  zweiten  Strahlen  buscheis. 

41.  Auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  ist  ein  Punkt 
oiideine  Krümmungslinie  (oder  ein  Diametralschnitt) 
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gegeben.  Man  lege  durch  den  Punkt  beliebig  viele 
Diametralschnitte,  welche  die  Krüramungs  linie  (oder 
den  ersten  Diamet ralschuitt)  je  in  zwei  Punkten  schnei- 
den. Die  Durchschnittspunkte  der  Diaro etralsc h  nitte, 
welche  die  Krümmungslinie  (oder  den  ersten  Diame- 
tralschnitt)  in  zwei  solchen  Punkten  .berühren,  liegen 
ebenfalls  auf  einem  Diametralschnitt  der  Fläche. 

42.  Jede  Krümmungslinie  einer  Fläche  zweiten 
Grades  bildet  mit  den  beiden  von  einem  ihrer  Punkte 
nach  den  Nabelpunkten  gezogenen  Diametralschn i tteo 
gleiche  Winkel.  Nach  dem  Satze  von  Michael  Roberts 
bildet  eine  Krü'mmungslinie  mit  den  von  einem  ihrer  Punkte  nach 
den  Nabelpunkten  gehenden  geodätischen  Linien  gleiche  Winkel. 
Hieraus  folgt  also: 

43.  Zieht  man  von  irgend  einem  Punkt  einer  centri- 
sehen  Fläche  zweiten  Grades  nach  den  Nabelpunkten 
zwei  geodätische  Linien  und  zwei  Diametralschnitte, 
so  bilden  die  ersteren  mit  den  letzteren  gleiche 
Winkel. 

Verschiedene  Sätze  über  homofokale  sphärische  Kegelschnitte 
(hinsichtlich  der  Begründung  derselben,  sowie  einiger  anderen 
Sätze  dieses  Aufsatzes  verweise  ich  auf  meine  Analytische 
Geometrie  des  Raumes)  führen  zu  weiteren  Resultaten: 

44.  Wenn  an  eine  Krümraungslinie  auf  einer  cen- 
trischen  Fläche  zweiten  Grades  berührende  Diametral- 
schnitte gelegt  werden,  welche  eine  zwei teKrümraungs- 
linie  je  in  zwei  Punkten  schneiden,  so  liegen  die 
Durchschnitts pu nkte  von  jedem  Paar  solcher  Diame- 
tralschnitte, welche  die  zweite  Krümmungslinie  in  den 
genannten  Punkten  berühren,  auf  einer  Linie  des  Sy- 
stems (6). 

45.  Wenn  man  au  eine  Krümmungslinie  einer  centri- 
sehen  Fläche  zweiten  Grades  einen  tangirenden  Diame- 
tralschnitt legt,  welcher  die  übrigen  Krümmungslinien 
je  in  zwei  Punkten  schneidet,  so  liegen  die  Durch- 
schnittspunkte von  jedem  Paar  solcher  Diametral- 
schnitte, welche  jede  Krümmungslinie  in  den  genann- 
ten zwei  Punkten  berühren,  auch  auf  einem  Diametral- 
schnitte, der  die  erste  Krümmungslinie  im  Berührungs- 
punkte senkrecht  trifft. 


Digitized  by  Google 


I 


der  Linien  auf  den  Flächen.  225 

Bewegt  sich  die  Spitze  eines  von  zwei  grOssten  Kreisen  auf 
einer  Kugel  gebildeten  Winkels,  welche  einen  sphärischen  Kegel- 
schnitt berühren,  auf  einem  zweiten,  homofokalen ,  sphärischen 
Kegelschnitt,  so  bilden  sie  mit  dem  letzteren  gleiche  Winkel ; 
bieraas  folgt: 

46.  Bewegt  sich  die  Spitze  eines  von  zwei  Diame- 
tralschnitten auf  einer  centrischen  Fläche  zweiten 
Grades,  welche  eine  Krümmungslinie  berühren,  auf 
einer  zweiten  Krümmunglinie,  so  bilden  sie  mit  der  - 
letzteren  gleiche  Winkel.  Dieser  Satz  ist  eine  Verallgemei- 
nerung von  43.;  er  gilt  auch,  wenn  man  geodätische  Linien  statt 
Diametralschnitte  setzt;  wir  schliessen  desshalb: 

47.  Zieht  man  von  einem  Punkte  einer  Krdramungs- 
linte  auf  einer  centrischen  Fläche  zweiten  Grades  an 
eine  zweite  Krummungslinie  sowohl  zwei  berührende 
Diametralschnitte  als  auch  zwei  berührende  geodätische 
Linien,  so  bilden  letztere  mit  den  ersteren  gleiche 
Winkel. 

« 

In  einem  von  vier  homofokalen  sphärischen  Kegelschnitten 
gebildeten  Viereck  sind  die  Rögen  grosster  Kreise,  welche  zwei 
Gegenecken  verbinden,  einander  gleich: 

48.  In  einem  KrOmmun gslinien viereck  auf  einer 
Fläche  zweiten  Grades  ist  der  Winkel  zwischen  zwei 
durch  Gegenecken  des  Vierecks  gezogenen  Flächen- 
Normalen  gleich  dem  Winkel  zwischen  den  durch  die 
beiden  anderen  Gegenecken  gezogenen  Flächen-Nor- 
malen. 


Digitized  by  Google 


226  Gr  ehe:   leber  die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie. 


Ueber  die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie. 


Wenn  man  bei  sphärischen  Dreiecken  nicht  die  Winkel  selbst, 
sondern  deren  Supplemente  mit  drei  Buchstaben  bezeichnet,  die 
den  Winkeln  gegenüberliegenden  Seiten  aber  mit  denselben  cor 
durch  veränderten  Index  unterschiedenen  Buchstaben,  so  erhält 
man  Gleichungen,  in  denen  es  gleichgültig  ist,  welche  Gruppe  vou 
Buchstaben  man  Seiten  und  welche  man  Supplemente  der  Wio- 
kel  bedeuten  lassen  will.  Alugen  zu  diesem  Zwecke  die  Buch 
stabengruppen  ax ,  6l9  cx  und  at,  bt,  c*  verwandt  sein,,  möge  »ucfc 
i,  =i(rii+0|-f  crf,  **  =  i(a4+o2+Ca)  gesetzt  sein;  so  ist,  weoo 
wir  uns  zunächst  auf  die  für  die  Dreiecksberecbnung  wichtigsten 
Formeln  beschränken: 


XV. 


Von 


Herrn  Dr.  E.  Grebe, 

Kector  der  Realschule  xn  Castel. 


[i] 


cos  «i 


cos  62  cos  ca  —  cos  m 


sin  6*  sin  c2 
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sinj^cos^     siafa— a,)  ^ 
sin^  sinc2 


[3] 


cos     sin  jbt     sinfa —  b%) 
8*n\cx      ~  sinc4 

cos \at  cos  iöi  sin  (j2  —  c 2) 

cos\ct  sinCf 

sin  \ax  sin  1^      sin*t  , 
cosic,  sincj' 

cos  tfo,  +  6| )     cos       4-  64) 


[5] 


[6] 


ifc,  cos  Je, 

si  nj(<*i  -+60    _  cos^Oa  —  6g) 
sin^c,  cosict 

sinKa!— 6t)  sinKo«— >o2) . 
sinfo       "~  sinjct 

^ngKih-f  6|)=  cosj(q»  — 6»)  ^ 
tangfo  cosi(o«  -f  62) ' 

_  tang  \(at  -  6t )  _  sin  j(a%  —  6,) 
tangid        sintCat  +  At)' 

sin  at  sin 


sinäj  sinot 

»  Von  diesen  Formeln  stellt  jede ,  welche  sich  bei  Vertauschung 
des  Iudex  selbst  reproducirt,  ein  Gesetz,  jede  andere  zwei  Ge- 
setze dar.  Die  unter  [4]  enthaltenen  Gaussischen  Formeln  er- 
scheinen hier  auf  drei  Formeln  redocirt,  da  die  mittlere  deren 
zwei  vertritt  Aus  den  Gaussischen  Formeln  mögen  hier  oocb 
einige  weitere  bemerkenswert!) e  Formeln  hergeleitet  werden. 

Unternimmt  man  es,  [1]  mit  den  Gleichungen  [4]  durch  Ad- 
ditioo  und  Subtraction  zu  verbinden,  so  erhält  mao  unter  Weg- 
lassung von  Wiederholungen: 

cos  ict 

cos  \  fa— Oa)  cos \($*—b£ 
cos  \c2 

sin         a*) sm  K*S~6«) 
"siniö^-  ~  cosic2 

sinjfrt  -g^cos^Jt  -  6t )     cosj(i, - gt) sin Kst - bj 
sinta  sin  |ca 


sin  \st  sin  \(st  - 

-*•) 

COS  j Ci 

sini^cosKs, 

-e,) 

sin 

cos^Si  sin 

-ci) 
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Aus  den  Formeln  [7]  lassen  sich  nun  auch  leicht  Ausdrucke 
für  die  Functionen  von  \st  herleiten.  Namentlich  ergibt  sich  sinfa, 
wenn  man  die  beiden  ersten  Formeln  multiplicirt,  sodann  durch 
die  umgesetzte  dritte  Formel  in  [3J  dividirt  und  schliesslich  die 
Quadratwurzel  nimmt.   Wir  haben  dann: 

.  ,   4/"  cos  £sa  cos  £(s2  —  a2)  cos  j(sa  —  b%)  cos \{s+  —  Ca) 

11      T  cos    2  cos      cos  w^'a 

Ferner  ergibt  sich  eos^,  wenn  man  die  umgesetzte  erste  For- 
mel in  [7]  mit  der  dritten  multiplicirt  und  dann  gerade  so  wie 
eben  weiter  verfährt: 

[9] 

cos  '#  =\F sin  *f» sin  l(H—  qi) sin  i (**  -  bJ     » (*» — <*) 
1  1      v  cos  iö2  cos  £6Ä  cos  fc* 

Wird  [9]  durch  [8]  dividirt,  so  hat  man: 

[10] 

cotl«,  =  V" tang  tataog i(st — tang  \ (st — tang  £  (*, — cj. 

Dass  in  [10]  die  Formel  von  L'Huilier  enthalten  ist  and 
dass  auch  die  Formeln  [8]  und  [9]  auf  den  sphärischen  Ezcess 
bezogen  werden  können,  ist  ohne  Weiteres  klar.  Aus  [10]  folgt 
übrigens  noch: 

.1#  .fl.  «  _  tang      -  o«)  tang  l(t, — ta  n  g  {fr % — c«) 
cotiVcoti*,»-  , 

und  da  der  Ausdruck  links  sich  bei  einer  Vertauschung  des  Index 
nicht  ändert,  so  ist  auch  : 

rill         tang      —  oQtangtfa  ~  &i)  tang  »  fr,  — 
l"J  tangfe 

_  tang  1  fr«  —  flft)  tang  1  frg  —  &g)  taug  j  fr»  —  Ca) 

tangii, 

Aus  den  Formeln  [7]  ergeben  sich  durch  eine  der  obigen  sehr 
ähnliche  Ableitung  Ausdrucke  für  die  Functionen  von  ifa—  Ci). 
Wir  erhalten : 

[12] 

;« 1/          \  —  4 /"cos  j%  sin  jfa  -  q.2)  sin       —  62)  cosj(<g  —  c») 
■»4fo-«k>-Y   sinioasinl67co7i^  ' 
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[13] 

costfj  —c  )—\[*lDit% C0S *(l> ~ cos ~ 8in *(s* ~ c*> 

Aas  [14]  folgt  sodann: 

[15]   taogi^  -a^taogKfj  -  A1)  =  tangi(*a— cjcotis,, 

[16]  tang  tfj, cot ifo -6, ) = cot ifo— o,)  tang      -  , 

[17]  tangidj  -«,)  tangJC^-o») 

=  tang  Hst—bj)  tang  *(sa — 6^)  =  tang     —  c,)  tang  K«, — c,) 

=  cotfo  COt^fs, 

(18]        tangit,  tang«*  -  ct)  =  cot  i**cot  «ia  -  c,). 

Eine  Verbindung  der  Formeln  [7J  unter  einander  durch  Dm- 
aoa  liefert  aber  auch  noch  folgende  Resultate: 

tangjit  _  cos  \  {S%  -  a£  cos  j  («, —  6») 

tang^cj  sini#asin|(#2  — ca) 


tangji!  _     cosfocosjfa— ca) 

cot  ici  sin      — Gj)  sin  ifa  —  6^) ' 

tang  jfa  —  Ci)_  sin      —  o»)  sin  j(fg— 6«) 
tang^      "  sin^sin^— 


tangjfa>-cl)_     cosi^costda  —  Ca) 
cotfo      ~~  cos  Kij — Hj)  cos  i(s* — 6t) ' 

von  welchen  eine  Rückkehr  zu  früheren  Formeln,  namentlich  zu 
der  dritten  Formel  in  [2]  und  zu  [14]  leicht  möglich  ist. 


■ 
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XVI. 

Bemerkung  zu  Schlömilch's  Auflosung  der  biqua- 
dratischen Gleichungen*). 

Von 

Herrn  Dr.  G.  F.  Meyer 

in  Hannoer. 


1. 

Heiast  die  aufzulosende  Gleichung  des  vierten  Grades 
L         f  ;r4  +  «r*  +  &r-|-c  =  0, 

so  kann  man  diese  nach  Sehl Ö milch  in  eine  reciproke  von  der  Form 

verwandeln,  indem  man  statt  x  schreibt: 
3.  x  =  qy  +  ^. 

Die  Coefficienten  er  und  ß  werden  dabei  definirt  durch  die  Glei- 
chungen : 


2oV   P—  (2?»)» 


und  fflr  die  Grossen  q  und  s  erhfilt  man  die  Beziehungen: 

5. 


*)  Siehe  Zeitschrift' für  Mathem.  und  Physik  voo  Schlö- 
milch,  Cantor  und  Witzschel.   Jahrg.  6.   Heft  1.   S.  50 — 5t. 
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6.  *»  +  2<«3  +  (o»-  4c)s  -  6*  =  0. 

Sind  auf  diese  Weise  die  nöthigen  Wertfae  ermittelt  worden,  so 
bat  man  bekanntlich  zur  Bestimmung  der  neuen  Unbekannten  y 
die  beiden  quadratischen  Gleichungen  zu  losen: 

nach  deren  Entwickelung  siwi  die  Unbekannte  x  mittelst  der 
Gleichung  3.  ergiebt. 

Vergleicht  man  diese,  dem  Principe  nach  zwar  sehr  bemer- 
ken&werthe,  wegen  der  vielen  üülfsrecbnungen  aber  etwas  mühe- 
rolle  Auflösungsweise  der  biquadratischen  Gleichungen  mit  der 
vortrefflichen  Eu ler' sehen  Losung;  so  sieht  man,  dass  sie  mit 
dwser  die  Resolvente  6.  gemein  hat.  Es  durfte  daher  die  Frage 
Dahe  liegen,  ob  nicht  etwa  Euler's  Losung  aus  der  obigen  ab- 
geleitet werden  kann.  Soll  dies  möglich  sein,  so  muss  offenbar 
die  Beziehung  gelten : 

b 

qy  +  2i  =  i^M  +  iVt?  +  tVw, 

d.  h. 

y  =  ^  [*  V«  +  *  Vv  +  *  Vu> — 6] , 

»o  «,  v,  w  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  6.  ausdrücken.  Be- 
stimmt man  aber  y  aus  den  Gleichungen  7.,  so  entspringt: 

«Uwegen    ij=-|jj±i VT-4/3  +  «,: 

i 
i 

J=«-|db*V8-4p+««]±iy  (_?±iV'8r4jrMä)»_4. 
End  mit  Benutzung  der  Wertbe  für  a  und  ß  erhält  man  hieraus : 
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Setzt  man  nun  voraus,  dass  2o*  —  a  —  ^  eine  der  Wurzeln  an- 
aer er  Resolvente  ausdrückt,  also  z.  B.  =  u  ist,  so  ergiebt  sich: 

i 

Nun  finden  aber  die  Beziehungen  Statt: 

u    a  6* 

daher  nach  einigen  leichten  Reductionen: 

Aus  dieser  Gleichung  erkennt  man  jetzt  sofort,  dass  man  bei  der 
Bestimmung  von  q  für  *  den  Wurzelwerth  ti  zu  nehmen  hat,  um 
für  y  einen  Ausdruck  von  der  Form 

y  =      [-  b  ±  i  Vu  ±  s(Vv ?  V«)] 

b* 

zu  erzielen.   Wenn  sonach  die  Beziehung  «  =  2o*—  a  —  ^  gut 

so  ist  es  in  der  That  möglich,  aus  Schlömilch's  Aofloßungs- 
weise  der  Gleichungen  4ten  Grades  Euler's  Lösung  abzuleiten  — 
und  umgekehrt.   Unter  welchen  Bedingungen  aber  ist 

Soll  diese  Gleichung  Statt  haben,  so  muss  offenbar 

6*        b*     b*  t  o?, 
(2S)*+a4S5  +  2ü+C'"  4  +  4  +i6u*+  2  +  4ti  +  4ti« 

sein.   Dies  giebt: 

«•     u*    2t*a  6* 
C  =  T  +  4  +~4  Tu 


oder 

c-      *  4«  * 


•)  Mit  Benutzung  diete«  Werthes  von  c  folgt,  wie  man  eich  auch 
dorch  eine  dlrecte  Rechnung  überzeugen  kann,  immer  für  »=« 
Gleichung  5.: 
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der  biquadratischen  Gleichungen. 


Da  aber  diese  Bedingung  auf  a*— 4c  =  uv  -f  toc-f  wo  zurück- 
fährt,  so  lässt  sich  auch  stets  aus  der  Schlomi Ich  'sehen  die 
En ler' sehe  Auflösung  herleiten. 


2. 

Wir  haben  oben 'für  5  den  Werth  u  gewShlt;  weil  aber  1  drei 
Werthe  annimmt,  so  konnte  man  glauben,  bei  der  Schlöm ilch'- 
schen  Au  flösungs  weise  würden  im  Ganzen  12  Werthe  als  Wur- 
zeln der  biquadratiseben  Gleichung  gewonnen.  Man  weiss  nun 
freilich  im  Voraus,  dass  immer  drei  Wurzeln  identisch  sein  müs- 
sen; indessen  kann  man  die  Bedingung  stellen,  dass  diese  Wahr- 
heit unabhängig  von  dem  bekannten  Theoreme  über  die  Anzahl 
der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  bewiesen  werde. 
Dies  soll  im  Folgenden  geschehen.  Setzt  man  #=©,  to,  so  folgt 
oach  dem  Vorhergehenden: 

] 

V  =  2^  [—  6  ±  v  Vv  i  v( V  n  T  Vw)] 

irod 

V  =  2^  [—  f>  db  w Vw  ±  w{Vv T  V»)]. 
Daher  erhält  man  überhaupt  für  x  die  drei  Gleichungen: 


=  ^  V" 64  -f  4a6»N»-f(2ati«)*  -r-4tt3l6a  +  2fl«/»]-f  (2«»)*. 


oder 


9«=^^I6.+ W  +  a«»]«,  d.h.  ?.==£-fjj  +  |. 
Mithin  wird  : 

Sctst  man  demnach  *  =      w>,  so  entspringt  beziehungsweise : 

6»  .  a  .  w    t/TT  &*" 
Tfcsil  XXXIX.  16 
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W  +  2f = ±  iVic  db  T  i  V«) , 
W  +  ^  =+ i  Vr  ±  (i  Vm  T  i  Vtc), 

d.  h.  man  gewinnt  respective  am  der  ersten,  zweiten  und  dritten 
dieser  Gleichungen  die  Werthe : 

xx  =    iVH  +  iVe— iVtc, 

ar,  =— \Vu  +  iV©  +  iVti?, 
x4  =— iVn— iVe— iVir; 

*V = -  i  V» — *  Vu — i  Vtc ; 

ar/=  i  Vw  +  i  Vv  —  i  Vw, 
*/=    iVto—  iVe  +  iVti, 

ar/= — iVtc  —  iVe— -i  V«. 
Hieraus  aber  ergebt  sich,  dass 

xx  =:ri art=x3'  =  jt2v;   x^xj  =xx0 ;   ar4  =  x4'=*/ 

1 

3. 

Die  in  dem  Vorstehenden  gefundenen  Werthe  gelten  bekannt- 
lich, wenn  6  positiv  ist.  Bezeichnet  aber  6  eine  negative  Zahl, 
so  sind  sämmtliche  Werthe  mit  den  entgegengesetzten  Zeichen  zu 
nehmen.  Soll  auch  diese  Wahrheit  an  unseren  Formeln  sichtbar 
sein,  so  hat  man  sich  zu  erinnern,  dass,  für  ein  negatives  b,  «ent- 
weder =  m,  v  oder  w  gesetzt,  die  Gleichung 

übergeht  in 

9  =      1°  ±  *  V*  ±  V  [6  ±,%  ,]*  - 4VV, 
woraus  1.  ß.  schliesslich  folgt: 
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] 

3  =  2^  lö  ±  uVu  M*Vi>±  u Vtc)]. 

Man  erkennt  aus  dem  Obigen  noch,  dass  man  auf  die  Viel- 
deutigkeit von  g  keine  Rucksiebt  zu  nehmen  braucht. 


XVII. 

Bemerkung   zu  Clausen' s  Behandlung   des  casus 

irreducibilis. 

Für  Studirende. 

Von 

Herrn  Dr.  G.  F.  Meyer 

in  Han  not  er. 


Wie  man  weiss  hat  Th.  Clausen  fär  den  irreducibelen  Fall 
kr  Gleichungen  dritten  Grades  den  Wurzelwerth  mittelst  der 
KetteobrOcbe  zu  finden  gelehrt  *).  Bekanntlich  läuft  bei  dieser  Me- 
ttade die  ganze  Betrachtung  darauf  hinaus,  die  eubische  Gleichung 

1  x*—ax  —  b=0  **), 

»welcher  die  positiven  Zahlen  a  und  b  der  Bedingung  276*  <4a8 
J"5°en  müssen,  in  die  einfachere 

i  V3_3y_2c  =  0, 

*o  c<l,  zu  verwandeln;  diese  dann  wieder  in  eine  neue  von 
derselben  Form  umzusetzen  u.  s.  f.  Des  Interesses  wegen,  was 
»ta  Zweifel  dieser  Methode  zukommt,  wird  es  hoffentlich  zu 
^huldigen  sein,  wenn  ich  in  dem  Folgenden  zu  zeigen  ver- 


•)  M.  ■.  meinen  Aufnatz  über  die  schöne  und  «ehr  verdienstliche 
Mail  des  Herrn  Ciauten  in  Thl.  II.  S.  446.  G. 

w)  Dic«c  Gleichung  kann  bekanntermaassen  al«  Nornialfall  betrach- 
*  werden. 
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suche,  wie  man,  bloss  von  dem  Streben  geleitet,  den  Watzel- 
wert  h  einer  Gleichung  von  der  Gestalt  1.  auf  die  leichteste  Weis« 
durch  einen  Kettenbruch  darzustellen,  gerade  die  Form  2.  als  die 

geeignetste  hierzu  findet.   Zu  dem  Beliufe  setzen  wir  in  Hinblick 

n 

auf  die  Entstehungsweise  eines  Kettenbrucbes  *)  zuerst  ar=m+  -. 

wo  m  und  n  noch  näher  zu  bestimmende  Constante  und  y  eioc 
neue  —  ebenfalls  noch  nSher  zu  bezeichnende  —  Veränderliche 
bedeuten.  In  Folge  dieser  Substitution  gebt  offenbar  Gleichung  1. 
Aber  in : 

(m8  — am — b)  y 8  +  (3m*  —  a)  ny*  +  3mn*y  -f  w8  =  0. 

Diese  Gleichung  nimmt  augenscheinlich  die  reducirte  Form  an, 
indem  man  3m*  =  a  setzt  und  ausserdem  mit  m8  —  am  —  b  din 
dirt ;  man  erhält  so  : 

.  3mn*  ,         n8  _ 

+  m._nw-6y  +  m>_am_6=o- 

Ein  Blick  auf  diese  Gleichung  zeigt  nun  aber  sofort,  dasa  sie 
die  einfachere  Gestalt 

,      3n»  n» 

annimmt,  wenn  man  m  =  l,  also  a=3  wählt.  Und  schreibt  man, 
was  geschehen  darf,  w*  =  2-f6,  d.i.  n  =  V~ 2-|- 6;  so  folgt: 

y8-3y-  V2TÄ==0. 

Soll  diese  Gleichung  aber  zum  irreducibelen  Falle  geboren,  m 
rauss  die  Beziehung  Statt  haben: 

24-6 

1>^,  d.g.  2>6. 

Bezeichnet  demnach  c  eine  Grosse,  die  kleiner  als  l  ist,  so  kann 

man  6  =  2c,  sonach  n  =  V2(i+c)  =  2 Vj(l  +  c)  setzen,  wo- 
durch sich  ergiebt: 

y8-3y-2V*fä-f^)  =  0  oder  y8- 3y - 2c,  =0. 

Die  Gleichung  #8  —  3a:  —  2c  =  0  oder  —  was  dasselbe  sagt  - 
^3_3y — 2c  =  0  besitzt  mithin  die  gewünschte  Eigenschaft,  da» 

sie   durch  die  Substitution  «  =  1  +  2  =  1  +  —  öber- 

.Vi  3^1 

gebt  .in  die  neue: 

•)  Man  vergleiche  beispielsweise:  Stern,  Algebraische  An«* 
Ijrsi«.    S.  264. 
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in  eine  Gleichung  also ,  die  — 
hellt  —  durch  die  Substitutioo : 


.¥.  =  !  + 


2^i(l  +  C)_,  2c, 

»2  2/1 


in  die  folgende 


y23-3//,-2c,  =  0 


übersehen  muss  u.  s.  f. 


Anmerkung.  Sind  die  Werthe  von  a  und  6  in  der  Glei- 
chung 1.  nicht  die  vorhin  gefundenen,  wie  das  fast  durchweg  der 
Fall  ist;  so  darf  man  in  dieser  statt  x  nur  ry  einschalten,  wo- 


Schreiben  des  Herrn  E.  Bacaloglo  in  Bucarest  an  den 

Herausgeber. 

Heute  erhielt  ich  die  mir  von  Ihnen  gütigst  zugesandten  zwei 
Eitraabzüge  meiner  Notiz  Ober  den  sphärischen  Excess  (Theil 
XXXYHI.  S.  2*20.).  Da  weder  auf  dem  Couvert,  noch  sonst  wo, 
irgend  ein  Datum  zu  sehen  war,  so  kann  ich  nicht  urtheilen,  wie 
»pat  ich  nach  der  Absendung  derselben  antworte ;  so  viel  ist  aber 
gewiss,  dass  ich  diess  unmittelbar  nach  deren  Empfange  thue. 

Ich  danke  Ihnen  verbindlichst  för  die  Aufmerksamkeit,  welche 
Sie  meiner  Notiz  gewidmet  haben  und  überhaupt  för  Ihre  rück- 
sichtsvolle Ausdruckweise  in  Hinsicht  meiner.  Ich  bin  auch  mit 
Ihnen  vollkommen  einverstanden,  wenn  Sie  sagen,  dass  wenn 
auch  durch  die  Zerlegung  des  Ausdruckes 


durch  fiir  r  der  bekannte  Werth  r  = 

entspringt. 


mithin  c  = 


XVIII. 


M  i  s  c  e  1  I  e  n. 
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> 

g|n        Vainpsin (p— a) sin (p  —  6)sin  (p  ~  c) 

2  cos  2  cos  £  cos  ^ 

in  zwei  Faktoren,  wie  folgt: 

.  P  .  p  —  a  .  p—ff  .  p — c 
sin ^sin^-g-  sin sin  ^ 

2  cos  2 cos  ^ 


p      p  —  a      p  —  6      p — c 
cos  ^cos  — ^ — cos — g—  cos  2 

ä      6      C  * 
cos  2  cos  g  cos  2 

und  durch  den  Beweis,   das»  die  Summe  der  Quadrate  dieser 

E 

zwei  Faktoren  =1,  dargethan  wird,  dase  der  eine  =  sin^,  der 

E 

andere  aber  =cos-j-  ist,  so  folgt  doch  nicht  unmittelbar  daraus. 

E  E 
dass  auch  wirklich  der  erste  =sin^-  und  der  zweite  =  cos  ^  sein 

E 

ruuss,  nicht  aber  auch  umgekehrt  der  erste  =  cosj-  und  der 
E 

zweite  =  «in  j-  sein  kann.  Indessen  gestatten  Sie  mir  zu  bemer- 
ken, dass  ich,  als  ich  in  meinem  Aufsatze  behauptete,  dass 


.  P  .  p—a  .  p—b  .  p—c 
sin^sin  r  2   8,n  — ^~  8tn  2' 

a      b  c 

cos   cos  ^  cos  ^ 


p      p  —  a      p  —  b      p  —  c 
cos  cos'— ^ —  cos^  2    008   ^  " 

ö      6      <T  ' 
cos  2  cos  ^  cos  2 

es  nicht  ohne  Weiteres,  sondern  erst  dann  gethan  habe,  als  i 
mich  überzeugte,  dass  für  EznO  der  obere  Ausdruck,  nicht  aber 
der  untere  sich  auf  Null  reducirt;  ich  hielt  es  aber  für  unnothig, 
diese  Bemerkung  beizufügen,  wodurch,  wie  ich  glaube,  mein  Be- 
weis mangelhaft  erscheinen  dürfte. 

Sollten  Sie  nun  durch  diese  Bemerkung  zu  der  Ueberzeo- 
gung  gelangen,  dass  mein  Aufsatz  nichts  Willkührliches  enthalt, 
so  bitte  ich  Sie,  aber  nur  in  diesem  Falle,  meinen  Namen,  als 
den  Verfasser  jenes  Aufsatzes,  zugleich  aber  auch  obige  Bemer- 
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bog  io  beifolgender  deutlicherer  Form  der  Oeffentltchkeit  giftigst 
übergeben  zu  wollen. 

Nach  der  Zerlegung  des  Ausdruckes 

.   E     X  sin  nsin  (w  —  a)s\u  (p —  ö)sin(p  —  c) 

 ^      l    „      6  c  

2  cos  £  cos  g  cos  ^ 

in  die  Faktoren 


und 


p  .  p^-a  .  p—b  .  p 


2°'"    ^         ^  2 


cos  ^  cos  ^  cos  2 


»      « —  a      p—b      p  —  c 
cos'^  cos*  Q    cos  — 2 — cos9—^ — 

~a      A  c 
cos  2  cos  ti  cos  § 

and  dem  Beweise,  dass  die  Summe  ihrer  Quadrate  =?1  ist,  folgt 

E 

oomittelbar,  dass  der  eine  derselben  =sin-j,    der  andere  aber 
E 

=co8-7»   Um  zu  entscheiden,  welcher  von  beiden  Ausdrucken 
4 

E 

=  «in-j  ist,  braucht  man  nur  zu  ermitteln,  welcher  von  ihnen 

beiden,  für  £  =  0,  sich  auf  Null  reduclrt,  welches  das  Charak- 
teristische für  den  Sinus  eines  Bogens  ist.  Ist  aber  £  =  0,  so 
folgt  A  +  C=1S0°,  das  sphärische  Dreieck  schrumpft  in  einer 
seiner  Seiten  zusammen,  z.  B.  in  der  Seite  c,  so  dass  o-f  6=c 

odera+6  —  c=0  und  sin2-^=0.  Also  reduclrt  sich  in  die 
sein  Falle  der  Ausdruck 


p  .  p—a  p  —  b  p  —  c 
sin^  sin    2    8in    ^    sin  ^ 


a      0  c 

COS^COSgCOSg 

E 

aof  Null  und  hiermit  repräsentirt  derselbe  den  Sinus  von  ^ ,  in- 

E 

dem  der  zweite  Faktor  =cos-j  ist. 

Bucarest  den  13./25.  Juli  1862.  E.  Bacaloglo. 

Mit  Rücksicht  auf  die  in  Tbl.  XXXVIII.  Nr.  XVIII.  S.  220.  vorläufig 
oboe  Nennung:  des  Namens  des  Verfassers  mit  einer  „Nachschrift'' 
»on  mir  veröffentlichte  „Notiz  über  den  sphärischen  Exrcs«" 
halteten  mich  jetst  für  verpflichtet,   den  vorstehenden,   von  dem  von 
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mir  hochgeachteten  Verfasser  dieser  „Notia",  Herrn  BacalogloinBa- 

carest,  an  mich  gerichteten,  ebenso  freundlichen,  alt  durch  anspruchslose 
Bescheidenheit  ausgezeichneten  Brief  auf  dessen  Wunsch  zu  veröffentlichen. 
Mansche  den  folgenden  sehr  schönen  Beweis  von  Herrn  Lobatto.  G. 

Schreiben  des  Herrn  Professor  Lobatto  in  Delft  an  den 

Herausgeber. 

Dans  le  38.  toroe  (p.  220.)  de  votre  esttmable  journal  od  trouve 
une  notice  qui  vous  a  dte*  auressäe  sur  une  nouvelle  de^roonstra- 
tion  de  la  forroule  elegante  due  ä  THu iiier  pour  exprimer  la 
valeur  de  l'exces  spherique  en  fonetion  des  trois  cotes  du  triangle. 

Quotque  cette  dömonstration  ait  son  merite  particulier,  je 
doute  cependant  qu  eile  soit  la  plus  simple  qu'on  puisse  dooner 
de  la  formule  dont  il  s'agit.  C'est  pour  cela  que  je  nie  pennets 
de  vous  soumettre  pifr  la  präsente  une  autre  demonstration  a  la 
quelle  je  suis  parvenu  dejä  depuis  bien  longtems.  La  voici  teile 
que  je  Tai  exposee  dans  un  petit  traite  de  trigonomeVie  spheri- 
que public"  en  1836.    En  partant  de  l'equation 

S\n\{A  +  B)  _  Cos \(a-b) 
CosJC     —  Cos,c 
on  en  de*duit  ^ 

SmXA+B)-Co8lC_Co8C~^  *  0~Co8*C._Cosi(«-6)-Co»fr 
Sini(J+Ä)+CosiC  Co6^l8QQ-^-^  t  £oalc  Cosi(a-6)+Co.4r 

ou  bien,  en  vertu  de  la  relation  connue 

TgHl*P+C-ii-tf)Tgi(i*+B+C-^ 

Cot  i  (180° + A  +    -  C)  Tg  {E  =  Tg  *(j  -  6)  Tg -  a).  (I) 

Cosi^  +  Ä)  Cos*(u-f6) 
Lequation   sinjC — =  — Cos\c~~  conduira  de  mime  a 

Cos  (90°— jC)  -  Co*j(A  -f  B)  _  Cosjc— CosKa  +  6) 
Cos(90°  +  iC)+  CobI(A  +  B)  ~"Cosic  +  Cosi(a  +  6) 

ou  bien 

Tgi(180o  +  ^+^-OTgiiE  =  Tgi(fl  +  o  +  c)Tgi(a+6  —  c) 

=  Tg*sTgi(*-c).  (II) 

Multipliant  les  equations  (I)  et  (II),  on  parvient  imme'diatement 
a  la  lormule  de  1  Huilier: 

Tg*E  =  V{Tgi*TgU«-o)Tgl(*— 6)Tgl(*-c)J. 

Je  m'eo  rapporte  ä  votre  jugement  pour  döcider  si  la  demonstra- 
tion pre*cödente  peut  egal  erneut  meriter  une  place  dans  votre  journal. 
Delft,  ce  8.  Octobre  1862.  R.  Lobatto. 
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XIX. 

Ueber  bestimmte  Integrale. 

(Forteeteung  von  Thl.  XXXIX.  Nr.  IX.) 

Von 

Herrn  Dr.  L.  Oettinger, 

Grossherzoglich  Badischem  Hofralhe  nnd  ordentlichem  Professor  der 
Mathematik  an  der  Universität  zn  Freibnrg  i.  R. 


§.  19. 

In  j.  5.  wurde  folgende«  Integral  entwickelt: 

i) 

/'       ,»  ,  x     lr|1      ,   v  1.2.3....r 

*—>  =  (-)' .  -p  =  (_)r.  ___  , 

o 

'las  man  auch  in  folgende  Form  umsetzen  kann : 


1  W 


Dort  wurde  bemerkt,  dass  m  eine  positive,  ganze  und  gebrochene, 
r  aber  nur  eine  positive  ganze  Zahl  sein  kann. 

Diese  Integrale  wurden  vielfach  und  namentlich  von  £uler 
ond  Legendre,  von  letzterem  unter  der  Benennung  „Euler- 
scbes  Integral  zweiter  Art",  untersucht.  Sie  lassen  Be- 
trachtungen zu,  die  bisher  nicht  hervorgehoben  wurden.  Sie  sollen 
hier  in  Kürze  nachgetragen  werden. 
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Beide  Integrale  gelten  auch,  wenn  r  eine  gebrochene,  positive 
und  negative  Zahl  bedeutet.  Diess  zeigt  sich  durch  Umformung 
des  bekannten  Integrals 


xP~le-*9dx  =  


Setzt  man  nämlich: 

3) 


=  y . 


also  x9  =  —  Igy ,  so  wird 


dx  —  —  i(-lgy)? 


*  =  (—  Igy)'    «nd   Bx  =  —  ~(-lgy)< 

Durch  Einführung  dieser  Werthe  in  das  vorstehende  Integral  er- 
hält man: 

4) 

Die  Grenzen,  zwischen  welchen  dieses  Integral  genommen  wer- 
den muss,  bestimmen  sich  auf  folgende  Weise.     Für  *  =  * 

wird  e~*q  =  0.     In  diesem  Falle  ist  auch  y  =;  0     Wird  aber 

x  =  0  gesetzt,  so  ist  er- *q  =  L  und  in  diesem  Falle  muss  auch 
y  =  1  sein.  Das  umgeformte  Integral  Nr.  4)  muss  daher  zwischen 
den  Grenzen  1  und  0  genommen  werden.    Hiernach  erhält  man 

jTP-i«-*^  =  —  -  J     ( -  Igy)?    ay  =  -  y    (—  lgjr)f 


Setzt  man  hierin  p  +  q  statt  /?,  so  entsteht  nach  den  nöthicen 
Reductionen: 


/ 


■ 

oder 

5) 

P  v  P 


/1  ?  P    ?  ,1 

(ig.^a^ =  (-)t.if'  , 
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las  auch  in  folgende  Form  umgesetzt  werden  kann: 

0) 

■ 
■ 

(lgi)«fy  =  l«'  . 


Formt  man  nun  das  Integral 


/ 


Au 


p 

<»  ' 
auf  die  gleiche  Weise  uro,  so  erhält  man : 

7) 
8) 

/'       1  A  2.,! 

Da  p  und  9  unabhängig  von  einander  sind,  so  kann  ^  jede 

?anze  und  gebrochene  positive,  — ^—  aber  nur  eine  negative  ge- 

brocbene  Zahl  bedeuten,  denn  für  eine  ganse  negative  Zahl  wird 
Nr.  7)  und  8),  also  auch  Nr.  1)  und  2),  unendlich  gross.  In  die- 
sem Sinne  sollen  die  obigen  Integrale  hier  in  Kürze  betrachtet 
werden. 


§•  20. 

Wh*  wählen  biezu  das  Integral  Nr.  2)  j.  19.,  weil  hiebet  das 
Zeicheo  nicht  zu  beachten  ist.  Die  sich  ergebenden  Resultate 
sind  reell,  während  die  aus  Nr.  1)  sich  ergebenden  in  bestimmten 
Fallen  auf  imaginäre  Werthe  fahren. 

Setzt  man  r+  -  in  Nr.  2)  {.  19.,  so  erhält  man  folgende  all 
gemeine  Formt 

17* 
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■  I) 

I 


II  |  1 

—  q         ~~  9    * 

7t 

worin  alle  hierher  gehörige  Integrale  enthalten  sind.  Ist  -=i 
so  ist  1H1  =  4V^,  und  man  erhält: 

2) 

p\  1  1«+»IV*      1.3.5....(2r  +  l)V « 

*o 

Fflt  nsl  entsteht: 

3) 

I 


o 

0 


4 

15V- 
8 


/l       1    a  /       1  lr+l|* 
dgi)'Vigia*=wv«  = 


1.3.5... .(fcr+l)Vi 


o 

Hiermit  sind  die  Resultate  zu  vergleichen,  welche  Euler  in  sei- 
ner Integralrechnung  Bd.  IV.  S.  91.  mitgetheilt  hat 

Setzt  man  ?  =     so  erhält  man  aus  Nr.  1): 

4) 

f1  -  in  Jw4a       4hb,hii      4.7.10. ...(3r  + 1).1»H 
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Hieraus  erhält  man  für  ro=l  folgende  Integrale: 


0 


y    ^S^J  ¥  'S***-      ;jr+i      —  3HM  

o 

Eben  so  einfach  ergeben  sich  die  besondern  Fälle  für  das  In-, 
tegral  Nr.  4),  wenn  man  m  in  die  Darstellung  mit  den  entsprechen- 
den Werth en  aufnimmt   Hierin  ist 

Hl  i=0,89297951J6  und   Ig  1*1  »  =  0,9508414945945-1. 


Für    =5  erhält  man: 
9 


6) 


fl ^ -i(lg J)r+far  =   5r" _ 5.8.11. ...(3r+2). im 

Die  besondern  Fälle  leiten  sich  hieraus  leicht  ab.  In  dieser  Dar- 
Stellung  ist 

H I  *  =  0,9027452928 ,   Ig  II  l  *  =  0,95556523262835-1. 

Sekt  man  ^  negativ  in  Nr.  1),  so  ergibt  sich: 

v 
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Hieraus  leiten  sich  folgende  Integrale  ab: 

8) 

/■            Ix            M*.Vmi  1.3.5....(2r^l)V^i 
*m-l(\gJ-**=    ^>wr+l   =  ^TmHH*  


y^1  ^«-«(ig  ^)r-*3^ = 


2r  l  »  Vm. i "*  l 1     2.5.8... (3r- l)l/m.  1 — * • 1 


o 


10) 

1'  '  »Vm*.l-» 1 1     1.4.7.... (3r-2) VTRl-t',» 


II.  8.  W. 


Hierin  ist 


_  1,3541 179392 ,  Ig  i 1  =0,13165649168403, 
=  2,6789385348,   Ig  1-1 1 1  =0,42796274931426. 

Diese  Darstellungen  lassen  sich  leicht  weiter  fortsetzen,  und 
specielle  Fälle  aus  ihnen  ableiten.  Culer  hat  diesen  Gebilden 
eine  grosse  Aufmerksamkeit  geschenkt  und  seine  Untersuchunger 

n 

auch  auf  die  Bruche  ^=i>  l>  x>  I  u-  *•  w-     a.  O.  ausgedehnt 

und  mit  vielem  Scharfsinne  Sätze  aus  der  Lehre  der  Facultaten. 
die  er  als  unentwickelbare  Grössen  bezeichnet,  aufgestellt,  wie 
dort  nachzusehen  ist.  Da  aber  die  Darstellung  der  besondern 
Fälle,  wie  sich  zeigt,  keine  weitere  Schwierigkeit  bietet,  so  ver- 
folge« wir  sie  nicht  weiter. 

Setzt  man  nun  — r  statt  r  in  Nr.  2)  §.  19.,  so  entsteht 

9 


—  1 1  /t  n 


/i  xm 
(Ig-)    «    m  i+ 

o 


und  hieraus,  wenn  die  Facuttät  mit  negativem  Exponenten  in  eine 
mit  positivem  umgesetzt  wird: 


Digitized  by  Google 


Oettinger:  (Jefier  bestimmte  Integrale.  247 

ii) 

/>  g»-'S:E 

0 

'  '        ro.nrH  {    '   m.n(n  +  q)  (n-frg  —  q)' 

Diese  Darstellung  gibt  eine  reiche  Ausbeute  für  die  Anwen- 

n 

duog.    Setzt  man  -  =  { ,  so  erhält  man 

9 

12) 

"T""  — (_)  •    m.M«    -(-)  m.  1.3.5.... (2r-l)' 
dg-)'+» 

o 

Für  m=l  erhält  man  folgende  Integrale: 

13) 

i  Bx 


—  V^t 


erhält  man: 
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U) 

t 

/la*—ldx  (ZmyymA-^1  (3m)»-.  ym.l-n 1 

(ig  i)r+* "  m "  ^ '  *  '»•l«^—^-2)' 

Ol 

15) 

► 

lXr    ~ (  )r*       m.2'i«        ~"(  )r,m.2.5.8....(3r-l) 


o 

U.  8.  W. 


Hieraus  gewinnt  man  leicht  eine  Menge  besonderer  Fälle,  die  man 
mit  den  von  Euler  und  andern  aufgefundenen  vergleichen  kann* 

Setzt  man,  da  auch  m  eine  gebrochene  Zahl  sein  kann, 
k 

m  -f  -  statt  7/i,  so  erhält  man  aus  Nr.  2)  6.19.: 
P 

16) 

*  9         =  feiert- 

0 

Ebenso  erhält  man  aus  Nr.  1),  7)  und  11): 

I*)  • 

/i   ■+*-»„   1,+  ?,  pr+,+i.(o+n)rH.li11 

,V»  +  *)r++» 

18) 

°o  ?r(p«t  +  *)r+1  f 

19) 

o      Og^  p-l+-,.nr>, 
Hieraus  lässt  sich  eine  Menge  besonderer  Integrale  ableiten. 
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Seilt  man  p  =  4»  ~  —  4j  und  für  m  and  r  allmälig  die  Werth« 
0,  1,  2....  io  Nr.  17),  eo  entsteht: 

20) 


u.  s.  w.    Diese  Integrale  lassen  sich  beliebig  vermehren. 


§.  21. 

Eine  ausgedehnte  Gruppe  von  Integralen  gewinnt  man  durch 
Verbindung  der  in  §.  19.  angegebenen  Ausdrücke  mit  dem  Bino- 
mium  (l+a*)«.    Man  erhält: 

J*1  a*-1^  —  atf)»(lg  x)Tfo 

0 

Werden  die  einzelnen  Glieder  nach  Nr.  1)  §  19.  integrirt,  so 
»(steht: 
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i) 

■ 

o 

,     ,r   ,r,S    1  1   (»).   (»Ol  ^ 

=  (->       V+1 - " (p  +        +  (p  +  29)'+» - (p+ 3,)M-»  +  •  V 

=(-)r-lr,l-^-)-.(F^5r+-1. 


worin 


K(»-l)(tt-2)....(w-tt+l) 
(n)u  -  —         1.2.3... .« 

bedeutet  Die  Glieder  der  eingeschlossenen  Reihe  bilden  den 
wten  Unterschied  von  ^qi»  jedoch  in  umgekehrter  Ordnung.  Man 
kann  daher  dieses  Integral  auch  so  darstellen: 

2) 

/i  1 

hei  der  Zunahme  q.    Auf  gleiche  Weise  erhält  man: 

f  I  n  («)»  \ 

=<->r  • lr  1 V1 + (p+^)r+i + (p + 2?>r+ 1  v 

Denn  die  Glieder  der  eingeschlossenen  Reihe  bilden  die  nte  Ab- 
stufung von  jj^-t  bei  der  Zunahme  q.  Man  kann  auf  beide  Dar- 
stellungen die  Gesetze  anwenden,  welche  von  dem  nten  Unter- 
schied oder  der  nten  Aufstufung  gelten  und  daraus  eine  Menge 
besonderer  Integrale  ableiten.  Sie  werden  jedoch  nicht  Gegen- 
stand unserer  Untersuchung  sein. 

Setzt  man  —  n  statt  n  in  Nr.  1)  und  3),  so  entsteht: 
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(4) 

J  (i  -*»)•  ö*  -  <->  • "  ^ + (P + 1 + (P+2^+' +-•; 

5) 

/"xF-HlgxT.     ,  ,r  lrU/  »          *      ,     [»]»  \ 
=  (-M"-.VH'-(p^ 

Hierin  ist: 

M«  1.2.3....«  * 

Aus  der  Gleichung  Nr.  2)  §.  19.  ergeben  sich  folgende  Dar- 
stellungen : 

6) 

y*1  xi«-»(iT**)»(ig^yar 

1    x         »  ■         (")«       t  \ 

7) 


/ 


Die  Formen  in  Nr.  1)  —  5)  und  in  Nr.  6)  und  7)  führen  die  glei- 
chen Zablenwerthe  und  unterscheiden  sich  nur  durch  das  Vorzei- 
chen. Die  geraden  Potenzen  von  r  fuhren  auf  gleiche  Zeichen. 
Da  aber  die  Ausdrücke  in  Nr.  l)-5)  bequemer  darzustellen  sind, 
so  werden  sie  hier  berücksichtigt  werden.  Aus  den  für  jene  ge- 
fundenen Resultaten  kann  man  leicht  auf  die  in  Nr.  6)  und  7)  zu 
erhaltenden  ubergehen. 

So  lan?e  «>l  ist,  sind  die  Reihen  in  Nr.  I)— 5)  zur  Aus. 
fferthung  nicht  geeignet,  da  sie  wenig  convergiren.  Man  kann 
zwar  die  in  meiner  Lehre  von  den  aufsteigenden  Functionen  an- 
gegebene Methode  anwenden,  uro  diese  Reihen  zu  suromiren. 
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Sie  fuhrt  aber  zu  sehr  zusammengesetzten  Ausdrücken.  Wz 
beschränken  uns  daher  auf  den  Fall,  wenn  n  =  l  ist,  zumal  sieb 
auch  hier  noch  immer  eine  reiche  Ausbeute  bietet  In  diesen 
Falle  erhalten  wir  folgende  zwei  Darstellungen: 

8) 

/» xr-*(\gxyn  /  I  1  1  ^ 

1—*»    Ö*  — (— y.l'l  Vj^l  +  (/>^)r+l+(p+2y)r+l  +  ~J 

=  (-)'.  M  l.S(p,y)r+», 

i 

9) 

/»»  xn-Wgxy  __   ylr|1/J_   i  ,     i  \ 

o 

=  (-r.l'H.%  g)r\K 

Hier  ist  zur  Bezeichnung  des  Sumraenausdrucks  der  unendlichen 
reeiproken  Potenzreihen  mit  einerlei  Zeichen  das  Symbol  S(p,  q)r+l 
und  der  mit  abwechselnden  Zeichen  das  Symbol  S\p,  q)T+x  ge- 
wählt. Säramtliche  Elemente,  welche  zur  Bestimmung  der  Reibe 
nöthig  sind,  nämlich  das  erste  Glied  (p),  die  Zunahme  (q)  und 
der  Exponent  der  Glieder  (r  +  1),  sind  darin  aufgenommen.  Diese 
Bezeichnungsweise  dürfte  geeigneter  erscheinen,  als  andere, 
und  namentlich  die  von  Legendre  gewählte,  bei  welcher  die 
reeiproken  Potenzreihen  mit  abwechselnden  Zeichen,  die  gleich 
wichtig  sind,  nicht  berücksichtigt  sind. 

Bei  der  Anwendung  ergeben  sich  aus  den  Elementen  p  und 
q  so  viele  verschiedene  Reihen  als  q  Einheiten  enthält,  und  so 
lange  p  sich  höchstens  bis  zu  q  erhebt.  Wird  p  =  q,  so  erhalten 
diese  Darstellungen  folgende  Form: 

10) 

Irl  l  1         J_  1 

11) 


1 
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Hieraus  leitet  sich  folgendes  Gesetz  ab: 

S,(p,p)'+,=^pS'(l.l)'+1. 

Cefcerbanpt  erbtlt  man,  wenn  p  und  y  einen  gemeinschaftlichen 
Falcter  haben,  was  häufig  vorkommt,  folgende  Reductionsformein : 

13) 

Feiner  ergeben  sich  aus  Nr.  8)  und  9)  folgende  Ableitungen, 
die  in  Folgenden  viele  Anwendung  finden  werden,  wenn  p=l 
ud  9=1,  2,  3 . . . .  gesetzt  wird : 

14) 

/"  y^8*=(-)Mr|1S(l.  1)'+1. 

fx  ^SBx  2=5  (~)r* ir  1 1<S(1' 2)r+i ' 

o 

y 1  fS3* = (-^)r- ir  1  ,*k 3>r+i  * 

o 

U.     8.  W. 

15) 

o 

/* 1  J^Ja*=(-)M'i  »su  2)'4->, 

y 1  isS5? = <-)r- ,r  1  ,s'(i' 3>r+i ' 

o 

u.   s.  w. 
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§.  22. 

Man  kann  die  in  Nr.  8)  und  9)  §.  21.  gewonnenen  Gleichungei 
znr  Ableitung  einer  bestimmten  Classe  von  Integralen  brauch ba 
machen,  wenn  man  die  Werthe  von  p  und  q,  die  unter  einande 
unabhängig  sind,  in  bestimmten  Zusammenhang  bringt.  Setzt  roai 
nämlich  p  statt  q  und  (m  +  \)p  statt  p  in  Nr.  8)  §.  21.,  so  ent 
steht  mit  Rücksicht  auf  Nr.  13): 


1  affH*-I(igg)rn 

o 


—        M  y      1  1  1  '  \ 

)r  '  pr+1VC»  +  l)r+1  +  (m  +         +  (m  +  3)'-M  +  *  7 

In  der  eingeschlossenen  Reihe  fehlen  die  m  ersten  Glieder.  Er 
gänzt  man  sie  und  schliesst  sie  wieder  aus,  so  geht  obige  Dar 
Stellung  über  in 

I) 

1  -  xf  x 

« 

Irl  1  ]r|l  1  |  | 

= (-)'  •     5d,  m»(  -)•+»  •  FVl  (i + 2T+-,  +  ärp + •  •  •  •  i^r.» 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  aus  Nr.  9)  §.  *2I.: 

.1  ^m|>4-n-I(|g;r)r 


i 

,  ,r  i"r     i  i     ,  L   i 

—  '  pr-f  lL(wi  _|_  l)r+l  -  (OT  +  2)r+l  +  (m  +  fy+*——J 


Auch  hier  fehlen  die  m  ersten  Glieder.  Bei  der  Ergänzung  bat 
man  auf  den  Zeicbenwecbsel  Rücksicht  zu  nehmen,  und  das  vor- 
zusetzende Zeichen  so  einzurichten,  das»  das  Glied  -t — TT\7P' 
für  sich  betrachtet,  positiv  wird.    Es  wird  daher 

Ml       1       1       1  1 
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Unterscheidet  man  aber,  was  hier  eintritt,  zwischen  etiler  gera* 
den  and  ungeraden  Zahl,  so  ergeben  ßich  folgende  zwei  Darstel- 
lungen : 

3) 

o 

(-)Mi.  \L±ln  L  + J  L  

K   '       p'+iK      2r+lT3r+1    4r+1"*  (2m)r+i; 

n 

im        i       i       i  l 

* 

* 

Eine  andere  Form  von  Reihen  bekommt  man,  wenn  2p  statt  q 
und  2mp+p  statt  p  in  Nr.  8)  und  9)  §.21.  gesetzt  wird.  Auch 
in  diesem  Falle  lässt  sich  p  aus  der  Reihe  ausscheiden,  und  es 
entgeht: 

5) 

/l  S*»P+p-l(|gg)rQ 
 \=^f—dX 

o 

Iriy       l  1  1  \ 

"  (")r  ^HFlV(2m  +  ir+l  +  ^mT^1  +  (2m  +  5)^  i     *  *  7 

=  W  ^  2)r+l(-)r+l .  (1  +  jj-  +         + ....  jjjj^p)  . 


6) 

1  rF*,,P+P-l(lgjr)r 


,  .  M  y  1   1  ,      1  \ 

~  (~~>r ' ^qTiV(2m+  (2m +3)*+»  +  (2m  +  6)H-i -7 

IrH  Irl  1  1  1 
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Diese  Art  von  Reihen  lässt  eich  in  eine  allgemeine  Form  brin 
gen,  wenn  man  kp  statt  q  nnd  mkp  +  p  statt  p  achreibt : 

7) 


1  1  1  | 


8) 

o 

,  .   M'r      l    l  ,  1 

Auch  hier  lassen  sich  die  Anfangsglieder  ergänzen  nnd  man 
erhält:  J 

o 

lr|l  1  1   1  . 

(~)r+1 '  pt+i  t1  +  +  (2*+l)N-i  +    •  ((m_         l)r+iJ ' 

-  10) 

o 

(_)«+r+i.  LL  [1  -  ^jj+i  +  (^fjr+l-  ^)W"1(mAr-Jt+ir+"J* 

Diese  Gleichungen  werden  später  zu  mancherlei  Anwendungen 
dienen. 

§.  23. 

Die  Auswertung  der  hier  in  Frage  stehenden  Integrale  be 
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übt,  wie  man  sieht,  auf  der  Darstellung  der  Summen  der  reci- 
frokeo  Potenzreihen  mit  gleichen  und  abwechselnden  Zeichen, 
und  bei  verschiedenen  Anfangsgliedern  und  Zunahmen. 

Ip einer  Abhandlung,  welche  *yn  26.  Bande  dieses  Archivs 
S.  lu.  ff.  abgedruckt  ist,  habe  ich  die  Gleichungen  angegeben, 
wie  die  Summen  der  reciproken  Potenzreihen  mit  gleichen  und 
abwechselnden  Zeichen  bei  jedem  Anfangsgliede  und  jeder  Zu- 
nahme dargestellt  werden  können.  Bezeichnet  man  das  erste  Glied 
durch  m,  die  Zunahme  durch  k,  so  hat  man  zur  Darstellung  der 
Summe  einer  Reihe  mit  einerlei  Zeichen  folgende  Gleichung: 

») 

S(m,  k)P  =^  +  ^^  +  ^2jtjp  +  -  -- 
III  1 


mP  T(m  +  Ar)P  r  (m  +  2Ar)PT*"(ro  +  nk  -  k)V 

1  .     1      ,  pJl  Ip\>p  _ 

(p-\){m+nk)v-Kk  +  2(m+n*)P  +  6.2(m+7!*)P+1  30.4(ro+nAr)P+a 


42.6(m  +  w*)P+*    30 . 8(m  +  nk)P*  7  T  66 . 10(«t  +  nA)r+* 

Das  Fortgangs -Gesetz  der  begleitenden  Reihe  liegt  deutlich  vor. 
Die  Vorzahlen  der  einzelnen  Glieder  sind  die  Bernoulli'schen  Zahlen: 

1     1      1     1      1      1     J>9_L     1  5?1Z 
2'   6*    30'    42'    30'    66'    2730  '    6'  510' 

i 

Die  Summe  einer  reciproken  Potenzreihe  mit  abwechselnden 
Zeichen  bestimmt  sich  durch  folgende  Gleichung: 

- 

«'(in,  k)v  =  —  ~  (m  +      +  (STjRÄjp  ~  (wT+3*)P  +  *  * 

:     _  J  l  l  l 

~mP     (m  +  *)P  +  (m  +  2#)P'",(         (m  +  **-*)P 


rL2(m  +  nk)P  +  4(m  +  A)P+*    8(ro  +  *)P+»  +  4(m  -f  nk)P+* 

!  17[p]y^  31[/>]9*»  _^l[p]it*n. 

16(m  +  wA)P+*  +  4(m  +  w*)p+9    8(ro  +  w*)P+»  + 

j    Die  Vorzahlen  der  begleitenden  Reihe  sind  die  Vorzahlen 

Theil  XXXIX,  18 


] 
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r      ,  1     1      1     1     17  31 

der  Glieder  der  ersten  negativen  Aufstufung  ^»  4»  g>  j»  jj»  ^» 

691  4561 

8  '    4  * 

Bei  Anwendung  dieser  Gleichungen  wird  es  zweckmässig  sein, 
die  Zahl  (m  +  nk)  in  der  begleitenden  Reihe  so  zu  wählen,  daM 
sich  die  höhern  Potenzen,  worauf  sie  fuhrt,  bequem  darstellen 
lassen,  wozu  sich  die  Zahlen  10,  20,  30....  und  auch  25  ganz  gut 

eignen,  da   ^  =  jjjjj  lsr* 

Obgleich  die  Glieder  der  begleitenden  Reihen  nicht  vollstin 
dig  convergiren,  so  lassen  sie  sich  doch  ganz  gut  gebrauchen,  uo 
bei,  schicklicher  Wahl  von  (m  -f  nie)  den  Werth  des  Summenau» 
drucks  beliebig  genau  zu  bestimmen,  indem  man  so  weit  fortgehei 
kann,  bis  die  Convergenz  aufhört,  was  dadurch  erkannt  wird 
dass  man  bei  dem  Portschreiten  der  Glieder  Werthe  erhält,  <H 
theUs  kleiner,  theils  grosser  als  der  gesuchte  Summenausdruck  sind 

Man  kann  eine  Reihe  mit  abwechselnden  Zeichen  in  i*i 
Reihen  von  einerlei,  aber  entgegengesetzten  Zeichen  auf  fa 
geode  Weise  zerlegen: 

3) 

S'(m,  k)P  =  S(m,  M)p  -  S(m  +  kt  U)p, 

und  dann  nach  der  Gleichung  Nr.  1)  verfahren.  Dadurch  *« 
aber  nichts  gewonnen,  denn  die  Arbeit  verdoppelt  sich. 

Da  im  Folgenden  die  Summen  der  Potenzreihen  mit  verseht 
denen  Anfangsgliedern  und  Zunahmen  nothig  werden,  so  soll« 
hier  diejenigen  bestimmt  werden,  welche  die  Grundlage  zur  Au 
findung  anderer  bilden,  wodurch  sich  das  hier  zu  beobachten« 
Verfahren  verdeutlicht..  Um  die  Summe  von  £(2,  3)a  zu  bestii 
men,  hat  man  m  =  2,  n  =  6,  £  =  3,  p  =  2  in  Nr.  1)  zusetze 
Hiernach  ist: 

*> 


4.3»  6.3^         8.3*         10.5.3»       12. 091. 3» 

30.4.20*  +  6. 42. 20r    30.8.20«  +  66. 10.20» ""2730. 12. 20lV 

Werden  die  angezeigten  Werthe  berechnet  und  zusammen; 
zählt,  so  entsteht: 
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») 

5(2,  3)«=^  +  lt  +  ^  +   ..=  0,3404306010398... 


erhält 

*> 

-^»-rö'  +  S»**  "  17» +  2.20».3+ 2.20» +6. 2.20* 

10.3»       21. 3»         36. y       55.5.3»  78.691.3» 
"30.4. 20»+6 . 42 . 20«    8 . 30 . 20w+66 . 10. 20»  ~~  12.2730.201«*  "" 

and  hieraas: 

5(2,  3)»=~  +  ^  +  |t+  ... =0,1367562326834.  .. 

Aas  Nr.  2)  erbült  man  für  dieselben  Wertbe: 

8) 

~2*    5»  +  8»  *      17*  +  2.20*^  4.20»    8.20»  +  4. 20* 

17.8. r    31.10.3»  691.12.3» 
~  16.20»  +  4.20"  ~~    8.201»    +  " 

=  0,2204359059284.... 

9) 

*rc  *>\i  A     1,1  1  ,  __]_  .  ___     IM*  ,  2K3* 

—  2»~5»  +  8»"  ""17»  +  2.20»  +  4. 20*~8.20«  +  4.208 

1  30.17. y    31.55.3»  _  78.691.3" 

'  ~*  16.2010  +  4.20M  8.20»    +  ' 

=  0,1184387784250.... 

Setit  man  m=  1 ,  £=-4,  n=6,  p  =  2,3  in  Nr.  1),  so  entsteht : 

j  10) 

}      1  111         2.4  4.4» 

*M)  - 1  +  5j  +  gi+  ••••  21»  +  25.4  +  2.25»  +  6.2. 25»  ~~ 30. 4.25» 

6.4»  8.4*  10.5.4» 


42.0.257    30.8.25»^  66.10.25»  MM 
=  1,0748330721566.... 

18» 
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*a  iM-ixij-ij.  1  i  1  i  1  ,  34  1048 
a(i ,  4>  _  i  +5»-i"98i-  •••2l»'t'2. 25*.4+2.25>l 2. 6.25* ~ 30.4.25« 

J1.4*         36. 4*         55. 5.4» 
+  42.6. 25«  ""30.8.25"  +  66. 10  .  25«""  - 

=  1,0103729682620.... 

u.  s.  w.  Die  Werth  berechnung  dieser  Suramenausdrucke  ist,  wie 
man  sieht,  mit  viel  Muhe  verbunden,  namentlich  wenn  sie  weiter 
ausgeführt  und  auf  die  verschiedenen  Summen  einer  und  dersel- 
ben Zunahme  ausgedehnt  werden  soll.  Es  wird  daher  gut  sein, 
noch  weitere  Methoden  anzugeben,  welche  ihre  Auffindung  erleich- 
tern und  die  Arbeit  auf  ein  Minimum  zurückbringen.  Diess  soll 
im  Folgenden  geschehen. 


§.  24. 

Wir  betrachten  zuerst  die  reciproken  Potenzreihen  mit  einer 
lei  Zeichen  und  verschiedenen  Zunahmen.  Da  die  Zunahme  jede 
ganze  Zahl  bedeuten  kann,  so  kann  man  für  jede  so  viele  ins 
Unendliche  fortlaufende  Reihen  bilden,  als  die  Zunahme  Einheiten 
enthält,  so  dass  die  Summenausdrucke  sämmtlicher  so  entstan- 
dener Reihen  zusammen  so  gross  sind,  als  der  Summenausdrock 
der  reciproken  Reihe  von  der  gleichen  Potenz  besagt,  deren  Zu- 
nahme die  Einheit  ist.  Hiernach  hat  man  ftir  die  Zunahme  2  fol- 
gende Zerlegung: 

5(1,  1)P  =  1  +  ^  +  ^  +  ^-f  ...  , 

=  ^"^S^^^'","^2p"^^"^6l»"^''",, 
also  nach  Nr.  12)  §.21.: 

1) 

5(1 ,  1)P  =  5(1 ,  2)p  -f  5(2,  2)p  *=  5(1 ,  2)p  +  ^  5(1 ,  \)f 

oder 

2) 

5(1,2)p  =  (1-L5(1,1)p, 


und  man  kann  5(1,  2)p  durch  5(1,  1)p  darstellen.  Für  die  Zu- 
nahme 3  erhält  man  folgende  Zerlegung: 
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=  1  +  5  +  7p  +  IÖi»  + 
1     1     1  . 

+  »»  +  6p  +  9p+ *" 

Hieraas  folgt- 

5(1,  Dp=S(1,3)p+S(2,3)f  +  sS(1,  1)p, 

4) 

0 =  «(1.  3)p  + 5(2,3)p. 

Ist  oan  eine  der  Summen  5(1,  3)P  oder  5(2,  3)P  bekannt,  so 
lasst  sich  hieraus  die  andere,  und  somit  alle  drei  der  Zunahme  3 
zugehörigen  Summen  bestimmen,  da  die  Werthe  für  5(1,  1)p  bis 
ior  40sten  Potenz  aus  der  oben  angeführten  Abhandlung  bekannt 
*ind.    Für  p  =  2  ist  aus  Nr.  4)  und  Nr.  5)  §.  23.: 

«) 

5(1 ,  3)*  =  5(1 , 1)* -  5(2,  3)*  =  1,1217330139364 ..... 

5(3,  3)*=0,182770451872025I  

Eben  so  erhält  man  aus  Nr. 7)  §.23.  und  Nr.  3)  dieses  Paragraphen: 

6) 

S(l ,  3)3  =  (1  - »V)  S(L9  1)»- S(2,  3)»  =  1,0207800444332.. .., 

5(3,  3)8  =  0,0445206260429 .... 

Für  die  Zunahme  4  ergibt  sich  folgende  Zerlegung: 

5(1,  l)Pr=5(l,  4)p  +  5(2,  4)p+ 5(3,  4)p+5(4,  4)p 

=  «(1 ,  4)p  -f  ^  5(1 ,  2)p  +  5(3,  4)p  +  ~  5(1 ,  1)p, 

und  hieraus  mit  Rücksicht  auf  Nr.  2) : 

8) 

( 1  -     8  ( 1 ' 1)P  =  S  ( 1 '  i)P  +  5  (3 '  4)P ' 
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Es  zeigt  sieb,  das»  alle  vier  hierher  gehörigen  Summen  bestimmt 
werden  koonen,  wenn  einer  der  Summenausdrucke  5(1, 4)r> 
5(3,  4)P  bekannt  ist. 

Die  Fortsetzung  dieser  Untersuchung  führt  zu  folgendem  Ge 
setze  fu*r  die  Zunahme  k: 

9) 

5(1,  1)*= S0t  k)P  +  5(2,  k)P  +  5(3,  k)P + ....  5(*- 1 ,  *)p  +  ^ 5(1,  1)f 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  vorerst  nur  zwei  Summen  aus  deo 
übrigen  (k — 2),  beziehungsweise  nur  eine  abzuleiten  sind.  So 
lange  k  eine  Primzahl  ist,  bleibt  dieser  Satz  in  voller  Geltung, 
wie  diess  bei  der  Zunahme  5,7,....  der  Fall  ist.  Ist  aber  k 
keine  Primzahl,  dann  werden  noch  weitere  Reductionen  zu  machen 
sein,  namentlich  dann,  wenn  schon  Summen  für  kleinere  Zunah- 
men bekannt  sind.  Diess  wird  sich  an  den  Summen  für  die  Zu- 
nahme 6  zeigen.    Hiefür  ist : 

5(1,1)»  =  5(l,6)P-f  5(l>,6)p;+  5(3,6)p  +  5(4,6)p  -f  5(5, 6)p  +  5(6,6> 
=  5(1,  6)p  + 1  5(1,  3)p  +  i  5(1,  2)p+  ~  5(2,  3)p  +  5(5,  6)> 

Nun  ist  aus  Nr.  2)  und  Nr.  4) : 

^5(1,2)P=^5(1,  1)p-^5(1,  1)p. 
^(5(l,3)P  +  S(2,3)P)=^5(l,l)P-i5(l,  l)P. 

* 

Werden  diese  Werthe  eingeführt  und  geordnet,  so  erhält  man: 

10) 

(1+i~i-s)S(,'1)p=Ä(1>6)p  +  S(5'6)p- 

Ist  einer  der  Werthe  5(1,  6)p  oder  5(5,  6)p  bekannt,  so  te* 
sich  hieraus  der  andere  finden,  und  es  sind  beide  bekannt.  Nun  ist 

S(2,  6)i>  =  ~  S(l ,  3)p  =  .^(1  +  i  +  fr  +  ^  +  ....) 
=  |,S(J,6)P  +  is(4,6)P. 


- 
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Wird  nun  dieser  Werth  in  die  oben  angegebenen  Gleichungen 
eiogeluhrt  und  wird  geordnet,  so  entsteht: 

12) 

(1  -1)  5(1,     =    +  1)5(1,  6)f  +  5(5,  6)p  +  (I  +1)5(4,6)*. 


Bierans  kann  5(4,  6)P  gefunden  werden.  Ist  auch  dieser  Werth 
gefanden,  so  ISsst  sich  aus  Nr.  11)  auch  der  von  5(2,  6)P  finden. 
Es  ist  daher  zur  Bestimmung  der  zur  Zunahme  6  gehurigen  Sum- 
men ausser  5(1,  1)P  nur'die  Auftindung  eines  der  Werthe  5(1,  6)p 
oder  5(5,  6)p  nothig. 

Diese  Methode  ist  aber,  wie  man  sieht,  nicht  für  alle  Fälle 
zareichend.  Es  wird  daher  sachgemäss  sein,  noch  eine  andere 
Methode  anzugeben,  welche  die  Darstellung  dieser  Summen  min- 
destens auf  die  Hälfte  der  Arbeit  reducirt  und  die  zugleich  den 
Vortheil  der  Controle  gewährt.   Sie  ist  folgende. 

§  25. 

Geht  man  von  der  bekannten  Doppelreihe 

1) 

«_I._J_._J_  .  _?  _L_ 

m+«  +  *  +  m  +  2*  +  mn 

aus  und  differenzirt  wiederholt  nach  m,  so  erj»&lt  man  die  ver- 
schiedenen Potenzen  der  beiden  in  Nr.  1)  angegebenen  Reihen 
nebst  den  dazu  geborigen  Suinmenausdrucken ,  welche  durch  Dif- 
ferenziation  des  Ausdrncks  auf  der  rechten  Seite  entstehen.  Hier- 
nach ist: 

2) 

™  _   ( 1  .  _JL  .    L  -  4  , 

dm         Vm*  +  (m-f  *)*  +  (ro+2Ä)«  +  / 

=  -  5(m.  ft)«  -  5<A-,n,  &  =  -  J  > 
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3) 


mit 


8*M     ......  CosT 


r/m 


4)  . 

(BmJ*  =  -  1 -  2.35(111,  £)4 —  l.2.3S(k^m,  k)* 

r    6  4_  -■ 

L(Sm  T)  (Sin.-x)»J 

5) 

(ä^= 141  'ä«.  *)•  - 141  "sc*-».  *)• 

-^r  ^!_8_i_  8Cosx  i 

"^L[sL^  (Sin^)J' 

6) 

(g^)5  =  ~  I* 1 1  S(m ,  *)•  -  P  1 ' S(* -  m , 

=  _?r«r  120  120  16  -| 

(Sin  (Sin  (Sin      )• J 

7) 

dm  m 


7 


„rT^Cns™    480Cos^'  32008^-1 
•-(Sin-j-)*       (Sin^-)»  (Sin^-)»-l 

8) 

(ä^)r=  ~ lr • 1  S(m,  Ar) 8 -  PI  i  $(* - m, 

5040  6720  2016  64  ~| 

Ä8L(Sin^)8  (^^^^^"(SiT^;^ 
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28  ff 

^|-40320Cos^    40320Cos*™    8064  Cos™*  ltBCos^-. 
»-    (Sm-y)»        (Sin-^-)7         (Sm-j-)6      (Sin  -jp)»  -J 

«.s.w.  Diese  Gleichungen  findet  man,  wenn  man  bei  der  Ent- 
wkkelung  der  verschiedenen  Differenziale  (Cos  -j-)*  =  l  —  (Sin  -j-)* 


schreibt,  so  oft  (Cos^-)*  erseneint,  und  dann  die  Differenziation 

fortsetzt.  Geschieht  diese  Reduction  nicht,  so  erhält  man  viel 
ausgedehntere  Ausdrucke. 

Nach  den  hier  aufgestellten  Gleichungen  reducirt  sich  die 
Auffindung  der  Summenausdröcke  auf  die  möglichst  geringe  Arbeit. 
Setzt  man,  um  diess  zu  zeigen,  &=5,  m  =  1,  2,  3,  4  und  />=2, 
so  entsteht  ans  Nr.  2) : 

10) 

7c2  2(5 -f-VÖ)«* 

5(1,  5)*  +  5(4,  W^jf^—^J^VJ-  , 

5(2,5)*+5(3,  5)*=p^rs 
da  fcf  =  ^  V*=V5  und  Sin^^  V5  +  V5  ist. 

* 

Hiemach  hat  man  nur  zwei  Werthe  zu  bestimmen,  um  die 
▼ier  Suromen  5(1 ,  5)*,  5(2,  5)»,  5(3,5)*,  5(4,5)»  zu  erhalten, 
da  5(5,5)*  bekannt  ist. 

Ist  *  =  6,  p=2  und  m=l,2....,  so  entsteht  aus  Nr.  2): 

ii) 

71*  7l2 


5(1,  6)*  +  5(5,  6)*= 


6*(Sin£)* 


-w 


7t*  31* 


5(2,  6)*+  5(4,  6)*  =  —  =  w 

6*(Sinjr 


Da  nach  Nr.  11)  §.24.: 
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S(2,6)*=iÄ(l,6)«  +  iS(4>6)* 
ist,  so  ergibt  sich  durch  Einfuhrung  dieses  Wertbes : 

12) 


5(4,6)*  =  57ä7-tS(l,6)*. 


Ist  daher  5(1,6)*  bekannt,  so  löset  sich  hieraus  5(5,6)«,  dar 
5(4,6)*  und  5(2,6)*  finden.  Die  übrigen  Werthe  5(6,6; 
=  s\,5(l,l)*  und  5(3,  6)*=  "5(1,  2)*  sind  bekannt. 

Bei  der  hier  gezeigten  Methode  ist  jedoch  zu  bemerken,  das 
die  verschiedenen  Potenzen  der  reciproJcen  Reihen  nicht  nac 
derselben  Gleichung,  wie  diess  bei  der  in  §.24.  gezeigten  de 
Fall  ist,  behandelt  werden  können.  Für  jede  Potenz  werden  be 
sondere  Formeln  entstehen.  Die  Entwicklungsweise  bleibt  ab« 
die  gleiche. 

Man  kann  nun  die  gefundenen  Gleichungen  leicht  zu  «reite 
ren  Darstellungen  benutzen.  Setzt  man  £  =  2,  m=l,  so  wW 
Sin$7t=:l  und  Cos£ft  =  0,  und  die  Summen  der  ungeraden  reci 
proken  Potenzreihen  gehen  in  0  über,  können  also  auf  diesem 
Wege  nicht  bestimmt  werden.  Die  beiden  Reihen  vereinigen  eicfc 
aber  in  dem  vorliegenden  Falle  in  eine,  und  es  entstehen  die 
geraden  Potenzreiben  mit  den  ungeraden  Zahlen.    Hiernach  ist: 


13) 


„S(l,2)<»-=l+p  +  ^  +  ....= 


17»» 


32.5040' 


Da  nach  §.  24.  Nr.  2) 


S(1,\)P  = 


1,2» 
2c -1 


SO,  2)r 


ist,  so  erhält  man  hieraus  und  aus  Nr.  13): 
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14) 

5(1,  1)*=  1 +2ä  +  jjj +....== -gr » 

I  1  tt* 

5(1,  1)4  =  1+^4+  34 +....  =  gQ» 

II  TT« 

5(1,  l)6=l  +  2j+  36  +  ----=9j5' 

11  «8 
5(1,  l)«=l  +  2ä+  38+  •  =945ö* 

u.  s.  w. 


J.  26. 

Bei  Untersuchung  der  reciproken  Reihen  mit  abwechselnden 
hat  man  zwischen  einer  geraden  und  ungeraden  Zunahme 
10  unterscheiden  und  die  Bemerkung  festzuhalten,  dass  alle  Glie- 
der, welche  gerade  Zahlen  in  der  Reihe  5'(1,  1)P  führen,  das 
oegative,  und  die,  welche  ungerade  führen,  das  positive  Zeichen 
haben.   Für  die  Zunahme  2  hat  man  daher  folgende  Zerlegung: 

CM    1\   i      _I_  i  JL       1  .1 

A  (l,J)P —  1 — r  £p    4p  5p 

1.1  (\  ,1,  1   ,  ^ 

"""  I  +  3p+7p+  "~A2p  +  4p+6p  +  * "')' 

i 

woraus  sich  folgende  Gleichung  ableitet: 

!  i) 

!  S'(l.l)P  =  S(l,2)P-is<l,l)P. 

Für  die  Zunahme  4  und  6  erhält  man  folgende  Zerlegung : 

#(1,  1)p=  S(l,  4)p-  5(2,  4)p+  S(3.  4)F-f5(l,  1)0, 
S'(1,I)p=  S(l,6)P-S(2,6)P+S(3,6)e  -  5(4,6)p+S(5,6)p-^S(1,  I)p 

«•*•  w.   Diese  führt  zu  folgendem  Gesetze  für  die  Zunahme  2k: 

3)  . 

S'O,  1)p  =        2*)p  -  S(2,  2A)p  +  S(3,  2A)p-.... 
+  S(2A  - 1 ,  2A)p  -  ^  S(l ,  1)p. 
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i 

Nach  diesem  Gesetze  lassen  sieb  die  reeiproken  Poteozreihe 
mit  abwechselnden  Zeichen  und  geraden  Zunahmen  auf  die  n 
einerlei  Zeichen  zurückfuhren.  Ihre  Auffindung  unterliegt  dabe 
da  die  von  £'(1,  1)p  bis  zur  4üsten  Potenz  bekannt  sind,  dem  i 
dieser  Gleichung  ausgesprochenen  Gesetze.  Die  Methode  ftl 
daher  mit  der  in  §.  24.  und  §.  25.  angegebenen  zusammen. 

Anders  verhält  es  sich  mit  den  Potenzreihen  von  ungeradi 
Zunahme.    Für  die  Zunahme  3  erhält  man  folgende  Zerlegung: 

a  ^'  l)     '     Vp^Zp    4i»  +  5p    6>+7p    Ap^Ip^W 

~\$p    5px8>    10p  +  ""'/t3p    Gp~*~9p~~12p  "" 
Diess  führt  zu  folgender  Gleichung: 

4) 

»(1,  Ips  ff  (1,3p -ff  (2,  3p +  lp. 

In  gleicher  Weise  erhält  man : 

•  i 

«)  I 
ff  (1 ,  1 p  =  ff  (1 ,  5p  -  ff  (2 ,  5p + ff  (3 ,  5)1-  -  ff  (4 ,  5)p + ^  ff  (1, 1 

ii.  s.  w.    Hiedurch  wird  man  zu  folgendem  Gesetze  geführt: 

6) 

ff  (1,  lp  =  ff  (1,  2A  +  lp  —  ff  (2,  2A+lp  +  ff  (3,  2*+lp-... 
-  ff  (2A,  2A  +  lp +  (SlI5f  ff  (1 ,  lp. 

Die  Reihen  mit  abwechselnden  Zeichen  und  ungeraden  3 
nahmen  lassen  sich  daher  nur  in  Reihen  mit  abwechselnden  2 
chen  nach  dem  vorstehenden  Gesetze  zerlegen.  Die  Methc 
kommt  hiehei  nach  den  in  §.  23.  gemachten  Bemerkungen  zur  l 
nendung.  Es  wird  daher  auch  hier  sachgeroäss  sein,  noch  e 
andere  Methode  für  die  Entwickelung  der  Summen  dieser  Reil 
anzugehen.  Ehe  diess  jedoch  geschieht,  setzen  wir  noch  ein 
Sätze  Ober  Ableitung  der  Suramenausdrficke  von  Reihen  mit  h« 
ren  Zunahmen  aus  denen  mit  niederen  her.    Es  ist: 
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lenn  S(\,A)p  läset  sich  in  zwei  Reihen  zerlegen.  Hieraus  bat 
uaa: 

I  S(l ,  2k)v  =  5(1,  k)P  -  S(l  +  A,  2*)p. 

Inf  gleiche  Weise  erhält  man : 

t?  ( i ,  k)p = i + {,  +  2A)P  +  (iq:1^ + (iqpe^  +  •  • 
-(^^+(H^+(TTö^.  +  •  )=*(>.  2*)'  -  Sd+*,2*)". 

red  hieraus : 

8) 

,  5(1 ,  2*)p  =  5' (1 ,  k)P  +  5(1  +  k,  U)p. 

Durch  Vereinigung  von  Nr.  7)  und  Nr.  8)  entsteht : 

5(1 ,  2*)p  =  45(1 ,  jfc)r  +  \S' (1 ,  *)p. 
Ut  *  angerade,  so  erhält  man  aus  Nr.  7)  und  Nr.  8): 
j  10) 

|         S(I,4^+2)P=Ä(l,2Ä:+l)P-is(Ä+l,  2*+1)p, 
5(1 ,  4* +2)p  =  S'(l ,  2*  +  l)  +  ^  5(*  + 1 ,  2*  + 1  )p. 


Diese  Gleichungen  fordern  in  Verbindung  mit  den  bisher  ge- 
zeigten Methoden  die  Auffindung  der  Summen  der  reciproken  Po- 
tenzreiben sehr  und  dienen  unter  sich  zur  Controle,  Setzt  man 
*=1  in  Nr.  10)  und  Nr.  II)  und  £=3  in  Nr.  9),  so  hat  man: 

12) 

5(1,  6)p  =  5(1,3^-^5(2,3^ 

S(!,6)P=5'(l,3)P  +  ^(2f3)p, 
5(l,6)P=i5(l>3)P  +  iS'(l,3)p, 

und  man  kann  auf  dreierlei  Art  5(1,  6)p  aus  den  Summen  für 
^Zunahme  3  ableiten.    Eben  so  ist: 
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13) 

S(l,  10)p  =  S(1,5)i»-^S(3,5)i>, 

S(l ,  10)p  =        5)P  +  ~  S(3,  5)f, 

S(lf  K^=s|S(l,5)F4-iS'(l>5)P, 
u.  s.  w. 


}•  27- 

Die  im  vorigen  Paragraphen  angedeutete  Methode  ist  fo 
sende.    Legt  man  die  Doppelreihe  zn  Grunde: 

i) 

11,1  n   1_ 

.    1  L    .  J  

und  differenzirt  wiederholt  nach  m,  ao  erhält  man: 

»  Co»-r 

aiv     / 1   i__  ,  i    L 

Sn*=-U,-(m+A)»+(mF2A)*    ""  *'(Sin^y 

* 

.     i  _!_+_!  

+  (ic^m)*  ~  (2k-m)*  +  (3A-m)» 

=  -  S'im,  k)*  +  S'(A-m,  *)«, 

3) 

(g=..2S'(fl.,*).+i^(*-«.*)-=^t(-^rs^J 
£? = - is  1 1 5'(m»  *>4+ 18 1 1  ^c*-».  *>4 

**      mar      6  I  "1 

(Sin-j-)4  (Sin^-)*^ 
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5) 

III  1  «>#/   1 

(Bm)* 


*W  =l*^S'(m,t)t  +  l*nS'(k-m,k)i 


=  *1\-J*  20_+_J_-i 

**L(Sin^)»    (Sin^)>  Sin^1 

6) 

(-8my4=-  l»l  >S'(m,  *)•+  l»l  •«'(*-»,,  *)« 
**     "TL(SI.!J?)«    (Sin  (Sin^)»J' 

(8m) 


„  =  1*  l  >  S'  (m ,  k?  +  1 8 1 ' «'  (*  -  »i ,  *)' 


»T[~    720    _    840  182   1  n 

~*TL(Sin^    (Sinf)»    (Sin  Sin^J' 

»•      tnn  r    5040  4200  546 


[5U4U  42CJU  540  1  ~| 

(kin-^)«    (Sin-j^-)«    (Sin-^-)4  (Sin-j-)* 


i.  s.  w.    Diese  Differenziale  entstehen,  wenn  man 

WITT  „        .       .  TO». 


(Co8-r)»=l-(SinT)» 

7717t 

whreibt,  so  oft  (Cns-^-)*  erscheint. 

Die  Anwendung  der  hier  aufgefundenen  Darstellungen  auf  Sum- 
mirang  der  reclproken  Potenzreihen  mit  abwechselnden  Zeichen 
geschiebt  auf  die  in  §.  25.  angegebene  Weise  und  unterliegt  keiner 
»eitern  Schwierigkeit.  Das  Auffinden  der  Sumroenaus drucke  für 
«ne  bestimmte  Zunahme  wird  auf  die  Hälfte  der  Arbeit  reducirt. 
Setzt  man  k  =  2,  m=l  v  so  gehen  die  Summenausdrucke  für  die 
geraden  Potenzen  in  0  über,  da  Cos|«  =  0  ist,  und  man  findet 
«tr  die  der  ungeraden  Potenzen.    Hiernach  erhält  man: 


Digitized  by  Google 


272  Otttinter:  Vebtr  bestimmte  Integrale. 

9) 

_v         ,11         1  TC 
S'(l,2)  =l-ä   +g-?....  =  J, 

S'O  »  2)3=1     35  +  53    ji—-  —  32» 

(1'  l>  — ^P+Ö*- 7*  J536' 

^    11      1  61  n7 

—  1  -37  +  57  —  77  18432Ö 


Für  den  Zusammenhang  der  reciproken  Potenzreiben  init  abwech 
selnden  und  einerlei  Zeichen  bei  der  Zunahme  1  gilt  folgend* 
sich  leicht  rechtfertigende  Gleichung: 

10) 

S'(1,1)P  =  (1-^)Ä(1,1)P. 

Für  die  Ableitung  weiterer  Reihen  aus  den  hier  und  frühe 
Gefundenen  gilt  die  Gleichung  Nr.  9)  §.  26.,  und  man  hat,  wem 
Ar  =  2  gesetzt  wird: 

ii) 

S(l,4)»=  l+p  +  p  +  ....  =  ^+i«a.2),> 
S  (1 ,  4)*  =  1  +  ^  +  p  + .... = 3^2+*S(1 ' 2)6 » 

U.  8.  W. 

» 

Hiebei  kann  man  noch  folgende  Gleichung  benutzen : 

12) 

Ä(l,2)P  =  (l-i)S(l,l)P. 

Wir  stellen  nun  die  Summen  einiger  Reihen,  die  später  inr  An- 
wendung kommen  werden  und  die  nach  den  angegebenen  Metbo- 
den fär  verschiedene  Zunahmen  berechnet  sind,  hier  zusammen: 

13) 

S(\,  2)*  =  1,233  700  550  136  1698, 
S(2,  2)»  =  0,411  233  516  712  0666, 

Ä(l,  2)»  =  1,051  799  790  264  6451 , 
5(2,  2)»  =  0,150  257  112  894  9492, 


1 
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5(1,  3)»  =  1,121  733  013  9364, 
5(2,  3)»  =  0,340  430  601  0398, 
5(3,  3)«  =  0,182  770  461  8720, 

5(1,  3)»  =  1,020  780  044  4332, 
5(2,  3)»  =  0,136  756  232  6834, 
5(3,  3)»  =  0,044  520  626  0429, 

5(1,  4)«  =  1,074  833  072  156, 
5(2,  4)»  =  0,308  425  137  53404, 
5(3,  4)«  =  0,158  867  477  980. 
5(4,  4)«  =  0,102  808  379  17801 , 

5(1 ,  4)8  =  1,010  372  968  262  0071 , 
5(2,  4)8  =  0,131  474  973  783  0806, 
5(3,  4)'  =  0,041  426  822  002  6380, 
5(4,  4)»  =  0,018  782  139  111  8717, 

5(1 ,  6)*  =  1,036  625  363  6765, 
5(2,  6)*  =  0,280  433  253  4841 , 
5(3  ,  6)*  =  0,137  077  838  90401 , 
5(4,  6)*  =  0,085  107  650  2599, 
5(5,  5)*  =  0,059  997  347  5556, 
5(6,  6)»  =  0,045  692  612  968006, 

5(1,  6)»  =  1,003  685  515  3478, 
5(2,  6)»  =  0,127  597  505  5541 , 
5(3,  6)»  =  0,038  955  547  7875, 
5(4,  6)»  =  0,017  094  529  0854, 
5(5,  6)*  =  0,009  158  727  1294, 
5(6,  6)a  =  0,005  566  078  2553 , 

5'(1 , 2)*  =  0,915  965  594  176, 
5'(2, 2)»=  0,205  616  758  35602, 

5'(1, 2)»=  0,968  946  146  259  369  380  = 
5'(2,  2)3=  0,112  692  834  671  2119, 

S'(l,3)*=0,95l  517  713  4165, 
S'(2, 3)*=  0,220  435  905  9284, 
5'(3, 3)»=  0,091  385  225  9360, 
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,  3)«=  0,986  590  986  2624, 
S'(2, 3)»=  0,118  438  778  4250, 
S'(3, 3)'=  0,033  390  469  53221 , 

U.  8.  W. 


§.  28. 

Die  in  §.  25.  und  §.  27.  gefundenen  Resultate  dienen  noch  u 
andern  Anwendungen.   Nimmt  man  das  Integral 

zwischen  den  Grenzen  0  und  1  und  bringt  es  mit  No.  1)  §.  25 
in  Verbindung,  so  erhält  man: 

1) 

""V  l-**       8*-m  +  »7+*  +  ,7+2*         =  "TS 


~  G-m  +  W^n  +  3A  -  m 


Wird  nun  die  Darstellung  Nr.  1)  nach  m  wiederholt  differenzir 
so  entsteht  mit  Rücksicht  auf  die  in  §.  25.  gefundenen  Werthe: 

2) 

ä^=y  !   lgara*  =  -S(ro,*)*-S(*--m,*)* 

o 

=--  1 

**'(Sin^)*'  1 
3) 

(-g^  =  y   j— -j  (|ga:)«8x=1.2S(m,it)»-1.25(it-m^ 


**(Sin-jjr-)s 
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4) 

(ßm*)  -J   nr^i  flg*)»8* 

5). 

(S^J  — Tri* — Cr*)48* 

=  1*1  >  S(m,  A)*  -  l«l  i  S(A-m,  *)• 

—  —c   mTC  l     2*  8  ~I 

~ A  L,c.  mw  —  mjt.j' 
(Sin  -j-)»    (Sin  -j-)» 

6) 

(55^ =v  — T-^i — (l*ar>'0* 

=  - 1»  1 1  S(m,         IM  i S(k—m,  k)* 

n*r    120  120  16  -1 

*6L/<5.  mit      /c;  ™*\4  m»ftJ' 
(SlDjr    (Sm-^-)*  (Sin-j-)a 

7) 

(RS)*  =7  — r=pr— 

o 

=  IM  ^(wt,  k)*  -  1«!  ro,  Ä)r 

7t*      »i7t  p    720            480            32  ~~i 
=  >•  Cos  -7-  I  1  I , 

*        *  L(Sin^f    (Sio'^)»  (Si„^)«J 

8) 

frny^J   I-xi  (lg*)r3* 

7t*  t    5040         6720         2016  64   | 

A^L,«.  mit  mit   +       mn.  »i« ,  J' 

(Sio^-)8    (Sin-j-)«    (Sid-j-)4  (Sin-j-)* 
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■ 

9) 

0 

=  1*  M  S(m,         1«  l  i*S(*-ro,  Ar)9 

— *9CoflmnT  40320        40320    +    8064    _     128  1 
(Äin-j-)9    (Sin-^-f    (Sin-j^-)»  (Sio-j-)« 

U.  8.  W. 

j.  29. 

Nimmt  man  das  Integral  ' 


den  Grenzen  0  und  1,  so  erhält  man  mit  Rücksiebt  aul 
Nr.  1)  §.  27.: 

1) 

SinT 

Wird  diese  Gleichung  wiederholt  nach  m  differenziirt,  so  entsteht 

2) 

S/V        /»l   -ri-m-l 


WITT 

««  Co8X  > 

Ar* '       mnm ' 


\  o 


(Sin  x)* 
3) 

=**r_ -  — i. 

*8|-(Sin^)»  Sin^"J 

£?= f 1  —  1 +tT"~Wfa^-i'  1 W-.  *)«-«'(*-«. «' 

  mÄ|~     6  1  ~~1 

(Sin-^)*    (Sin  -7-)* 


■ 
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6) 


«*r    M  20  1  -i 

(Sid-j-)»    (Sin-^-)»  Sid-j- 


«) 

£y.= /'  ^^-W)*&r=-141  •(S'(m,*)«-S'(*-m,*)») 

0 

— — — Co«— r  120    60  .1-  1  "i 

08  *  L(SiD^)9  (Si,,^  (ShSjjjJ' 

7) 

<?S)"«= I   ('g^=1"  l(S'(m,  A)r) 

**r    720  840  182   In 

~*TL(Sin^    (Sin^)»    (Sin^)»  Sin^J' 

8) 

Ätf= /  1  +V"   0g*)T3*=-IT  1  l(S'(m,*)»-S'(*-m,*)-) 

O 

**Cogm*T  8040      4200   +   546  LT 

(bin-j-)«    (Sin^-)«      (Sm-^-)*  (Sin-^-)« 


U.  8.  W. 


§.  30. 


7/1 


Setzt  man  nun  r  =  i,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen 

da  die  geraden  Potenzen  von  lg#  ausfallen,  weil  Co«i«  =  0 
ist.  folgende  Integrale: 

1) 


/•  (lg£)^£___ 
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/■  (\%xjtdx_  17«f 
0    -r-ZJir--  32  ' 

u.  s.  w. 

Euler  gibt  f  =?5F  8*  a'  a  an>  WM  ^  CinCm  VCf* 

sehen  zu  beruhen  scheint.  Aus  §.  29.  erhält  man  unter  der  näm- 
lichen Voraussetzung  folgende: 

2) 

/»  (lg*)*3* 
.  "T+~?~--i6* 

(lg  a:)4öx  5jt* 


1  +  **  ~"  64  ' 

(lgar)6&r  ßl«^ 

1  +       ~  256  ' 

U.   8.  W. 

Setzt  man  j  =  i>  so  «rRIDt  *ich  aus  §•  284 : 

3) 

1  dx   

~0      1+*+**         -3^3  * 

prp1«*9*    --"27 ' 

—  81. v3' 


o 

(lg*)«8:r 

/ 
/ 


1  (\+x)(\f>x)*Bx  16*« 
Y=x~*       -~  3*  * 


(lgar)4%r  _  32** 

(l+:r)(le*)58:r  832«« 

U.  8.  W. 

Aus  §.  29.  entsteht: 

4) 

 cb  _  2n 


/1  2  7r2 
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1    flsaQ'd*  1Ü7t8_ 
1—  x  +  x*  "*3*.V3' 

1  (1—  jr)(lgjr)3ajr_     14  tt4 
1  +  —      3»  ' 

U.  8.  W. 

Diese  Darstellungen  können  beliebig  fortgesetzt  werden.  Man 
erkennt  jedoch  aus  dem  hier  Mi! get heilten,  dass  die  Formeln,  so 
interessante  Aufschlüsse  sie  auch  im  Einzelnen  geben,'  grosse 
Lücken  lassen,  und  dass  die  meisten,  in  Frage  kommenden  Inte- 
grale nicht  auf  dem  gegebenen  Wege  gefunden  werden.  Diess 

bestätigt  sieb  noch  mehr,  wenn  man  f,  J,  statt  j  setzt. 

E«  entstehen  dann  noch  grossere  Lucken.  Zur  Entfernung  dieser 
Schranke  wird  die  nachfolgende  allgemeinere  Methode  dienen. 

(Forteetznng  in  einem  der  nächsten  Hefte.) 


Elementare  Beweise  einiger  Sätze,  welche  für  die 
Lehre  von  den  regelmässigen  Polygonen  von  Wichtig- 
keit sind. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Hessel 

in  M  a  rli  u  rg. 


§.  1. 

Aufgabe.  In  Taf. III.  Fig.  1.  sei  BEKL  ein  Rectangel,  M  sei 
sein  Schwerpunkt,  durch  ihn  seien  die  Linien  AG  und  DQ  parallel 
den  betreffenden  Seiten  gelegt  und  ay  sei  eine  andere  durch  ihn 
gelegte  gerade  Linie,  welche  die  Seiten  BL  und  EK  schneidet. 
Es  igt  gegeben  MA  =  MG  =  r  und  MD  —  MQ  —  b  und  Winkel 
aMA  =  J  oder  dessen  Tangente,  so  dass  tg^  =  x  ist:  man  soll 
den  Abstand  o/=  x  von  AG  und  den  Abstand  ol  =  y  von  der 
*-Axe  DQ  bestimmen,  wenn  o  der  Schwerpunkt  von  aBEy  ist. 

Auflösung.  Man  ziehe  durch  a  die  ae  parallel  mit  BE, 
«o  wird  der  Flächeninhalt  F  von  aBEy  in  ein  Rectangel  f=aBEe 
wd  in  ein  Dreieck  <jp  =  aey  zertheilt. 
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Es  ist  dann: 

1)  f=2r.(o— rtgzf)  =2r.6-2r*.T, 
und 

2)  »  =  4(2r.2rtgi*):=2rMg^=  2t*.t. 

Dabei  haben  die  Abstände  des  Schwerpunktes  c  fiffr  f  voi 
der  y-Axe  und  von  der  x-Axe  die  Werthe: 

3)  |,  =0üf  =  Act  +  laß  l 

=  rtg<4  +  i(o-rtg^)  j 
=  itf  +  rr),  t  ! 

*    4)  *1==0; 

und  die  Abstände  des  Schwerpunktes  t  des  Dreiecks  g>  von  da 
genannten  Axen  die  Werthe: 

5)  ^z=ziq=z^Aa=  \r.tgA  =  \r.rt  ( 

6)  t/>2  =  iv  =  \MG  =  \r.  | 

Nach  den  elementaren  Gesetzen  der  Statik  hat  man  aber  föi 
die  betreffenden  statischen  Momente  die  Gleichungen: 

7)  (/•+<p).x=/,.f,  + 

8)  =  /^ll?.^.  | 

Setzen  wir  in  diesen  zwei  Gleichungen,  statt  der  darin  vor- 
kommenden Grossen,  ihre  bereits  gefundenen  Werthe,  so  ist  die 
Aufgabe  gelost.    Wir  erhalten  dabei  die  Gleichungen: 

I 

§.  2. 

Aufgabe.  In  einem  Kreise  vom  Mittelpunkt  M  uod  vom 
Radius  R  (Taf.  III.  Fig.  2.)  ist  ein  regelmässiges  2nseitiges  Po- 


•)  Dm«  diese  Gleichungen,  durch  Elimination  von  r,  sn  einer  Glei- 
chung' zwischen  X  nnd  p  führen,  ant  der  man  sofort  erkennt,  dass,  wäh- 
rend das  äussere  Ende  a  des  Strahles  Ma  sich  von  L  bis  B  bewegt,  dai 
äussere  Ende  O  des  Strahles  Ufo  eine  Parabel  beschreibt,  deren  Scheitel 
in  der  3>Axe  ifZJ  liegt,  mag  hier  bloss  erwähnt  werden.  Vergleiche  die 
Abhandlung  .,Ueber  gewisse  statische  and  mechanisch eEi gen* 
Schäften  der  Ranmgebilde,  welche  einen  Schwerpunkt  haben. 
Von  Hessel.    Marburg.  1862." 
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ly?on  beschrieben,  BL  und  EK  sind  zwei  parallele  Seiten  des- 
selben; Z)Q  ist  der,  diesen  Seiten  parallele,  AG  der  zu  ihnen 
Brechte  (sie  balbirendc)  Durchmesser,  dessen  Lange  2r  = 
360° 

=  2/2 cosa  ist;  ay=  H  ist  ein  anderer  Darchmesser 

des  Polygons,  welcher  die  erwähnten  Seiten  schneidet;  r,  n  (alsoa) 
ttd  Winkel  aibM  =  mithin  tg-J  =  t,  sind  gegeben,  man  soll 
I«  den  Schwerpunkt  o  der  in  uBDEy  liegenden  Hälfte  des  Po- 
lygon«, sie  heisse  F,  die  Abstände  ot  =  x  und  ol  =  y  desselben 
Ton  den  betreffenden  Coordinatenaxen  <46r  beziehungsweise  /)Q 
»den.  Aach  soll  dann  der  Abstand  des  Schwerpunktes  o  von 

ki  Theilnngslinie  ay  für  jeden  Werth  von  A,  der  ^  0  und  ^  a 

»t,  hubesoodere  aber  für  jene  beiden  Fälle  bestimmt  werden,  in 
welchen  die  Theilungslinie  ay  entweder  mit  dem  kleinsten  Durch- 
nesser  AG  =  2r,  oder  mit  dem  grossten  Durchmesser  BK  zu- 
sammenfallt. Ausserdem  aber  soll  für  jene  Fälle,  in  denen  A^O 
rod  <o  ist,  der  Abstand  des  Schwerpunktes  o  der  berücksich- 
tigen Polygonhäl fte  von  demjenigen  Durchmesser  A  bestimmt 
Verden,  der  zu  dem  theilenden  Durchmesser  ay  senkrecht  ist. 

Auflosung.  Man  ziehe  BE,  so  wird  F  zertheilt  in  das 
Panlleltrapez  aBEy~y  und  in  den  Theil,  welcher  in  BDE 
»^t,  den  wir  =  f  setzen  wollen. 

Es  ist  dabei : 

1)  <p  =  ABEG=z2r.rtga=2r*tga, 

2)  /•=  F-cp  =  2n.ir»tga— 2r*tga  =  (n— 2)r*tg«. 

Es  bat  dabei  der  Schwerpunkt  c  von  f  einen  Abstand  £,  von 
to#-Axe,  dessen  Werth  ist: 

Ii  =  *M, 

^  einen  Abstand  tJ/,  von  der  or-Axe,  dessen  Werth  ist: 

=0  =  Null. 

Ebenso  aber  hat  auch  der  Schwerpunkt  i  von  <p  seine  Ab- 
rede   =     und  ty%  =  it>  von  den  Coordinatenaxen  .4  Cr  und  DQ. 

Beachten  wir,  dass  6  in  der  vorigen  Aufgabe  =  AB,  also 
fcr  =rtga,  und  dass  x  und  y  in  der  vorigen  Aufgabe  hier  =  |t 
^iehangsweise  =      sind,  so  haben  wir  sofort: 

>  ii=4'tga— .** 

"    °  r.tga 

-,rV  <«« 

19» 
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r* 

2)  ^ft=i  — flr  =  ir.coto.t. 

Nehmen  wir  nun  vorerst  ||  als  bekannt  an,  so  wurden  (nach 
den  bereits  von  uns  benutzten  Lehren  der  Statik)  die  €«leichan§eu 
geltdn : 

» 

3)  {f+<p)x  =  f.^  +<p.k> 

und  auch  in  diesen  beiden  Gleichungen  ausser  x  und  y  lauter 
bekannte  Grossen  vorhanden  sein. 

Beachten  wir,  dass 

f  +  <p  =  (n — 2)ra  tg  a  +  2r*  tg  o  =  nr*  tg  <r 

ist,  so  haben  wir  aus  3)  und  4)  die  Gleichungen: 

/3  tff  «2  —  i  *  \ 

nratgu.x=  (fi-'i^tga.^  +  ^r^tgaf.r^   J]. 

also: 
und: 

nratga.y  =  2ratga.(ircota.  t), 

6)  n.y  =  *rcota.T. 

Berücksichtigen  wir  nun,  dass  der  Schwerpunkt  o  von  F  i*v 
nicht  hei  jeder  Lage,  welche  der  das  Polygon  t heilende  Durch- 
messer oy  annehmen  kann,  in  einem  zu  ihm  senkrechten  Rid'rw 
MoS  liegt,  dass  diess  aber,  wegen  der  regelmässigen  Beschaffen 
beit  des  Polygons,  dann  der  Fall  ist,  wenn  cry  die  Lage  eines 
kleinsten  Durchmessers  wie  AG,  oder  die  Lage  eines  grüsstei 
Durchmessers,  wie  BK,  hat,  und  dass,  wenn  cry  mit  BK  zosao 
raenfällt,  der  Winkel  oMD  =  a  ist,  so  dass  für  diesen  speci* 
Fall,  wenn  wir  für  ihn  ot  =  xx  und  ol=yv  und  r  =  tg<i  setxci» 

7)  yt  =  ^  AgoMD  =  ari  .tga 
und  (gemäss  6)  auch: 

'2  2 

8)  =^r.cota.tga  =  3^r, 

also: 

9>  x'=3Vt^  =  l,rcota 
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ist,  so  können  wir,  wenn  wir  in  5)  statt  t  den  Werth  T=tga 

2r 

und  statt  sc  den  Werth  xx  =^.cota  setzen,  sofort  |,  finden. 
Es  ist  nämlich  dann: 


Man  hat  daher  aus  5)  und  10): 
m  w— 2      2r  r  3tga»-T» 


so  dass  für  jeden  Werth  von  t,  der  ^  0  und  ~tgaist,  dieWerthe 

von  x  and  y  gemäss  11)  und  6)  bestimmt  sind  durch  die  swei 
Gleichungen : 

2r 

X  =  3n  Kcota  +  i  *g  «)  —  *  cota .  t1], 

y  =     .  cot  a .  t. 

j 

Drucken  wir  hier  cota  aus  durch  t — ,    so   haben  wir  nach 

tgfl 

dichter  Reduction: 


12,1) 


V  =  «5 — 7 —  .  2r 

*  dn.tga 

Es  ist  hierdurch  der  eine  Theil  der  Aufgabe  gelöst.  Um  nun 
aber  auch  den  Abstand  des  Punktes  o  von  der  Theilungslinie  ay 
aJ!  je  raein  gültig  zu  bestimmen,  haben  wir,  wenn  wir  ihn  mit  z 
bezeichnen,  sofort  aus  Taf.  III.  Fig.  2.  den  Werth: 

x  =  Mo.  sin  oMy  —  Mo. sin  (oMt  -f  tMy), 

aUo,  wenn  wir  den  Winke!  oMt  mit  to  bezeichnen  und  beachten, 
tas  tMy  =  4  ist: 


z  =  V  #2 -f  y* («in er .  cos  d  -f  cosco.sio  ^/) 

i         X  %i 
-== :  ,COS^  +  ~~ 
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1  

Es  ist  dieses  der  gesuchte,  (vir  jeden  der  oben  angegebenen 
Werthe  von  t  gültige  Werth  von  z. 

Cm  nun  insbesondere  jene  beiden  Werthe  von  z  zu  findet», 
welche  den  Fällen  entsprechen,  in  denen  ay  entweder  mit  AG 
oder  mit  BK  zusammenfällt,  so  setzen  wir  für  den  ersteren  dieser 
beiden  Werthe,  welcher  zx  heissen  möge,  t  =  0  und  erhalten: 


2r 


und  für  den  anderen,  welchen  wir  mit  %  bezeichnen  wollen 
r  =  tga,  so  ist: 

s 

2r(l+tgo») 

,  _  „x  2r      cos «         2r     1  2r 

13,11)         *a  =  o  •  :  — ~  =  öL'~ — =s-coseca. 

oit  sin  a  cos  a     dn  sin  a  6n 

Bezeichnen  wir  nun  den  Abstand  des  Schwerpunktes  o  von 
dem  zur  Theilungslinie  ay  senkrechten  Durchmesser  A  mit  f,  to 

ist: 

qz=.Mo.  cos oAfy  =  flfo.  cos  (tc-f/f)  =  ^/o.  (cosiecos/4 — siotrsin/). 
also: 

=  jf  cos  ^  —  xsinz/  =     — jrtg  /f)  cos  4 
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j.  3. 

Aufgabe.  Ein  regelmässiges  Polygon  von  gerader  Seiten- 
zahl 2n  **)  ist  durch  Seine  n  Eckdurchmesser  in  2n  gleichschenklige 
Dreiecke  Dlt  D%9  Ds....  getbeilt  und  von  einer  beliebigen 
zeradeo  Linie  H,  z.  B.  mittelst  des  Durchmessers  ay,  so  durch- 
schnitten, dass  dabei  die  Dreiecke  Dx  und  D*+\  durchschnitten 
werden ;  es  ist  insbesondere  dadurch  das  Dreieck  Dx  =  EinCEx 

so  getbeilt,  dass  Winkel  ExCy  ^  EtnCy  ist;  man  soll,  wenn  der 

kleinste  Durchmesser  A  G  des  Polygons  =  2r  und  der  Winkel 
jCG  =  ds  also  tg/#  =  T>  und  die  Zahl  n,  also  auch  der  Winkel 

360° 

GCEt  —GCE*m  =  ^-=a  gegeben  ist,  von  den  Schwerpunk- 
te0 <h,  os,  oj....  on  der  Dreiecke  Dl9  D%i  Z)s....  Z)n  Perpen« 
Jikel  fallen,  einerseits  auf  die  Tbeilungslinie  Up  das  heisst  auf  ay, 
ßod  andererseits  auf  eioe  zu  ay  senkrechte  Durchschnitts  Ii  nie  und 
die  arithmetische  Summe 

jeoer  Perpendikel  und  auch  die  algebraische  Summe 

dieser  Perpendikel  bestimmen,  wenn  unter  der  algebraischen 
Summe  der  letzteren  eine  solche  Summe  verstanden  wird,  bei 
welcher  die  entgegengesetzt  gerichteten  Perpendikel  auch  mit 
entgegengesetzten  Vorzeichen  in  Rechnung  kommen. 

I.  Auflosung  des  ersten  Theiles  der  Aufgabe.  Be- 
zeichnen wir  das  Dreieck  yCEx  mit  dx  und  das  Dreieck 
aCEn  =  yCEzn  mit  dn+i  und,  wenn  ay  die  Umdrehungsaxe  ist, 

~  — — —  / 

')  Der  Umstand,  data  q  einen  negativen  Werth  hat,  giebt  an,  dass 
Winkel  oXy  in  Taf.  III.  Fig.  2.,  obgleich   er  kleiner  iat,  aU  der 
Winkel  DMyf  doch,  40  lange  J^>0  und  iat,  ateta  gröaaer  al« 

*»n  rechter  Winkel  iat.    Die  Figur  2.  «teilt  ihn,  ana  leicht  eraichtlt- 
lbeo  Gründen,  ala  eineo  apilzigen  Winkel  dar. 

Vergl.  Taf.  III.  Fig.  S,  wo  n  =  5,  alao  2«=  10  iat. 
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die  statischen  Momente  für  die  Dreiecke  di,  D%,  D9,  Z)4.... 
dn+i  mit  Wi,  M2,  iV3,  if4....  üf«,  2ftjt.fi,  und  das  statische  Mo- 
ment für  das  halbe  Polygon  yElEtE3....  EHct  mit  m,  so  ist: 

so  dass,  wenn  wir  setzen: 

2)  m  =  (W,  +W«+i)-M, 
die  Grosse  o  den  Werth 

3)  c=z  M%  +  M%  +  Mi.,..  +  M* 
hat. 

Bezeichnen  wir  nun  den  Flächeninhalt  eines  der  Dreiecke 
Dlt  Z>a,  D%....  mit  Z>,  so  ist: 

4)  Z>  =  r*.tgfl, 
also  nach  Nr.  13)  in  der  vorigen  Aufgabe: 


m=w.Z).x  =  (« 


5)  m  =  i  r8 .  (2  -f  tg  a*  -f  tg  ^  cos  zf. 
Es  ist  aber  dann  auch: 

a  =  r » .  t g  a  (p^  +     -f- •  •  • .  +  p«) » 

6)  e  =  ^«[2;, -;>,]; 
folglich,  gemäss  2): 

m  =  (Uli  +  ttk+i) + r*  tg  a  [£t  —  px), 

mithin : 

7)  v--2—  • 

Man  bat  daher  die  Werthe  von  Jftj  und  UUfi  au  bestimmen. 

Bedeutet  nun  Ex  CE>in  in  Taf.  III.  Fig.  4.  ein  solches  Dreieck 
wie  ElCE>in  in  Taf.  III.  Fig.3  und  ist  Cy  die  Theilungslinie,  so  ist 
in  Taf.  HI.  Fig.  4.  das  Dreieck  ExCy  =  dx  und  das  Dreieck 
EtnCy  =  tfn+i,  und  man  Gndet  für  die  Inhalte  dieser  zwei  Dreh 
ecke  die  Werthe: 

8)  dx  =ir«(tgo  +  tg^), 

9)  4,+i=ir*(tga--tg^). 
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Macht  man  nun  Co  =  ICG=  lr  und  zieht  man  durch  o  die 
exeu  parallel  mit  ExE<iR,  so  schneidet  sich  die  exe*tn  mit  Cy 
in  einem  Punkte  t.  Wird  dann  jeder  der  beiden  Tbeile  iex ,  iein 
balbirt,  so  sind  die  Halbirungspunkte  t  und  /  die  Schwerpunkte 
Ton  ExCy  beziehungsweise  von  E2nCy,  und  es  ist: 

10)  it  =  it>,  =  ±.  I  Exy  =  i  Ktg  a  +  tg  <*). 

11)  tf=ita»  =  i.;£**)r  =  ir(tgcr  —  tg^). 

Fallt  man  dann  von  *  und  von  /  aus  die  Perpendikel  tk  be- 
liebuogsweise  Iq  auf  die  Tbe'rlungslinie  Cy,  so  ist,  weil  die  recht- 
winkligen Dreiecke  tik,  liq,  cio  einander  und  dem  Dreieck  CyG 
äknlich  sind,  dessen  Winkel  bei  C  den  Werth  4  hat: 

12)  tk  =  it .  cos  A  z=z  | r(tgo  +  T^i^T2  ' 

■ 

13)  lq  =  il.ee*  J  =  ir(tg«  — r)  A/  -_=  • 

V  i+r* 

E*  sind  dalier  die  statischen  Momente  der  Dreiecke  EtOy 
nod  EtnCy,  welche  der  Umdrehungsaxc  entsprechen  (die  in  a'y 
ßestf),  bestimmt  durch: 


1 


_  , 


15)  m.+.  =  l  r»  (tg  «  - 1)» .  y  jL=  . 


DJ,  =d,.<A  =  ir«(ti;n  +  T).ir(tga+r) 
14)  m^ir^lga+T)*.— i-, 

v         V  J+T* 

ebenso : 

1 

l+i 

Man  hat  daher: 

1 

16)  üti  +  »I»+i  =  ir«(tg  «*  +x«)  ^—  . 

Setzt  man  die  Werthe  m  (aus  5))  und  (21t!  +  ffln+i)  (ans  16)) 
in  die  Gleichung  7),  so  erhält  man: 

Zu  =  Pi  +  j~  [ff + tg  «*  +  x«)  -  (tg  «•  +  «■)]  , 


■ithto,  weil  auch  ^  =  }  r .  sin  <4  =  ?  r  y==  (««ehe  Taf.  III.  Fig.3) : 
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2r 

17)  Zih  =  3vr— —  (t  +  cot  a)  =  J  r(cota  +  tg  ^)  cos  A. 

Beachtet  man,  dass  diese  Gleichung  dasselbe  sagt,  wie  die 
Gleichung 

(cos  a      sin  d  \ 

d.  b.  wie 

cosncosz/  +  8ina8in^f 
£lB~  »r  5^ 

so  kann  man  sie  auch  ausdrücken  durch: 

18)  ZiH—lrf-l—^cosia  —  A)  =  |rcoseca.cos(a  —  A). 

II)  Auflösung  des  zweiten  Thetles  der  Aufgabe. 
Es  Ut  hierdurch  der  eine  Theil  der  Aufgabe  gelöst.  Um  aber  auch 
den  anderen  zu  losen,  bezeichnen  wir,  wenn  der  zu  ay  senkrechte 
Durchmesser  des  Polygons  die  Umdrehungsaxe  ist,  mit  til\,  M% 
4f„        ...  M'.,  OI'»fi  die  statischen  Momente  der  Dreiecke 

c*i,  Dt>        Z)4....  />«,  d»+i 

und  mit  m'  das  statische  Moment  für  das  halbe  Polygon 
fsVgEJBi....  Ema,  so  ist: 

m'  =  Wi  +  If +  JT i  +  *4  •  •  •  +      - W Vf i , 

und,  weil  nach  Nr.  13)  in  der  vorigen  Aufgabe  ( 

war,  und: 

m'  =  n.D.Q 

ist,  auch: 

m'  =  -  («r»tga) .         (tg«r»-tg  ^)ain^ 


5,1)  «'=-  ir».(tga«-tg^)sin^. 

Bezeichnen  wir  dann  ferner  mit  0'  die  Summe 

=  jlPt-f  Äft-füf  4.*««  + 

so  Ut: 
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and  es  ist  dann  (analog  der  Gleichung  6)  : 

C  =  r»tg  a  (P,  -f  p,  -f  p4. . +  P(|)> 

W>  ^  =  ^tg«[^t»-P1], 

■Hhin  (analog  der  Gleichung  7): 


rl.tga 

Es  ist  aber  hier : 

!  BT',  =  rfi .  Ctf ,  . 

WW.  =  ^.C,;((8ieheTafmF*4>' 

Iber  i 


fr  ist  also: 


=W2VTHi- (tga  +T)— 1=)  =  >  y^T^g«-^. 


>«)  CÄ=ir(2-(tga-T)r)^ip; 


M  ebenso ; 


+  * 8in  *  =  i  r  (2  V  1  +  t»  +  (tg  a  -  »)  ^=L=  ) , 
13,1) 

«?=ir(2  +  t.  +  ^.)-^_=ir(2+(tgfl+l)t)_^_; 

i 

« i  =  *r*(tga  +  r) .  J  r(2- (tg  a  -  t)r)  -=L= , 
'*.")      W,  s  Jr»(2(tga  +  T)-T(tga»-*»))^L= 


und 


W  *f  i  =  i  r*(tg  (i  _  t) .  i  (2  +  (tg  a  +  t)t)  - ; 

Vl+T» 

">«1  XXXIX. 
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also: 

15,1)      BIVm=  ir*[2(tga-T)  +  t(tga*-T»)]^i-, 
mithio : 

16,1)        »I'.-mVH  =  *r»[2-(tgn»-T»)]^- 

=  irs[2  -  (tga*-tgz**)]sin4.  ' 

Es  ist  daher:  j 

m'-  (MI'! -W')l+i)=ir,.«in  4— (tgii»-tg^)  -  (2— (tgö*-tg^) 

=  —  $r»sinz/. 

Da  nun  P^Jrcosz/und  2?**  =  J>,  +  (vergleich 
7,1),  so  ist:  " 

sin 

17,1)      £%h  =  !  r(cos  ^  —  -r — ) = J  r(cot/J—  cot  a)  sin  ^. 

g  "  - 

Es  ist  also  auch: 

*»=  H»in^ -Sn^;8ln^-'r    sioa  ' 

folglich: 

18,1)  Z«fc=  5rcoseca.sin(o  — 

Es  ist  dabei  zu  beachten,  dass  für  d  =  a  beide  Formeln  TJ 
und  18,1)  den  Werth  -£*a  =  0  geben,  dass  aber,  für  zf=ö,  * 
Gleichung  17,1)  abergeht  in 

2?2A  =  f  r(cot0  — cota).sin0  =  ao  .0, 

während  die  Gleichung  18,1)  übergeht  in 

_  .    .       ~v      _   sin « 

=  Jrcosecfl.8in(a— 0)  =  ]r-; —  , 

sin  a 

das  heisst  in  | 

Ein  =  fr.  | 

Soll  aber  auch  für  J  =  0  das  Zeichen  £za  die  Bedeutung  <i« 
algebraischen  Summe: 

haben  und  setzen  wir  die  algebraischen  Summen: 

(Pi  +  P»  +  Pa  •  •    +  Vn)  -f  P.+i  =  Zu(n  +  l ), 
(P,  +  P»+P4+  •  .  +  P«  =  Ä*(i»-1); 
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so  «eben  wir  leicht  ein  (vergleiche  Taf.III.  Fig.  6,1.  und  Fig.  7,1.), 
das*,  ueon  Pi  =  +Jr(=  Co,)  ist,  auch  P«+i=- ]r(=  CW|-i)  ist, 
and  dass 

2k(n  +  l)  =  2?tt(n--)l=0, 

also: 

'2^=2^=  ^(n-lJ  +  P,  =  0  +  fr  =  Jr*) 

ist 

Mao  hat  hier  also,  für ,4=0,  besonders  zu  beachten  die 
Werthe  : 

Z*h  (n  ±  1)  =  0   und    2ih  =  <22A(«)  =  »r. 

§.  4. 

Bedeutung  der  im  vorstehenden  Paragraphen  ent- 
haltenen Formeln  17)  und  18);  17,1)  und  18,1).  Con- 
stroiren  wir  in  einem  Kreise  vom  Radius  H  =  *r  ein  regelmäs- 
siges 2nseitiges  Polygon,  theilen  es  mittelst  eines  solchen  Durch- 
messers H,   der  mit  einem  seiner  Eckd  urchmesser  Winkel 

=d  bildet,  die  >0  und  ^if^r)  d.  h.         sind,   und  fälleo 

wir  in  der  einen  der  so  entstandenen  Hälften ,  von  den  Eckpunk- 
ten derselben  aus,  die  Perpendikel  auf  den  Durchmesser  H,  so 
baten  diese  die  Werthe  plf  p2,  Pz....  pu,  und  ihre  Abstände 
tom  Mittelpunkte  haben  die  Werthe  Vi ,  Pa,  P,....  P«,  und  es 
ist  die  arithmetische  Summe 

ft+ft+A— • +^»=Ä»=B.(cotö+tg^)cos^=».coseca.cos(a— ä)y 

»nd,  förzf>0  und  ^  a,  die  algebraische  Summe: 

Pi  +Pi+P8- »+P«  =  2*h = Ä.(cot4-cota)sin^ = B.coseco.sin(a—  J). 
(Vergleiche  Taf.  III.  Fig.  9.  mit  Rucksicht  auf  Taf.  III.  Fig.  3.) 
Für  d  =  Q  ist  die  algebraische  Summe : 

Pi  +P*+P*....  +P«  =  tf, 

Pi  +  P»  +  Ps  •    .  +P«  +  P«+t  =  0. 
ist  daher  in  Taf.  III.  Fig.  6.  die  Cy,  =  »  und  ^gCyx  =  A 

)  Ebenso  Ui: 

Zu  =  Zu(n)  =  2*h(n+ 1) — P,+i  =  0— (-Jr)=|r. 

20* 
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und  Cg  =n.co*4=rlt  und  ^,0?  =  90°— o,  so  ist,  weil 
j£NlCyl=NlCg  +  gCyl  und  Nxgyx  senkrecht  zu  Cg  ist,  auch 

Nxyx  =  r,  (cot  a  +  tgJ)  =  H .  cos  d  (cot  a  +  tg  A)  =  -Zi«. 

Es  ist  dann  aber  auch  ^  =  B .  sin  ^  ==  ra  und  Cgr=^y1.tg^yiC 
=  rt.cot^.    Zieht  man  daher  yxm  parallel  CZV,  so  ist  ^gmyv 

z=^gCN=a,  also  ^gyxm  =  9Ö°— a,  und  daher 

« 

0Wi  =  ta .  tg^/t"1  =  r2cot  a, 

mithin : 

Cm  —  Cg—gm  =  rÄ(coM  — cot«)  =  2*k. 

Ist    ferner    in    Taf.  III.  Fig.  8.    die    C/  =  B  und  di« 

CÄ  =  H.coseca  =  p  und  es  ist  in  dem  Kreise  vom  Radius  $ 

der  Centriwinkel  yxCN  =  gCN- gCyx  =  a-J ,  und  man  hat 
yxv  senkrecht  zu  CN  gezogen,  so  ist: 

Cv  =  p.cos(a  — ^)=B.co8eca.cos(a— =  , 

und 

vyx  =  p.sin(fi  —  zf)  =  B.cosecrt.sin(a— ^/), 
also  ,  falls  z/  >  0  und  ^  a  ist : 

§.  5. 

Sätze,  die  aus  vorstehender  Untersuchung  sich  er- 
geben. 

1)  Ist  in  einem  Kreise  vom  beliebigen  Radius  H  eio 
regelmässiges  inseitiges  Polygon  <D  beschrieben  und  mit- 
telst eine»  beliebigen  Durchmessers  H  so  halbirt,  dass 
dieser   Durchmesser  mit  dem  nächstnachbarlichen  Eck- 


durchmesser Winkel  =^  bildet,  die  >  0  und  <i 


d.  h.  <a  sind,  so  ist 

I)  die  arithmetische  «Summe  Z\h  der,  aus  den  Eck 
punkten  der  einen  Hälfte  von  O  auf  den  tbeileuden 
Durchmesser  H  möglichen  Perpendikel  sowohl  erstens: 
gleich  der  Stimme  der  in  einem  Hulfskreise  vom  Radius 
r,=B.cosz/  construirten  Tangentenlinien  der  beiden 
Winkel  (90° -a)  und  J 
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I,  1)  2?iW=(*co8^)(cota+tg^), 

als  auch  zweitens:  gleich  der  in  einem  Hülfskreise 
vom  Radios  g  =  ttcoseca  construirten  Cosinuslinie  des 
Winkels  (a— J); 

1,2)      2ih  =  (Ä.coseca).cos(a— J). 

II)  Die  algebraische  Summe  £*h  der,  aus  den  Eck- 
punkten der  einen  Hälfte  von  O  auf  den,  zu  dem  balbi- 
renden  Durchmesser  H  senkrechten  Radius  sowohl 
erstens:  gleich  der  Differenz  der,  io  einem  Hülfskreise 
vom  Radius  r9  =  Jt.sinz4  construirten  Tangentenlioien 
der  Winkel  (90— J)  und  (90— a); 

II,  1)       £*h  =  (B.sinz/)(cotz/  — cota), 

als  auch  zweitens:  gleich  der,  in  einem  Hülfskreise 
vom  Radius  o  =  H.coseca  construirten  Sinus  Ii  nie  des 
Winkeis  (a—J); 


vom  Eckradius  =  B  mittelst  eines  gross ten  Durchmessers 
H  halbirt,  so  ist  die  arithmetische  Summe  der  Abstände 
der  Eckpunkte,  in  je  einer  der  zwei  Hälften  des  Polygons 
d>,  von  dem  theilenden  Durchmesser  //  gleich  der  dem  Ra- 
dius entsprechenden  Cotangentenlinie  des  halben  Cen- 
triwinkels  (vergl.  Taf.lll.  Fig.  7,1),  und  die  algebraische 
Summe  der  Abstände  dieser  Ecken  von  dem  zu  der  Thei- 
lungslinie  H  senkrechten  Durchmesser  A,  wenn  bei  jeder 
der  beiden  Hälften  von  <P  nur  einer  der  beiden  in  H  liegen- 
den Eckpunkte  von  O  berücksichtigt  wird,  gleich  dem 
Radi  us; 

wenn  aber  beide  in  //liegenden  Eckpunkte  bei  jeder 
der  beiden  Hälften  von  0  berücksichtigt  werden  sollen, 
gleich  Null. 


Kckradius  =M  mittelst  eines  kleinsten  Durchmessers  H 


Das  heisst  es  ist  bei  A  =  0 : 


Digitized  by  Gdbgle 


294   Hessel:  Elementare  Betreise  einiger  Salze,  velche  für  die 


halbirt,  so  ist  die  arithmetische  Summe  der  Abstände  der 
Eckpunkte  in  je  einer  der  beiden  Hälften  des  Polygons  $ 
von  dem  theilenden  Durchmesser  H  gleich  der  dem  Radios 
H  entsprechenden  Consecantenlinie  des  halben  Cen- 
triwinkels  (vergleiche  Taf.  III.  Fig.  7,2),  und  die  algebrai- 
sche Summe  der  Abstände  dieser  Eckpunkte  von  dem  zur 
Theilungslinie  U  senkrechten  Durchmesser  h  ist  dann  =  Noll. 
Das  heisst  bei  J=za  ist: 

£ih=  B.coseca, 

2tk  =  0. 


}.  6. 

Vergleichuug    zweier    zu   einander  senkrechten 
Durchmesser  H  und  h  des  'inseitigen  Polygons  in  frag 
lieber  Beziehung. 

Ist  ein  regelmässiges  2«  seifiges  Polygon  0  vom  Eckradias  1 
mittelst  zweier  zu  einander  senkrechter  Durchmesser  H  und  / 
durchschnitten  und  hat  H  dabei  eine  solche  beliebige  Lage  in  $ 
bei  welcher  H  mit  dem  nächsten  Eckdurchmesser  Winkel  <d  bil 

det.  die  20  und  <i(  ^  )  d.h.  <  a  sind,  so  bat  der  Winkel 

den  der  Durchmesser  h  mit  je  einem  der  beiden  ihm  nächstnach 
barlicben  Eckradien  voo  6>  bildet: 

1)  falls  7i  eine  gerade  Zahl  =2v  ist,  einen  Werth,  der  =^  is) 

2)  falls  aber  n  eine  ungerade  Zahl  =  2v+l  ist,  einen  Werths 
so  dass: 

d  =  a-4 

und  ^0  und         ist.   (Vergl.  Taf.  III.  Fig.  9.) 

Es  sei  daher,  um  den  zweiten  tlieser  beiden  Fälle  naher  i 
betrachten,  das  mittelst  der  ztvei  zu  einander  senkrechten  Durcl 
messer  H  und  h  in  4  Quadranten  (quadrantenartige  Theile)  ze 
theilte  Polygon  <Z>  vom  Eckradios  8  ein  solches  regelmässig« 
Polygon  otot03 —  o4V+* .  dessen  Seitenzahl  2»  das  Doppelt 
einer  ungeraden  Zahl,  also  =  2(2v  +  l)  ist  (vergl.  Taf.  III.  Hg.9. 
Wir  wollen  diejenigen  2  Ecken,  welche  dem  Durchmesser  H  t 
nächst  liegen,  als  die  mit  ox  und  (nv+\  bezeichneten  betrachte 
und  der  Allgemeinheit  wegen  annehmen,  dass  ihr  Abstand  von  I 
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d.h.  Main  ^,  grosser  als  Null  sei,  und  dass  der  Winkel  A  klei- 

ner  als  4(  "iJJJ")   d.  h.  ^«  sei,  and  denjenigen  Quadranten  den 

laten,   2ten,  3ten,   4ten  Quadranten 
nennen,  in  welchem  die  Ecken 

liegt 

Es  seien  dann  in  dem  Polygon  0  zwei  andere  Polygone  dar- 
gestellt, dereo  jedes  die  ungerade  Seitenzahl  2v+l  and  den 
Eckradius  B  hat;  das  eine  sei  ot o8oft....  04*4.1  =  /']  und  das  an- 
dere oto4  05  . . . .  o^v\. *  =  /i. 

Man  bezeichne  dann  die  Werthe  der  arithmetischen  Summen 
der  sämmtlichen  Perpendikel,  welche  aus  den  Eckpunkten  gefüllt 
werden  können, 

im  Isten,  2ten,  3ten,  4ten  Quadranten 
{  in  fx  mit    F, ,    Xx ,    Fj ,    Zx , 

auf  // 


)  in  /;  mit  F„  Z„  Pt,  v 

f  in  fx  mit  e, ,  ,  y, ,    i] , 
auf  Ä  \ 

t  ifj  /i  mit  y2,  z*,  r2, 


was  wir  uns  durch  folgende  zwei  Schemata  (in  denen  die  Ord- 
nungszahlen weggelassen  sind)  versinnlichen  können: 

H 


x  +  z 

F+  F 

x  -f  X 

Ä  

y  +  e 

F+F 

Z\X 

e-fy 

2  +ar 

Diese  vorausgeschickt,  so  sind,  den  vorstehenden  Lehren  ge- 
mäss, für  das  2(2v  +  l)seitige  Polygon  <D  folgende  Gleichungen 


und 


')  Cs  versteht  sich  dabei  von  seif  ist,  da«  hier 

Fi=F,;  F,  =  F2;   Zt  =  Z, 


»•^  w  ds«g  die  Ordnungszahlen  (1,  2)  nur  dazu  dienen,  auf  das  berück- 
sichtigte Polygon  fx  beziehungsweise  mithin  auch  auf  den  berück- 
sichtigten Quadranten  hinzuweisen. 
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=  (K .  cosec  a) .  cos(a— ^)  J  = 
=  (Ä .  cosec  a) .  cos  5  ' 

(«>i  +     — (*i  +  *t)  =  (M.sio^).(coU— cota)  \ 

=  (H .cosec  a) .  sin(a  —  «J)  >  = 
=  (B .  cosec  a) .  sin  ö  J 

Es  folgen  daraus ,  wenn  h  statt  H9  und  d  statt  (und  um- 
gekehrt) gesetzt  wird,  die  Gleichungen: 

(»•  +  yi)  +  (h+*a)  =  (».cosa).(coto+tgd)  |  ! 

=  (B .  cosec a). cos  (a  — ä)  (  =  -Eia, 
=  (B.  cosec  a).  cos  d 

+  ^i)— (3,+  *i)  =  (». sind"). (cot cot a)  \ 

=  (B. cosec a). sin (a — ö)  /  = 
=  (B.  cosec  a).  sind  / 

§.  7. 

Aufgabe.  Man  soll,  unter  Beibehaltung  der  im  vorigen 
Paragraphen  eingeführten  Bezeichnungen,  auch  für  das  regelmässige 
Polygon /i,  dessen  Seitenzahl  ungerade  (=2v+J)  ist,  dieWertbe: 

Fl  +  Xx  =  Sih   und   vt  —xl  =  S*h 

bestimmen,  und  auch  die  analogen  Werthe: 

x\  +.yi  =        una*   ^1  —  Fi  =  &h 

angeben. 

Auflösung.  Denken  wir  uns,  es  habe  jeder  der  Eckpunkte 
0\9  os,  o5....  o4*fi  des  an  sich  nicht  schweren  Polygons  fx  (siebe 
Taf.lll.  Fig.  9.)  das  Gewicht  g,  so  ist,  wenn  H  die  Umdrebungs- 
axe  ist  und  für  jeden  Werth  von  m  durch  pm  das  Perpendikel 
von  om  auf  H  bezeichnet  wird,  als  Gleichung  der  statischen 
Momente  gültig  die  Gleichung: 

9(Pi  -t  P*  +  P*  •  •  •  •  +  =  9(P*p+*  +         +        •  •  •  +  P*+& 


')  Man  kann  aus  dicten  vier  Gleir.hungeo  auch  folgende  Gleichung« 
ableiten  : 


(Jf,+  Z,)  =  i(£lH 
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oder: 

Pi  +ft  +  Ps  •  •  •  •  =  P*H*  +  P*v+*+p*p+7 .  •  • .  +JHH-1- 

Da  aber  (vergl.  Taf. III.  Fig.  9.)  pap+s  =/?s  and  pip+i  =:  jp4u.s.  w.f 
m  ist  auch : 

P2H-3+/>2yf5  +par>7  +/>4r+l  =  P*+P4  +  7>«  +  P**- 

E*  ist  also  auch : 

Pi+Pa+P*  •  ••+P2*+i  =  p*-fp*  +  p»....+/*n 
aitbio  jede  dieser  beiden  Summen  —\2ih,  so  dass 

Sil,  =  \21H. 

Es  bt  daher: 

F,  +  A,  =  ^  +Zj  =  Sih  =  kZitt, 

■iliun: 

I)  5ih  =  i  (H .  cosec  ö)  .  cos  (o — z/). 
Ebenso  ist: 

*i  +  Vi  =  *i  +  »i  =  4 

il*o: 

II)  5ia=  i 2i A  =  iÄ. cosec a.cos(a — J)=      cosec a. cos 
oan  aber  auch  demgem&ss: 

(*i+yi)-(°i+*i)=0, 

lad  auch,  wie  bereits  oben  gezeigt  ist, 

folgt  durch  Subtraction  dieser  beiden  Gleichungen : 

I  2(t>, = 

md  durch  Addition: 

2(y1-r1)  =  £f*, 

»das» 

=yi  —»i  =¥^«a;    «>i  — yi  =  ^i  —  #i » 

III)  Su  =  i ^«A =iH  cosec  « . sin <3  =     . cosec  a . sin («— 
Ebenso  ist: 
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also: 

IV)   8%h  =  \E*h = iU .  cosec  a .  sin  (a — d)  =  £R .  cosec  a .  sinJ. 

Ist  daher  in  einem  Kreise  ein  regelmässiges  Polygon  fx  vt 
ungerader  Seitenzahl  (2v+l)  und  ein  anderes  O  von  doppelt  i 
grosser  Seitenzahl  2(2v-f  1)  concentrisch  so  dargestellt,  da* 
die  abwechselnden  Eckpunkte  von  diesem  zugleich  auch  die  Ed 
punkte  von  jenem  sind,  und  es  sind  beide  Polygone  mittelst  eio< 
und  desselben  beliebigen  Durchmessers  H  des  Kreises  getb eil 
so  ist 

die  arithmetische  Summe  der  Abstände  der  Eck 
punkte  von  dem  theilenden  Durchmesser  H  in  beide 
Theilen  von  /i  gleich  gross  und  halb  so  gross  als  io  j 

einem  der  beiden  Theile  des  Polygons  d>;  und 

die  algebraische  Summe  der  AbstSnde  der  Ecl 
punkte  von  dem,  zum  theilenden  Durchmesser  H  senJ 
rechten  Durchmesser  A  in  beiden  Theilen  von  ft  gleic 
gross  und  in  jedem  halb  so  gross  als  in  je  einem  d< 
beiden  Theile  von  0. 

Hat  daher  der  Winkel  d,  den  der  theilende  Durchmesser 
mit  dem  nächstnachbarlichen  gemeinschaftlichen  Eckradius  (Co 

=  —      360°  — 

macht,  den  Werth  4^  0  und  <  ^2(2v  -f  i)      ^*  ^  a*  UD<*  ^ 

Eckradius  =)Ä,  so  hat  jene  arithmetische  Summe  den  Wert! 

Sih  =  1 2i«  =  »H.  cosec  a .  cos  (a— J) , 
und  die  erwähnte  algebraische  Summe  den  Werth: 

&*=  i  2*h  =  il&-  cosec  a. sin  (a~-/J). 

Ist  J  =  a,  das  heisst,  ist  der  theilende  Durchmesser  // 1 
einem  das  Polygon  fx  symmetrisch  theilenden  Durchmesser  sei»! 
recht,  so  wird  jene  arithmetische  Summe  zu 

Sih  =  iB.cosecfl, 

und  die  berücksichtigte  algebraische  Summe  zu 

S*A  =  0. 

Ist  4  =  0,  d.  h.  ist  der  theilende  Durchmesser  H  selbst  ei 
symmetrisch  theilender  Durchmesser  für  fx ,  so  geht  die  in  Ked 
stehende  arithmetische  Summe  über  in 
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Si#  =  4Ä.cota, 

and  die  berücksichtigte  algebraische  Summe  in 

Su=S*k(v  +  l)  =iZ2jk(2v+l)  =  JH. 

Es  ist  daher  z.  B.  bei  einem  gleichseitigen  Dreieck  fx ,  wo 
a  =  30°,  also  sina  =  i;  cosa  =  iV3;  cota=  und  coseca  =  2 
bt,  bei  ^>0  und  <  a: 

Ätf=iH.2.cos(a-^)=Ä.cos(30°—  A)  =  B.(cos^.  v*-Hsinz/), 
St*=iB.2.sin(a— ^)=».sin(30°-^)=H.acos^— sin^l.vi). 

Bei  ^=a,  d.h.  wenn  der  theilende  Durchmesser  H  senk- 
recht  zu  einem  symmetrisch  theilenden  Durchmesser  ist: 

Ä/,  =  i».cosec30°=H=iH  +  iB. 

hei  d  =  0,  d.  h.  wenn  H  ein  symmetrisch  theilender  Durchmesser 
1  S1H  =  !H.cot30<>  =  *tt  V3  =  HV  |  =  Ä .  sinöO«, 

I  }• 

Sonstige  Beweise  der  in  Rede  stehenden  Sätze. 

Mao  kann  natürlich  die  hier  auf  elementarem  Wege  bewiese- 

/360\°  =  — 

ntn  Sätze,  das»  für  a  =  J  (      J    und  für  J  >  0  und  ^  a  die 

Gleichungen  bestehen: 

*inJ+sin(^+2a)  +  ain(^+4fl)+sin(^+6a)....+sin(^  +  (2v--l)2fl) 

=  cosec  a .  cos  (a  —  A) , 

«*4  +  cos(^-f  2a)+cos(^  +  4a)+  cos(^  +  6«) ....+  cos(  A\ (2v  -l)2a) 

=  cosec  a .  sin  (a  —  <4) ; 

^+8in(^+4a)+sin(^+8a)....+sin(^+v.4a)  =  lcoseca.  cos(a-zf), 

io«J+cos(^+4<i)+cos(^-|-8a)....+cos(^+v.4a) = icosec  a .  sin  (a—zf); 

wid  die  sonstigen  daraus  folgenden  Sätze  (von  denen  hier  nur 
einige  angedeutet  worden  sind)  auch  aus  den  betreffenden  allge- 
meineren Sätzen : 
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8ina+siD(«+/3)  +  siii(a+2ft  +  8in(a+3/3)....  +  8in[«  +  (n-l)^J 

_  si n  j  nß .  sin  [c  +  $  (w  —  1  )ß] 
~  «in  *  /3 

cos  a + co8  (« + ß)  +  cos  (a + 2/?)  +  cos(« + 3/5)  ....  +  cos  [a + (n  -  l)fl 

_  sin  j  nß .  cos  [« +  j  (»  —  l)ß] 
sini/3 

ableiten,  welche  in  den  Lehrbüchern  der  Analysis,  z.  B.  in  det 
„Vorlesungen  Aber  höhere  Mathematik  von  Ettings 
hausen  (Wien  1827)"  im  ersten  Bande  Seite  126  Nr.  110 
bewiesen  werden. 

Der  interessanteste  und  noch  dazu  buchst  elementar! 
Beweis  der  beiden  Fundamentalsätze,  auf  die  es  hier  ankommt, 
scheint  mir  aber  der  folgende  zu  sein. 

i 

Es  sei  ein  regelmässiges  2«  seifiges  Polygon  /,=  o1o,o1». 
(siebe  Taf.  IJI.  Fig.  9.),  dessen  Eckradius  =  #  und  dessen  Mittel- 
punkt C  ist,  mittelst  zweier  beliebiger,  zu  einander  senkrecht« 
Durchmesser   Hx  und  hx  durchschnitten,  so  dass  Hx  mit  den 

_    /360V 

Cox  den  beliebigen  Winkel  und  <i(W)  dk 

bildet.    In  ihm  seien  von  den  Eckpunkten  ou  o*,  o,....* 

einerseits  die  Perpendikel  px,  p,,  /!»....  p%  auf  H  und  anderer- 
seits die  Perpendikel  p&,  P4,  P»....  P*  auf  h  gelallt  Man  coit* 
struire  ein  anderes  regelmässiges  inseitiges  Polygon  F  s<»,  di»s 
dessen  Seiten  cx ,  a2,  a8....  asn  der  Ordnung  nach  parallel  den 
Eckradien  Cox ,  Co% ,  Co8 ....  Co2*  in  /*  sind  und  die  Lioge 
ö  =  H  haben,  ziehe  in  r^  zwei  zu  einander  senkrechte  Durchmes- 
ser Hx  und  A|  parallel  mit  //  beziehungsweise  mit  h,  projictf 
dann  die  Seiten  ax,  c%>  öj....  0*  (durch  Fällung  von  Perpendik« 
aus  den  Endpunkten  derselben  auf  den  betreffenden  Durcbme« 
das  eine  Mal  auf  den  Durchmesser  hx  und  das  andere  Mal  as 
den  Durchmesser  //,.  Bezeichnet  man  dann  für  die  Seiten 
aa,  cz  —  o»  die  so  entstehenden  Projectionen ,  welche  in  kx 
gen,  mit  qXt  y2,  qz —  qn,  welche  in  Hx  liegen,  mit  Qx, 
QB....  0«,  und  den  Eckradius  in  F  mit  R,  so  ist  allgemein: 

qm  =  öw.cos(90°~(^+[m-  1).2«])  =  o\sin(4+  (m-l).2«) 

=  H.sin(^  +  (m— l).2u),  | 


<jm  =  p, 
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d.h. 

9l  +  ?«+        •  •  +  9m  =Pi  +  ■  ■  • 

G«  =  0..co*(^+(m-l)2a)  =  Ä.co8(^  +  (ro— l).2a, 

also: 

ifc.  es  ist  die  algebraische  Summe: 

Qi  +  •  •  Qn  =  Vi  +P«+P8  • +P- 

Es  sind  dabei  die  in  /<,  liegenden  Projectionen  so  zu  einer 
geraden  Linie  verbunden,  dass  diese   ihre  arithmetische 

Somme  ^-f  9S+ft . darstellt,  und  man  sieht  dann  aus  der 
fougtruction  sofort,  dass 

£&=  äcos(ö— ^)  +  Äcos(a  — ^)  =  2Äcos(a— zf) 

Ebenso  aber  bilden  auch  die  in  Hx  entstandenen  Projectionen 
solebe  Zusammenstellung,  in  welcher  man  sofort  ihre  alge- 
rische Sum  me 

i         ©i+©*+0s  ...+  <?»  =  Pi+PÄ+Ps...  +  P. 

■  Form  einer  begrenzten  geraden  Linie  2^2»  erkennen  kann,  und 
wo  ersieht  aus  der  Construction  sofort,  dass 

2u=  Äsiii(a~^)+ßsin(a  —  ä)  =  2Äsin(<i-^) 

Wlre  nSmlich  das  Polygon  ox  o,o,....  o,0,  Taf.  III.  Fig.  9., 
gesehen  von  seiner  bisherigen  Bedeutung,  das  Poly- 
f*  F  für  einen  Fall,  in  welchem  dessen  Seitenzahl  =  10  ist,  und 
jfcw  oßo6,  o6o4,  o4o,,  oaot,  otOj  der  Ordoung  nach  die  Seiten 
öi»ö3»  ^4,  ff*,  so  wurde  die  arithmetische  Summe  der 
Ionen  dieser  Seiten  auf  den  beliebigen  Durchmesser  ay, 
dieser  die  Seite  0,  ohne  dass  sie  verlängert  ist,  schneidet, 
thsein  der  TS  um  me  CG.  cos  FCy+CA.  cos  A  Ca  und  die  alge- 
rische Summe  ihrer  Projectionen  auf  den  zu  ay  senkrechten 
wchmesser  wäre  dann  ebenso  gleich  der  Summe 

CG. sin  GCy+CA.s'mACa. 
**re  nun  ay  der  zu  Hv  senkrechte  Durchmesser  Aj ,  und  es 
fe*e     mit  Hx  den  Winkel  z/,  der  >  0  und   <*(^)°  d.  h. 
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^  a  ist,  so  wurde  tf,  mit  hx  einen  Winkel  =  90°—^  bilden.  E 

würde  aber  dann  der  zn  cx  senkrechte  Radios  mit  kt  eineoW'n 
kel  =  A  einschliessen.  Daraus  folgt  aber,  dass  der  zu  nacht 
nachbarliche  Eckradius  mit  h  einen  Winkel  =  (a — Ä)  bild« 
mfisste,  dass  also  Winkel  ACa=  GCy=(a—A)  sein  mfisst 
Ist  aber  diess  der  Fall,  so  ist  auch: 

£iH  =  2Rco8(a-J)     und     2*h  =  2Äsin(a— A). 

Da  nun  aber  auch 

#:i<j=  R:\n  =  \:8\na,    also  Ä=iHcoseca 

ist,  so  ist  auch: 

Zih  =  2Äcos  (a  —  A)  =  K.  cosec  a .  cos(a — A) , 
=  2R  sin  (a  —  A)  =  K .  cosec  a .  sin(a  — z/)- 
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Allgemeine  Form  der  Fourier'schen  Reihen.  Anwen- 
dung auf  die  Berechnung  bestimmter  Integrale  und 
die  Summirong  der  Reihen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

am  Polytechnikum  in  Karlarnhe. 


Die  Formel,  von  der  ich  im  Nachstehenden  ausgehen  will, 
«t  die  folgende: 


X 


(1) 

Kürx=+c  oder  =  —  c  muss  die  zweite  Seite  dieser  Gleichung 
ssen: 

-4  f  ^/l*)^  +  ic[/rc)+/r-c)].  (1') 

— c 

Der  Beweis  dieser  Formeln  findet  sich  etwa  in  meiner  „Dif- 
ferential- und  Integralrechnung,  zweite  Auflage", 
s  227.  Dabei  ist  nur  zu  bemerken,  dass,  wenn  f\x)  für  einen 
wischen  — c  und  -f  c  liegenden  Werth  von  x  doppelwerthig  ist, 
■>«  auf  der  zweiten  Seite  in  (1)  die  halbe  Summe  beider  Werthe 
T0*  fl*)  statt  dieser  Grosse  zu  nehmen  bat.  Ist  an  den  Gränzen 
fc^i doppelwerthig,   so  ist  in  (10  für  /(c)  oder  /(—  c) 

innere  Werth  (d.h.  der  gegen  das  Intervall  —  c  zu  f  c 
bindete)  tu  wählen.  Das  ^-Zeichen  bezieht  sieb  auf  die  Werthe 

s  von  1  durch  die  positiven  ganzen  Zahlen  bis  ao . 
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§  1 

Seien  c,  ß  zwei  (reelle)  Zahlen  m  ischen  —  c  und  +<?,  so  das* 

+ c;  (2) 

sei  ferner  f{z)  so  beschaffen,  dass  von  :  =  -c  bis  z  =  er  und  fod 
i=/J  bis  x  =  -fc  diese  Funktion  beständig  Null,  dagegen  von 
i  =s  a  bis  2  =  ß  immer  =  F(z);  alsdann  folgt  aus  (1),  wenn  mar, 
beachtet,  dass  hiernach  für  z=a  und  x=/S  die  f(z)  doppelter 
lie  ist: 


(3) 


a 

=  -\fßF{z)dz  +  cF(x)f  *<x<ß; 

a 

=  — i J*ßF(z)dz  +  §F(x),  x  =  a  oder  =/3; 

a 

=  —  |  Pß  F(z)dz,  wenn  — c^x<o,  P<*^+c; 

a 

wo  für  e  oder  ,r=  +  c  die  letzte  Gleichung  nach  (1')  noch 

gilt,  indem  f{c)  =/{-c)  =  0. 

Ist  /"(i)  nur  Null  von  *  =  —  c  bis  i  =  a,  dagegen  fT(j)  von 
z  =  o  bis  *  =  +  c,  so  folgt  aus  (1)  und  (1'): 

IJVwcos^^a, 


a 


=  — i J* ß  F(z)dz  +  cF(x) ,  «<*<<?; 

et 

z=  —  tJ*ßF(z)dz  +  ?F(x),    *  =  «   und    =  +  c; 


(4) 


=  -  * J*ßF(z)Bz,  -c<*<a. 

Ist  endlich  fli)  Null  von  *  =  ß  bis  s  =  -f  e ,  dagegen 
von  i  =  — c  bis  0: 
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i 

—  C 

=  ~lj*ß  F(z)to  +  cF(x),  -c<*</J, 

a 

=  -lJ*ß  F(z)Bz+^F(x),   x  =  -c  oder  =  ß, 

a 

=  -\f   F(z)dx,  0<*<c 

a 

Bei  Doppelwertbigkeit  gilt  immer  die  bereits  früher  schon  ge- 
webte Bemerkung. 

In  (4)  erhält  man  für  ar  =  —  c  denselben  Werth  wie  iiirar  =  +c; 
»  (5)  für  x  =  -f  c  denselben  wie  für  x  =  — c. 

§.  2. 

Man  setze  in  (1):  2  =  2'  — a  —  c,  wo  a  ganz  beliebig.  Alsdann 
Aält  man  (wenn  man  2  statt  2'  schreibt): 

£  /         f(z  —  a-  c)  cos  — —   82 

o 

/>  o-f-9« 
a 

-«  -  c)  &  +  g  [A«0  +A~  *)]  *    *  =  +  r, 

Setzt  man  hier  f(u)  =  Q(u-\-  a  +  6)t  so  ergibt  sich: 

2:  /         0(z)cob  — —  -dz 

1  «/  c 

a 

/a+2c 
0(2)82 +  c0>(*  +  ff  +  c),   —  c<*<+e, 

/•+*«  c 
^War  +  2.[0(o4-2c)  +  *(«)],   *  =  ±c. 

Setzt  man  endlich  x~x'  —  a  —  c  und  beachtet,    dass  die 
«lingung  —  c  <ar' —  a — fc<  +  c  jetzt  heisst:  a<:z'<a  +  2c, 
•erhält  man  leicht: 

XXXIX.  21 
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od     n  a+«c  ujt(i—  j:K 

Zj  A*)C08^  'hl 

o 

/a-t-2c  I 
flx)8z+c/(*)>  «<*<«+ ^  (6) 

#  =  a  oder  =  a  -f  2c. 

Ist  6  zwischen  «  und  a  +2c,  /"(x)  Noll  von  x=6  bis  s=a+: 
dagegen  F(z)  von  z  =  a  bis  z  =  6,  so  folgt  hieraus: 


(?) 


If  FWcos^^a, 

o 

,      =— i  J**  F(z)dx  +  cF(x),  a<kx<b, 

a 

=  — i ^  F(2)62+^F(ar),    *  =  a  oder  =  6,  j 

a 

=  — i ^   FWai,   6<or<a  +  2c- 

a 

Für  x  =  a  +  2c  erhält  man  denselben  Werth  wie  für  x  =  * 
Hier  ist  6— a<2c,  sonst  a  und  b  beliebig. 

Setzt  man  in  (6)  a+2mc  für  a,  x+2roc  für  jt,  wo  m  ein« 
ganze  (positive  oder  negative)  Zahl,  so  folgt  wegen 

f4*(z  —  x— 2mc)  nitjz—  x) , 

COS  =C08  

c  c 
£  /  /"(zjcos51-^  92 


a+2mo 


(3) 


=  _  i  ^a+*m^*V(,)az  +  ^(a+2mc+2c)+A«+2mc)],| 


x  =  a  oder  =  a  +  2c. 


Setzt  man  eben  so  in  (7)  a  +  tme  für  a.  6+2me  »r  * 
x  +  2mc  för  ar,  wo  noch  6+2mc— (a  +  2roc)<  2c,  so  folgt: 
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iJ  f(i)C0B^-^  'dl 


/•(*)fr  +  </(*  +  2mc),  a<*<6, 

a  J  Owe 


(9) 


Für  x  =  a-f  2c  erhält  man  denselben  Werth  wie  für  x  =  a. 
i  mass  6  —  «<2c  sein. 


jj.  3. 

Sei  ß>  A9  ß—  A  =  2«c-f-o,  wo  »  eine  positive  ganze  Zahl 
(Null  eingeschlossen),  q  zwischen  0  und  2c.    Alsdann  ist: 


i  J  c 

A 

Von  den  Grössen  zweiter  Seite  ist  nun  die  erste  nach  (6): 

f(z)dz  +  cf(x),  A<x<A+2c, 

A 

-W         Ai)a2  +  s[A^  +  2c)  +  f(A)]9    x=zA  oder  =  J  +  2c; 
weite  nach  (8): 

4+2c 

*J        /'(»)ax-hg[A^  +  4c)+A^  +  2c)],   *  =  J  oder  ^+2c; 

21» 
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die  dritte  nach  (8): 

f(z)  cz  +  cf{ x) ,    A  <  x  <  A  +  2c , 


-4  /*iWüA*)&+gWiÄ+«c)+A^+4c)]i   *=A  od.  =^+'2e 

U.  8.  W. 

die  vorletzte  nach  (8): 

_i  /*^BVwöx+c/,[a:+2(n-l)c],  .4<:r<^+2*> 
fX^vz  + 1  W  +2nc)  +      +  2»*  -2c)] , 

/+2(n-l)c 

ar=i4  oder  =^  +  2c; 
die  letzte  istNull,  wenn  o  =  0;  dieselbe  ist  für  0<?  < 2c  nach  (9) 

-i  fBf(z)dz  +  cf{x  +  2nc),    A<x<A  +  q9 

A+*nc 

f^dz  +  ^fix  +  Znc),   x  —  A  oder       +  o, 

-kfBf{z)to,    ^  +  o<*<^+2c, 

für  jr  =  ^4  +  2c  dasselbe  wie  für  x=zA; 
sie  ist  för  o  =  2c  nach  (8) : 


—  i  J*B  fMdz  +  cfix  +  Znc),    <4<*<^  +  2c, 


-iy^^AWaz  +  ^tA^  +  A^+Snc)],   *  =  ,4  oder         +  & 


Hieraus  folgt,  dass  man  drei  Fälle:  p  =  0,  <2c,  =  2c,  unter 
scheiden  müsse,  so  wie  im  zweiten  Falle  x  von  A  bis^+P- 
B—2nc.  und  von  A  +  o  bis  A  +  2c  gehen  zu  lassen  habe. 

I.   Sei        ^=2»tc,  n  positiv  ganz. 

Es  ist 
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Z  j     f. (z)  cos  dz 

=  *ft*)&+c[f{x)       +2c)+ f(x +4c) + ...  +/t:r+2nc-2c)], 

=  -4^/*  /'(i)ai  +  c[i/(^)+A^+^)+A^+^)+.... 

. . . .  +  f{A  +  2nc  -  2c)  +  \  f(A  +  2»c)], 
a:  =  4  oder  =  A  +  2c. 

II.    Sei  B—A>2nc  aber  <2(w  +  l)c. 

I 

Es  ist 

Z  J     f(z)  cos  Ö2 

-  */W&+4/t*)+/l*+2c)  +....+/(ar+27ic-2c)+/'(a:+2Wc)], 

A<x  <  2wc; 

=  -*  f  ÄAj)3x+c[A^)+A+^)+....+A^+2»c-2c)4  -i/Tar+2fic)], 

#  =  2?— 2wc; 

a-l  /4BAOöHc[iA^)+/T^+2c)+...+A^+2Wc--2c)+/'(^-|-2Wc)], 

x  =  A  oder  =  y4  -f  2c; 

^~if*  fM  & + «[  A*)  +A*+2c) +  ....+  /(*  +  2*c  -  2c)]. 

Ä— 2«c  2c. 

i 

III.    Sei  B-A=  2(ti  +  l)c. 

Da  dieser  Fall  aus  I.  folgt,  wenn  man  dort  n  +  1  statt  n  setzt, 
»  ist  er  nicht  besonders  aufzurühren;  doch  ergibt  er  sich  ganz 
unmittelbar  aus  dem  Vorhergehenden. 

Will  man  den  Werth  von 

£  I      /\z)cosr--  -dx 

i  %J  c 

tät  «in  ganz  beliebiges  #  kennen,  so  bestimme  man  x4  zwischen 


i 
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0  und  2c  so,  dass  x-A  =  2*c  +  ar',  wo  s  eine  ganze  Zahl;  als 
dann  liegt  4  +  *'  zwischen  Ä  und  A  +  2c,  und  wenn 

so  ist: 

2:  y  Ai)co*^ —        yj    f^cos   c  

Da  man  nun  letztere  Grösse  zu  bestimmen  weiss,  so  ist 
die  erste  bestimmt  (bei  beliebigem  jt). 


§.  4. 

Der  Fall  1.  liefert  (x  =  a,  A=.a,  B  —  a+2nc): 
f  *****  f{z)dz  =  2c[t/][a)  +/-(a  +2c)  +  2«c  -2c)  +  *<M 

OD      /»a+tnc  a»(i  — a)0 

-21   /  /•(z)cos^— ^  'fo. 

1  a 

Für  den  besonderen  Fall,  dan  =  l,  heisst  die  zweite  Seite 
wegen  (6): 

2c [i f(a)  +  if(a+'2c))-2£j        f(z) cos r  \  4*. 

Setzt  man  hier  2c  =  A,  a +  2»c  =  « +»A  =  A: 

(10) 

j '  Vd)  3*  =  AUA«)  +  A«  +  ä)  +  f(a  +  2A)  + . . . .  +  f(  t>  -  h)  +  i  W 1 

—  2  2,  #    /Xz)  cos  yjr  er , 

wo  6  —  «  =  nh ,  n  positiv  ganz ; 

(Kr*)  ! 

/•(z)Ör  =  i  />  [/"(«)+  /'(a -f A)}-2  JB  J        /(z)  cos  j —  * 
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Die  Bedingung  b  —  a  —  nh  sagt  aus,  dass  A  ein  aliquoter 
Theil  von  6  —  0  sein  muss.  Die  Formel  (10)  ist  die  Formel  zur 
oäheru ngweisen  Berechnung  eines  bestimmten  Inte- 
grals.  Sie  rührt  ursprünglich  von  Poisson  her. 

Man  hat  durch  theilweise  Integration: 

/  t  (2)  cos  — — j  Ol 

Da  6  =  a  +  2nc  und  n  ganz,  so  folgt  hieraus: 

F(z)  COS  —  g  02 

daraus  dann : 

2xt»(x— a)0 


u.    s.  w. 
Auf  diese  Weise  folgt  aus  (10): 


^  Vd)    =  A  [  i  f(a)  +  /(a  +  A)  +f(<*  +  2A)  + . . . .  +  f(b  -  A)  + \f(b)  \ 

1 
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wenn 

(») 

Dabei  ist  m  eine  beliebige  positive,  ganze  Zahl.  Für  m  =  0 
hätte  man  kurzweg  die  (10). 


Setzen  wir  noch: 


*   1  Wr-lnlr 


so  ergibt  sich  endlich: 

(13) 

y  *  f(i)di  =  A[if  (a)  +  /(a  +  A) + A«  +  2A) + . . . .  +  f(b —  A) + i/W] 

a 


i 


CM. 


wo  ß  durch  (11)  gegeben  ist.    Dabei  ist  m  wie  oben  beschaff 

und  A  =  -  Die  Zahlen   f^,  /?8,....  sind  die  Bernoulli 

sehen  Zahlen. 

Wäre  ?#=  1,  also  h  =  b  —  a,  so  wurde  auf  der  zweiten  Seite 
in  der  ersten  eingeklammerten  Summe  bloss  kf(a)  +  \f{b)  stehen: 
sonst  bliebe  Alles  ungeändert,  nur  dass  natürlich  b  =  a  -f-  h  wtfre- 
Für  m  =  0  fielen  alle  Glieder  mit  den  Blt  ßif.  ..  weg,  und  R 
wäre  mit  dem  Vorzeichen  —  zu  nehmen,  nach  (10). 


§.  5. 

Wir  wollen  nun  den  Werth  von  H  näher  untersuchen-  2u 
dem  Ende  unterscheiden  wir  zwei  Fälle. 

1.   f*m(z)  behält  dasselbe  Zeichen  von  z  =  a  bis  z  =  b  und 

bleibt  endlich. 

Da  cos  -}  als  äusserste  Werthe  +1   und  - 1  hit. 

so  liegt  die  Grosse 

/  *m  (z)  COS  —  ^  C2 


I 
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zwischen 

- J^bf*»(z)dz  und  +  J^* f*»(z)dz, 

a  a 

d.  b.  zwischen 

-[/*— 1  (*)-/•— l(<0]    und    +  [/*—•  (6)-/«— »(•)]. 

Da  dies  für  alle  p  in  derselben  Weise  gilt,  d.  b.  für  alle  p 
«üe  erste  Grosse  etwa  kleiner  und  die  zweite  grosser  ist  als  das 
mannte  Integral,  alle  Glieder  in  R  ferner  addirt  sind,  so  ist 
fferibar 

R  zwischen 
2A2»  r  J 

und 

■ 

d.h.  wegen  (12): 

R  zwischen 

-£?£i/~c»>-/*-(.>] 

ind 

Man  bat  also  folgenden  Satz: 

Ist  h  =  -"~  >  wo  n  eine  beliebige  positive  und  ganze  Zahl 
<6><z  gedacht),  so  ist: 

(14)  * 

V(x)  hx  =  A  f  An)  I-  f(a  +  A)  + . . .  +  f(t>  -  A)]  +  g  [  /"(A)  -/•(«)] 
-         [/"<A)-A«)]  +        [f>  (0) -t  s(a)]  - . . . . 


1  T^C""  ^^[^-'(^-^-'(o)]. 

«enn  9  zwischen  — 1  und  +  1  liegt,  m  eine  beliebige  positive 
poie  Zahl  ist,  und  f2m(x)  dasselbe  Zeichen  behält,  wenn  x  von 
■  bü>  6  geht. 
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Für  m  =  )  hätte  man: 

C  b  f(x)  dx  =  h  [  f(a)  +  ....+  f(b  -  h))  + 1  [  f(b)  -  f{a)  ] 

a 

-  t.Ttrw-rc«)] +^*V  <*>-/*<«)]• 

Für  to  =  0  Hesse  sich  ebenfalls  die  Formel  bilden;  sie  hat 
aber  dann  keinen  Werth. 

II.    f*?(z)  bleibt  endlich  von  z=a  bis  2  =  6. 

Da 

cos       ^  '  =  I  — 2  sin*- — j- —  , 

.so  ist: 

/*                  uji  fr  —  a)  „ 
f*»(t)*tn*?--^h  -dz. 

a 

Demnach  ist: 

_  2A* 


*1  ^ 


a 

und  also: 

■ 

/*         =A|/(o)+.»+/l6— *)]  +f  [/T6)-/-(«)l-  T^V  (f>)-r(a)] + 

,,,   iktm  £  1  />V«mWgil,«'",(xr<,)8,. 

o 

Da  sin*^-^r         stets  positiv,  so  liegt  das  Integral 
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zwischen 

c/'.in.^L^fc     UIld  Kf\ia^Mlz2ldtt 

a  m  - 

d.  b.  zwischen 

G(b-a)        ,  K(b-a) 

— g   UDd  — ^  £ , 

»eon  G  und  Ä  den  grössten  und  kleinsten  Werth  von  /"««(x)  fiir 
x  von  a  bis  6  bedeuten.    Also  liegt 

d.  b. 

1.2...  2/«  1.2...  2m 

Demnach  ist: 

o,     Bim-i  h2m  (b  —  a)  _ 

Ä  =  — r72777"Ä ~      *",(a  + 61  zwischen  0  und  I . 

>!an  bat  also,  wenn  man  noch  m+2  statt  m  setzt,  nelien  (14): 

(15) 

f  *  A*)      =  h  [  f{a)  +  f(a  +  A)  +  ....+  ftf  -  h)  ] 

a 

+  ^  [  A»)  -  A«)  ]  -  ? 'f  [/"(*>-/"<«)]  +  .... 

Mß£\  ff»         1  A 

•  •  [/lm-1(6)-/'^(«)] 

*   1...2m  +  2  f1"**!« +*(*-«)], 

nenn  /•*»+»(*)  von  «  bis  6  endlich  ist.  Dabei  ist  0  zwischen 
0  and  1. 

Die  Sätze  (14)  und  (15)  sind  von  Malmsten  in  anderer  Weise 
^gestellt  worden. 

Für  m  =  0  heisst  der  Satz  (15): 


i 
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y*7(*)a*  =  h[f(a)  +f(a  +  h)  +  ....  +f(b-h)] 
+  g[A») -/(«)]  -  BlA*fb~a)f*[a  +  e(b-a)], 
wenn  f*{x)  von  a  bis  b  endlich  bleibt. 


§.  6. 

Setzt  man  in  (14)  a  und  b  positiv  voraus,  6=a-f  nh,  ferner 
f\x)  —  xr,  so  folgt  daraus: 

(16) 

a?  +  (a  +  A)r  +  (a +2A)'  +  ....  +  (a  +  nA)r 

(^+T)Ä  +  2  +  -TTt(a+,,A)      "  1~ 

wo  0  zwischen  — 1  und  +1.  Ist  r  eine  ganze  positive  Zahl,  so 
lällt  das  letzte  Glied  weg,  sobald  m^"— ^— . 

Diese  Formel  gilt  auch  für  n=l,  wie  wir  obeu  gesehen. 
Setzen  wir  also  a  =  l,  /*  =  !,  w  =  l  und  nehmen  r  als  ganze  po- 
sitive Zahl,  so  ist: 

(17) 

1.2(i        ,}        1.2.3.4  l>  ' 

_  r(r-l)(r-8Xr-3)(r-4)  _'->r+l      *+»  — 1 


1.2. ..6    2  r+I 


aus  welcher  Formel  sich  Bx  y  BZ) . . rücklaufend  berechnen  lassen, 
wenn  man  nach  einander  r  =  2,  4,....  setzt. 


Für   r=— 1    kann   man    (H>)    nicht    zulassen,     weil  wir 
xr+l 

xrdx  =  — ^|  setzten,  das  jetzt  =  l(x)  ist.    Demnach  : 
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(18) 

1  11 


I 


a+Ä     «+2AT*  Ta+nA 

.  J,.s -fäHi  ♦  1) + -  ns»)  - 

V«a,B     (a  +  nA)*"»/ 

6B%m-ih*<»-i(  1  1  \ 

+        2ro  Va*" 

ko  a  and  A  positiv,  8  zwischen  — 1  und  -f  1. 

Wir  begnügen  uns  hier  mit  dieser  Anwendung,  die  wir  nur 
der  Formel  (17)  wegen  gemacht  haben,  welche  uns  behufs  eines 
theoretischen  Abschlusses  oothwendig  war.  Unsere  Absicht  war, 
aos  der  gebräuchlichen  Darstellung  der  Fourier'schen  Reiben,  wie 
sie  in  ihrem  Ergebniss  in  (1)  vorliegt,  die  wichtigen  Sätze  (14) 
und  (15)  abzuleiten,  wobei  wir  einer  genauen  Formulirung  der  in 
(.3.  aufgeführten  Sätze  bedurften.  Die  Sätze  selbst  sind  an  sich 
nicht  neu ;  ob  sie  schon  in  ähnlicher  Weise  abgeleitet  worden, 
wir  nicht. 
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XXII. 

Die  Anwendung  der  stereographischen  Protection  zur 
Entwickelung  der  Theorie  des  sphärischen  Dreieck! 

und  des  sphärischen  Vierecks. 

Von 

dem  Herausgebet. 


§.  1- 

Wenn  auch  die  Anwendung  der  stereographischen  Projektion 
zur  Vereinfachung  vieler  geometrischer  Untersuchungen  wohl  im 
Allgemeinen  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  darf,  so  glaube 
ich  doch,  dass  namentlich  die,  jedenfalls  besondere  Beachtung 
verdienende  Anwendung  auf  das  sphärische  Dreieck  und  spbi* 
riscbe  Viereck  noch  nicht  so  bekannt  ist,  wie  man  im  Interesse 
dieses  nicht  unwichtigen  Gegenstandes  wünschen  muss,  und  will 
daher  diese  Anwendungen  im  Folgenden  etwas  ausführlicher  eot- 
wickeln,  ohne  übrigens  dieselben  erschöpfen  zu  wollen,  indem 
ich  vielmehr  durch  das  Folgende  nur  zur  noch  weiteren  Bearbei- 
tung dieses  interessanten  Gegenstandes  anzuregen  beabsichtige. 
Ich  werde  dabei,  wenn  auch  nicht  vollständig,  doch  im  Wesent- 
lichen, dem  vielfach  ausgezeichneten  Buche  von  Paul  Serret: 
„Des  methodes  en  Geometrie."   Paris.  1855.  p.  30.  folgen. 

Die  beiden  Haupteigenschaften  der  stereographischen  Projectioo: 

1.  dass  die  Protection  jedes  Kugelkreises  ein  Kreis  ist; 

2.  dass  die  Projectionen  der  Kugelkreise  sich  unter  densel- 
ben Winkeln  schneiden  wie  die  Kreise  selbst; 

müssen  im  Folgenden  als  bekannt  vorausgesetzt  werden.  Ich  lasse 
jedoch  diesem  Aufsatze  unmittelbar  einen  anderen  folgen ,  in  wel 
ehern  ich  eine  neue  analytische  Entwickelung  der  Eigenschaften 
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der  stenographischen  Projection  gegeben  habe,  welche,  wie  ich 
»laobe,  mehreres  Eigentümliche  enthält,  und  sich,  insofern  man 
zunächst  bloss  die  gewöhnlichen  Haupteigenschaften  der  genannten 
Projectionsart  kennen  zu  lernen  beabsichtigt,  besonders  empfeh- 
len durfte.  Ausserdem  verweise  ich  auf  raeine  frühere  Abhand- 
lung über  diese  Projection  in  Tbl.  XXXII.  Nr.  XXV.,  die  aber, 
ausser  der  Entwickelnng  der  bekannten  flauptcigeiischaften  der 
stereographischen  Projection  noch  eine  andere  besondere,  aus 
ihr  ?on  selbst  ersichtliche  Tendenz  verfolgt.  Die  geometrische 
Begründung  dieser  Haupteigenschaften  ist  bekanntlich  namentlich 
auch  in  neuerer  Zeit  mehrfach  mit  Gluck  versucht  worden,  wie 
man  u.  A.  in  Thl.  XXX.  S.  354.  und  Tbl.  XXXI.  $.217.  sehen  kann. 

• 

In  Taf.  III.  Fig.  10.  sei  ABC  ein  auf  einer  aus  dem  Mittelpunkte 
0  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Kugelfliiche  liegendes 
sphärisches  Dreieck,  dessen  Winkel  und  Seiten  wir  wie  gewöhn- 
lich durch  A,  B,  C  und  a,  b,  c  bezeichnen.  Durch  A  ziehe 
man  einen  Durchmesser  der  Kugel,  bezeichne  den  Punkt,  in 
welchem  von  diesem  Durchmesser  die  Kugelfläche  zum  zweiten 
Male  geschnitten  wird,  durch  Ü,  versetze  das  Auge  in  ü,  und 
projicire  das  sphärische  Dreieck  AßCzu(  die  in  dem  Mittelpunkte 
0  der  Kugel  auf  dem  Durchmesser  AA  senkrecht  stehende  Ebene, 
lat  Dun  OB'C  die  auf  diese  Weise  erhaltene  Projection,  so  sind 
offenbar  OB*  und  OC  .gerade  Linien  und  die  Seite  B'C  der 
Projection  ist  nach  den  Eigenschaften  der  stereographischen  Pro- 
jection ein  Kreisbogen.  Die  an  den  Punkten  O,  B't  C  liegen- 
den Winkel  des  geradlinigen  Dreiecks  OB'C  sollen  durch  A\  B\  C 
und  die  diesen  Winkeln  gegenüberliegenden  Seiten  dieses  gerad- 
linigen Dreiecks  durch  a',  b' ,  c'  bezeichnet  werden.  Bezeichnen 
vir  nun  die  an  denselben  Punkten  liegenden  Winkel  der  Projec- 
tion des  sphärischen  Dreiecks  ABC  selbst  durch  Alt  Bx,  Ct; 
*o  ist  nach  den  Eigenschaften  der  stenographischen  Projection : 

Al  =  A,    BX  =  B,    CX  =  C; 

and  ausserdem  ist  offenbar  Ax  =  4',  also  auch  A'  =  A. 

In  dem  geradlinigen  Dreiecke  Ü&C'  ist  nach  den  Formeln 
der  ebenen  Trigonometrie : 

&C*  =  &B,%\  A C '«  —  2 . Ä B' .  Ü C. cos  &$ C ; 

''ffenbar  ist  aber: 
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<1Z?'  =rsec  4c, 
&C  =  rsectf, 

cos#JIG  =       2.  MB.  MC  ' 
ferner,  wie  leicht  erhellen  wird: 

AB  =2r8inl{360°—  (180°+ c)\  =  2rsin(90°-4c>  =  2rcos*c. 

ÜC  =  2r  sin 41360°  -  (180°+6) }  =  2r  sin (90°— 46)  =  2r  costf, 

BC  =  2r  sin  4<i; 
also: 

cos  V;2  +  cos  4c*  —  sin  4a* 
cos#ÜC=  2cos46cos4c         9  • 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

(a'V  ,  •  cos4As  +  cos4c* — sin^1 
T)  =rsec4Ä*  +  sec4c«-sec46sec4c  cos^cosic  

woraus  man  mittelst  leichter  Rechnung  sogleich  den  für  das  Fol 
«ende  sehr  wichtigen  Ausdruck: 

t  rsinju 
°  ~  cos  46  cos  4^ 

erhält    Da  nun  ferner  offenbar: 

OC'  =  OÄ.tang  46,    O#'=0a.tang4c  < 

ist,  so  haben  wir  die  drei  folgenden  Formeln: 


Z^jfi^ic'  *'='»•»«**• 


Der  Einfachheit  wegen  werden  wir  im  Folgenden  r  als  Ein- 
heit annehmen,  wodurch  die  vorstehenden  Formeln  die  Gestalt: 

erhalten. 

Aus  der  Gleichung 

rsin4« 


cos  46  cos  4« 

erhält  man  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 

_  _ßC    SLO*  2.Qit 
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i 

also: 

 RC 

*zs  hier  noch  beiläufig  bemerkt  sein  mag. 

i 
i 

§.  3. 

Bezeichnen  wir  den  Excess  des  sphärischen  Dreicks  ABC 
durch  £,  so  ist: 

!  E=A  +  B+  C— 180°, 

also  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen : 

£  =  ^+^+^  —  180°. 

Ziehen  wir,  wie  Taf.HI.Fig.il.  zeigt,  in  der  Projectionsebene 
durch  Bf  und  C  an  den  Bogen  B'C  Berührende,  welche  sich 
•  0'  schneiden,  und  bezeichnen  den  Winkel  B'O'C  durch  O', 
» ist  in  dem  Vierecke  OB'O'Ci 

Ax  +  Bx  +  C1  +  Ö'  =  2.180», 

»oraussich,  wenn  man  dies  mit  dem  Obigen  vergleicht,  sogleich: 

£  =  1800—0' 

?rgiebt  Bezeichnen  wir  die  gleichen  Winkel,  unter  denen  die 
brch  ff  und  C  gezogenen  Berührenden  gegen  die  Sehne  B'C 
geneigt  sind,  durch  x,  so  ist: 

O' =  l80<>-2*, 
E=z2x,   x  =  \E. 

W«|  nun  offenbar : 

B'=Bt—  x,    C  =  C,  —  x 

*t,  so  ist  nach  dem  Vorstehenden  und  mit  Rucksicht  auf  den 
Wrbergehenden  Paragraphen : 

< 

A'  =  A,   B'=B-\Et   C'=  C-\E. 

Denkt  man  sich  den  Bogen  B'C  über  B'  hinaus  erweitert, 
his  von  demselben  die  über  O  verlängerte  OC  zum  zweiten  Male 
»  C*  geschnitten  wird,  und  zieht  B'C,  so  ist,  wenn  man  den 
Winkel  B'CC  durch  C"  bezeichnet,  nach  einem  bekannten  geo- 
metrischen Satze  offenbar  C  =  x;  also  nach  dem  Obigen: 

Tlieil  XXXIX.  22 
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» 

C  =  \E. 

Denkt  man  sich  den  Bosen  B'C  über  C  hinaas  erweitert, 
bis  von  demselben  die  o'heT  O  verlängerte  OB'  in  B"  geschnit- 
ten wird,  so  ist  ganz  eben  so: 

B"  =  iE. 

Weil  OB'C"  offenbar  die  Projection  des  sphärischen  Drei- 
ecks ist,  welches  mit  ABC  die  Seite  AB  gemein  hat,  und  de* 
sen  zwei  andere  Seiten  die  Seiten  AC  und  BC  zu  180°  ergänzen; 
so  ist  nach  dem  in  §.  2.  Bewiesenen  offenbar: 

sini(18Qo-q)  cosj/i 
~  cosiClSO^-tycosJc^sini&coslc* 

OC"  =  tangl(18Ö°-6)  =  coti&, 

OB*  =tangjc.  „ 

Auf  ganz  ähnliche  Art  ist: 

rtR„  sini(l8Q°~-o)     _  cosj« 

C  "  —  cos^cosiOSO^cJ  —  cos^sinic' 

■ 

OC  =4angi&, 

OB"=  tangi(180°— c)  =  cotic. 

Weil 

C'C"  =  OC  +  OC",   BB"  =  OB*  +  OB"  , 

ist,  so  ist: 

■ 

C'C  =  tangi6  +  cot4Ä=i~-6, 

2 

B'B"  =  tangic  +  cotic=  — . 

&"    '       "  sine 

s 

Jede  Sehne  eines  Kreises  ist  offenbar  gleich  dem  Dorchme* 

ser  multiplicirt  mit  dem  Sinus  des  Winkels,  welchen  die  durdl 
den  einen  Endpunkt  der  Sehne  an  den  Kreis  gezogene  Beruh* 
rende  mit  der  Sehne  einschltesst;  bezeichnen  wir  also  den  Halb* 
messer  des  Kreises  in  Tai.  III.  Fig.  11.  durch  o,  so  ist  offenbar 

B*B"  =  2p  sin  B ,    C  C"  =  lg  sin  C; 

also  oach  dem  vorhergehenden  Paragraphen : 
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2psinÄ  =  -t-  ,     WwC  =  -r-i  ; 

v  smc      v  sin  6 


folglich  durch  Division : 

I 

sing  _  sin 6 
sinC  ~~  sine * 

welche«  der  bekannte  erste  Hauptsatz  der  sphärischen  Trigono- 
metrie ist. 

In  dem  geradlinigen  Dreiecke  OB'C  (Taf.  III.  Fig.  11.)  ist: 


also  nach  §.  2.: 


sin^fl2 


cos  A  — 


2tangj6tanßic  ' 

sogleich : 

 sin      cos  Je*  -f  cos£69sin{c*  —  sin£a* 

C08  A  -  «  sin  $6  cos  ^'sin  *c  co^r  » 

*•: 

^ _ (1-coso)  (1+coBC)  +  (1  -I-  coeoXl^coac)^-  9(l~-coso) 
~  2sin6sinc 
«><l  hieraus: 

co«a— cos  6  cos  c 

COS  /I  —  ; — v — :  

smftsinc 

Wgt,  welches  die  bekannte  Relation  zwischen  den  drei  Seiten 
ftd  einem  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  ist,  aiier  welcher 
ton  ferner  auf  bekannte  Weise  mittelst  des  Supp lernen tardreiecks 
di*  Relation  zwischen  den  drei  Winkeln  und  einer  Seite  erhält. 

§.  6. 

In  dem  geradlinigen  Dreieck  OB'C"  (Taf.  III.  Fig.  IL)  ist  nach 
•*  ebenen  Trigonometrie : 

_  t     ß'C"*  +  OC"*~  OB" 
cos  C  =       %.bc".0<>  * 
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also  nach  §.  3. : 

,  r>      sin  56  cos  \c   

co«i£  =  —  ^  -— 

oder : 

_  cos  l«1  +  cos  46»  cos je» — sin  10*81  n  4c* 
cos  iE  r-  2  cos  4<i  cos  46  cos  Je 

folglich  nach  bekannten  Relationen: 

1  +  cos  a  + 4(1  +  cos6)  (1  +  cosc)  - 40  —  cos  6)  (1  —  cos  c 
cos  *E  =  -  4  cos  4<i  cos  46  cos  4c 

woraus  sich  mittelst  der  leichtesten  Rechnung  die  bekannte  Form« 

•1  .  . 

1  +  cos  g  +  cos  6  -f  cos  c 

cos      -    4  cos  4«  cos  &  cos  4c 

ergiebt. 

Es  ist: 

cos 

0C"+  OB?  +  *'C"  =  cot  46  +  tangic  +  6in»^C08rc 

cos  4(6  —  c)  +  cos4q 
sin  46  cos  4c 
_ 2  cosi(a— b  +  c)  cos4(a  +  6—c)  ^ 
sin  46  cos  4c 

cos  «o 

-  OC  +  OB*-fB'C"=:-cot46  +  taug  4c  +  8in^co6>r 

— cos  \(b  +  c)  +  cos  4« 

sin  46  cos  4« 
2sinj(a-t-6-f  c)sin4(-~q-f6-hc) 
sin  46  cos  4c 

«,1 
cos  \a 


OC"-OB'  +  ^^  =  cot46-tajig4c  +  ^^1^^ 

_  cos  4(6  +  c)  -f  oos4<i 
sin  46  cos  4c 


2  cos  |(q  +  6+ c)  cos  4(—  a  +  6  +  c) 
sin  \b  cos  £c 


cos  4« 


OC"-f  OÄ'-Ä'C''==cot46  +  tang4c-s;ri^ic 
cos  4(6  —  c)  —  cos  4a 


sin  46  cos  ic 
9  gm  j  (c  --  6  +  c)  sin  j<q  +  6  -  c) 
sin46cos4c 


0 
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Das  Product  dieser  Grössen  ist: 

sin  Ha  +  b  +  c)  sin  j(—  a  -f  6  +  c)  sin  j(q —6  -f  c)  sin  j(q  -f  6  —  c) 

8ini64cosJc4 

Ferner  ist: 

 1  sin  {6   sin|6cosJc_   sin  Jo*  cos  je 

2.0C".#C"-*cos*6*    cosja    ~~ 2  cos  Ja  coi  tf' 

Multiplicirt  man  hiermit  die  Quadratwurzel  aus  dem  vorhergeben- 
den Product,  so  erhält  man,  weil 


sini£;  =  8in  C 

ist,  nach  einer  bekannten  Formel  der  ebenen  Trigonometrie  den 
folgenden  gleichfalls  bekannten  Ausdruck  für  den  Sinus  des  hal- 
ben sphärischen  Excesses : 

sinir  =  V  si  n  j(q  +  6  +  c)sinj(— q  -|- b  -f  c)sin|(q— 6 -f  c)nfti{a+b—<) 
~~  2  cos  ia  cos  \b  cos  \c 


}.  7. 

Nach  dem  vorhergehenden  Paragrapheo  ist: 

(OC"  +  OB'  -f  Ä'C")  (OC- 0#'  +  #C") 

=  4  cos  Ka  +  6  +  c)  cos  j(—  q  +  6  -f  c)  cos  j(q — 6  +  c)  cos  j(a  +  b — c) 

sin^cosjc*  * 

(—  OC"  +  OB'  +  Ä'C")  (O  C"  +  Otf'  —  #C") 

_4gjnj(a  +  6  +  c)  sinj(— q  +  6  +  c)  sin  j(q-~6  +  c)  sin  J(q  +  6— c) 

sinJo*cos|ca 

Femer  ist: 

 1  _  sin£A2cos|c 

4 .  OC".  B'C"  —  4 cos }q cos  £6 ' 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

(OC" -f  Off-h B'C"){OC"—  OB'  +  &C") 
X.OC'.BC" 

s est; Ka  + 6  -f  c) cos  j(—  q  +  6  +  c)  cos l(a-b  +  c)cosj(q +  6  —  c) 

cos  Ja  cos  £6  cos  je  ' 
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(—OC"+OB'  +  B'C)(OC"+OB'—B'C") 

A.OC-VV" 

_  si n  \(a  -f  b  -f  c)  si n  j( —  tt  +h -f  c)  ni n      —  o  -f  c)  si n      +  6  —  c) 

cos  *a  cos \b  cos  \c 

Nach  den  bekanntet»  Formejn  der  ebenen  Trigonometrie  ist  aber : 
cos.C  -coSl£  =  \  irö^-B^'  

also  nach  dem  Vorbergebenden : 

|  |  -  tti  , ,  r  ,  ,  ,         .         >■       i  t  i  i  i  r    l  i    i  i  r  -  t  ■  -r  r        in-  ~>  m  ■  ■  1      ■  ■     r  ■  ■ 

,  „  _  _  4  /  cosl(a+b+c)coHl(-  a+tß+c)cosl(a~b  +  c)casl(a+b-r) 

*  ▼  cos  Ja  cos  £6  cos  £c 

sin  lE  =  \T ^If^li^^Ht)  sinl&-b+cl^(ä+j^c)^ 

*  K  cos^acos  J6cos£c 

und  hieraus: 

tangiE  ' 

Vtäng i(a  +  6Tc)ün8i(-fl+6+c)  tang i(a  -  A  +  c)tang  j(7T+ V-e), 
wie  bekannt  ist. 


Wir  wollen  nun  das  sphärische  Viereck  ABCD  betrachten, 
dessen  Seiten  und  Diagonalen  Aß,  BC,  CD,  DA  und  AC,  BD 
wir  nach  der  Reibe  durch  a,  b,  c,  d  und  /,  g  bezeichnen  wer- 
den. Die  an  den  Punkten  A,  ß%  C,  D  liegenden  Winkel  diese« 
sphärischen  Vierecks  bezeichnen  wir  beziehungsweise  durefc 
A,  B,  C,  D.  Durch  A  ziehen  wir  einen  Durchmesser  der  Kogel 
bezeichnen  den  Punkt,  in  welchem  von  diesem  Durchmesser  dir 
Kugelfläche  zum  zweiten  MaJe  geschnitten  wird,  durch  4,  ver- 
setzen das  Auge  in  il  und  projiciren  das  sphärische  Viereck 
ABCD  auf  die  in  dem  Mittelpunkte  O  der  Kugel  auf  den»  Durch- 
messer AÜ  senkrecht  stehende  Khene.  Ist  nun  OB'C'D'  die  auf 
diese  Weise  erhaltene  Projection,  s«  sind  OB'  und  OD*  gerade 
Linien  und  die  Seiten  B'C  «nd  CD'  sind  nach  den  Eigenschal- 
ten der  stereographischen  Projection  Kreisbogen.  Die  an  den 
Punkten  O,  B\  C,  D*  Kegenden  Winke)  des  geradlbiifran  Vier 
ecks  OB'C'D*  sollen  durch  A\  B\  C,  D'  und  die  Seiten  OB, 
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B'd  CD4,  WO  dieses  geradlinigen  Vierecks  durch  a'f  b\  c*t  d' 
bezeichnet  werden.  Bezeichnen  w\r  nun  die  an  denselben  Punk- 
ten liegenden  Winkel  der  Protection  seihst  durch  Ax ,  Bx,  Clt  Qf; 
so  i«t  nach  den  Eigenschaften  der  stereographischen  Projection: 

AX=A,   ßl  =  ß,    C\  =  C,  Dt=D; 

■ 

»nd  ausserdem  ist  offenbar  A%=zA\  also  auch  A'=A.  Die  Pro- 
jwtion  der  Diagonale  AC  Ist  offenbar  eine  gerade  Linie,  die  der 
Diagonale  BD  ein  Kreisbogen;  die  durch  O  und  &  gehenden 
Diagonalen  des  geradlinigen  Vierecks  OB'C'D*  sollen  durch  f 
und  f  bezeichnet  werden. 

■ 

§.  9. 

Wenn  das  sphärische  Viereck  AB  CD  in  einen  Kreis  be- 
schrieben ist,  so  ist  nach  den  Eigenschaften  der  stereographischen 
Projection  das  geradlinige  Viereck  OB'C'D1  (Taf.III.  Fig.  12.)  auch 
in  einen  Kreis  beschrieben. 

Folglich  hat  man  in  dem  geradlinigen  Vierecke  OB'C'D1  die 
Mannte  Relation: 

j  ov  +  b'd'  =  /y. 

Kach  §.2.  ist  aber  offenbar: 

*=tang*a,    6  c<=___,   ,/<  =  tangW 

H.l: 

'  y  cos^acos^ 

Mm  ist  nach  dem  Vorhergehenden : 

tangjasinjc  sin£6tangj</  tangj/sinfo . 
cos  irf  <  os  \f  +  cos  4«  cos \f  =  cos  ia  cos  {d  ' 

■*!  moltiplicirt  man  nun  diese  Gleichung  mit 

cos  i«cos  irf  cos  \fy 

whilt  man  auf  der  Stelle  die  merkwürdige  Gleichung: 

sin  \a  sin  \c  +  sin  \b  sin  \d  =  sin  \fs\u  lg. 

*dem  geradlinigen  Viereck  OB'C'D'  ist  ferner  nach  einem  be- 
wirten Satze  der  ebenen  Geometrie : 
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£  _  a'd'  -f 
tf  "~  a'b'  +  c'd* 

oder 

f  (a'b*  +  c'<f)  =  g1  (a'd'  +  6  V). 

- 

Nach  dem  Obigen  ist  aber: 

#a<_i_  w  —  tonSia  8'lpi6  ,  sin  4c  lang  4tf 
aö+Crt  —  cosiacoei/-^  cos^cosif 


_  sin  Jasin  £6  cos  \d%  -f  sin    sin  4'/  cos  \a* 
~  cos  4«*  cos  \d2  cos  4/* 

and  folglich: 

/•//  .  sin  jf(s\n  jq  sin  46  cosjd«  +  sin  je  sin  jd  cos  ja*) 
f(ab  +  Cd)  =  cosia*cosi^cos^ 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen: 

sin  io  sin  ic 

a'd1  +  b'c'  —  tang  \a  tang  4<i  +  i  ^Vr* — 

61  cos  4a  cos  4<t  cos  4/ 

siniasinlrfcosi/*2  +  sin  \b  sin  je 
cosiocosirf  cos  \f* 

und  folglich : 

sin  jg  (sin  ja  sin     cos  4/*  +  sin  #  sin  4c) 
0(arf+6O  =  cosia*cosl^cosy  * 

Also  haben  wir  nach  dem  Obigen  die  folgende  Gleichung: 

sin  i/Xsin  4a  sin  {b  cos  4«P  +  sin  Je  sin  4ä*  cos  4a») 
=  sin  i^r  (sin  4a  sin  4^  cos \f*  -f  sin  46  sin  4c) , 

welche  man  leicht  auf  nachstehende  Form  bringt: 

sin  iAsin  i«  sin  \b  +  sin  4c  sin  \d) 
—  siniasinirfsini/'fsiniflsinic  -|-  sin  46  sin  4«*) 
=  sin  \g  (sin  4a  sin  \d  +  sin  46  sin  4c) 
—  sin  4a  sin  jrfsin  \f.  sin  4/sin  \g ; 

also  ist,  weil  nach  dem  vorher  Bewiesenen 

sin  \a  sin  4c  +  sin  46  sin  4o*  =  sin  4/*  «in  i# 

ist: 
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sin  \fifim\a  sin  \b  +  sin  ic  sin  \d)  =  sin  \g  (sin  Ja  sin  \d  -f  sin  \b  ßin  fr) 

oder: 

sin 4/     sin  Ja  sin  £d  -f  sin  £6  sin  fr 
sinfy      sin  fr  sin  fr  -f  sin  Je  sin  Jrf" 


§.  10. 

Wir  wollen  nun  den  Excess  E  des  sphärischen  Vierecks, 
ih.  den  Ueberschuss  der  Summe  seiner  vier  Winkel  über  360°, 
dass  also 

■ 

£  =  ,4  +  Ä+ C+D-3600, 

folglich  nach  §.  8. 

£  =  ,4,  +  Bl  +  C,  +  A  —360° 

i*t,  betrachten. 

Wenn  wir  in  Taf.  III.  Fig.  12.  die  Bogen  B'C  und  CD1  bis 
m  ihrem  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkte  C"  mit  der  über 
0  hinaus  verlängerten  Geraden  OC  verlängern,  und  dann  die 
Geraden  B'C"  und  Z^C"  ziehen ,  welche  den  Winkel  B  CD* 
Bit  einander  einschliessen,  den  wir  durch  C"  bezeichnen  werden; 
*>  ist  nach  §.  3.  offenbar  : 

AUo  ist  nach  den  Lehren  der  ebenen  Trigonometrie : 

1™     .  1  n           +  B'C'-D'C")  (BD**  ITC"— B'C") 
imiC*=siniE»=  \.BC\DC"  ' 

mXrMk        iri    (BD>+B (B'C"+  VC  -B  D*) 
=c°8^  =  t.BC  &C" 

Nach  5.  2.  und  §.  3.  ist  aber : 

1 

cos  Ja  cos  f  a  cos  fr  sin,/  cos  fr  sin  j/ 

aUo: 

n.fy  #vr»"  —      8'n*^  cos  fr  cos  4c 

WV\BC"—D'C"=  C08ia  cosi^  +  cosia  sintf^cosfr  «ini/ 

1 

si n  \f sin^  -f  cos  fr  cos fr —  cosfreosfr 
cos  fr  cos  fr  si  n  \f 
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mnin  co«lc  cos46 

sin  y sin  ja  -  cos  46  cos  \d  +  cos  4<»  cos  je 
cosiacos^/üini/' 

cos  46  cos  4c  . 

B'C".  D'C"  =  c0giflC0Sid8iD»/^; 

folglich : 


l — cos  4«*  cos  4«) 


COS  fOCOS  \c) 

8\nit=Z    W  ~  4  rn«  1«  cnsiÄcÖs  icCOS  4d 

Ferner  ist: 

sinto       ,       cos  46  cosjc 
+  *'C '+  D'C"  =  coMflCO,t<<  +  c^sla^uTV  +  00*4*  V 

_  sio  |J^8^oj^o^j6cosjc/  +  cos  ja  cos  je 

— cosJaco«i<ipiu  J/*  '  , 

cos  46      ,      cos  4c  sinfo 
B'C"+  ^C"-Ä'/>/  =  c"oTi^i7"f  cos"}^in"4/*""co«iflCQsir/ 

_  -sii^/sinjo  +  cos  46  cos  4^ -f- cos  ja  cosjc  | 
=  ^«M^acos^sin^ 


cos  46  cos  4c 

tf'C".  0'C '  —  cos^a  cos \d sin 


folglich : 


i 


(sin  4/Yin  4«  +  cos  46  cos \d  +  cos  \a  cosic) 

x:  (-  sin  ysin  ^/-f  cos  46  cosjc/-f  cos  ja  cosjc) 
€osj£=  m|  ~4  co^i«  cos  i6  cosic  cos  irf 

Weil  | 

ist,  so  ist:  1 

(sin  4/sin  4o  +  cos  Ja  cos  4c  f  cos  46  coaW>  ; 

\  ^  ( _  sl0  *  /'sin    + cos  4a  cos  Je  +  cos  46  cos  $d)  j 

V   |X    (sin  4/Vin  4<7  —  cos  4a  cos  4c  +  cos  46  cos  4^)  ^ 

'  X    (»in  4/»i"     +  cos  4a  cos  4c  -  cos  46  cos 
siu4£  =  a«o«4«cos4^cos4cco84d 
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Es  wurde  keine  Schwierigkeit  haben,  noch  andere  Formeln 
aus  den  vorhergehenden  abzuleiten. 

Ist  das  Viereck  in  einen  Kreis  beschrieben,  so  ist  nach  dem 
vorhergehenden  Paragraphen : 

sin  i/sin  \g  =  sin  \a  sin  ic  +  sin  \b  sin  id> 

folglich  : 

sin  {/siü  ig  +  cos  Jo  cos  ic + cos    cos  \d 
=  cos  J(a  —  c)  +  cos  i(o  -  rf)  =  2  cos  J(a  +  b—c-d)  cos  J(a— Ä-c  + </), 

■ 

— sin  i/sin  ig  -f-  cos  ±a  cos  £c  -f-  cos  £6  cos  |rf 
=cosi(a  +  c)  +  cosi(6  +  rf)  =  2cosi(a+6+c+c/)cosi(a-6  +  c-rf), 

sin  i/Vm  ig  -  cos  ia  cos  \c  +  cos  46  cos  id 
=-co*K«  +  c)  +  cos  i(6  - d.)  =  2 sin  j(<i-6+c+rf) sin  J(«+6  +  c— </), 

sin  £/Vm     +  cos  Ja  cos  \c  —  cos  J6  cos  \d 
=cos c)  —cos i(Htf)  =  2ain i(~«+0+c+rf) sill  J(fl  +  Ä  _  c  +  ^ 
Setzt  man: 

*o  ist  : 

—  a  +  o  +  C+i/  =:  <#), 
fl-6|c  +  rf  =  '2(»-6), 
flO-c|d  =  2(j-'c), 
a+o+c—  rfs2(i-  rf); 

folglich : 

*n\f*\nig  —  cos^acosic  +  coaj6co8i<!  =  2sini(i  -  o)sin  i(*  —  d), 
»m \f  sin  lg  +  cos  ia  cos  Je-  —  cos  \b  cos     =  2  sin  i(s — fl;  sin  J(, — c) ; 

u'i-.l  Jalser  nach'  dem  Obi«»en  : 


hu  '£  53  V  8*ln  »)      4(y  — c)  sin  d) 

*        *  cos£<icosJ6  cosiccosfrf^ 

'. 

Bezeichnen  »vir  die  halben  Summen  und  halben  Differenzen 
'kr  gegenüberliegenden  Seiten  durch  o',  ö"  und  d\  <5" ;  und  setzen 

il«o: 

0+0  =  20",    b  +  d  —  2<T; 
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so  ist: 

sin  ifsin  \g  +  cos  in  cos  Je  -f  cos  £6  cos  id = 2  cos      + 6")  cos«  o'-*"), 

—  sin  i/sini^  +  cos  Ja  cos  ^e  +  cosiocosi*/ 

=  2  cos  4(<f  +  O  cos      -  O  J 

also : 


4*  =  ^ 


r  cos      -f  3-)  cos  j(o*  -  d")  cos  j(<r*  +  Q  cos  M««  -  Q 

4        w  cos  \a  cos  i6  cos  Je  cos  \d 


Hieraus  würden  sich  wiederum  verschiedene  andere  Formeln 
ableiten  lassen. 


XXIII.  , 

Neue  analytische  Darstellung  der  Haupteigenschaften 
der  stereographischen  Projection.  j 

Von 

dem  Herausgeber. 


§.  1. 

Wir  nehmen  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gelebt 
Tafel  als  Ebene  der  xy,  den  Mittelpunkt  der  Kugel  als  Anfang 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xyz  an,  und  setx« 
das  Auge  in  den  Punkt,  in  welchem  die  Oberfläche  der  Kue^ 
von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  t  geschnitten  wird;  d« 
Halbmesser  der  Kugel  wollen  wir  wie  gewöhnlich  durch  r  bezeichne« 

Ein  Punkt  auf  der  Kugelfläche  sei  (uetc),   und  (uVtc*) 
dessen  Projection  auf  der  Tafel;  es  ist: 

1)  «*  +  t>a-f  «c»  =  r». 
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Von  dem  Auge,  dessen  Coordinaten  0,  0,  r  sind,  ziehe  man 
nach  dem  Punkte  (uvw)  eine  Gerade,  und  bezeichne  die  von  der- 
selben mit  den  positiven  Thetlen  der  Axen  der  ar,  y,  x  einge- 
«blossenen,  180°  nicht  fibersteigenden  Winkel  durch  a,  ß,  y; 
fo  sind  die  Gleichungen  dieser  Geraden : 

i)  x  —  y  2~r 

 cosa     cog0  cosy* 

ilso,  weil  der  Punkt  (ueto)  in  dieser  Geraden  liegt: 

» 

j)   _j^=_?  =ü=t=G; 

cos  a       cos  /J       cos  y 


sich: 

4) .  .  .  tt=£cosa,   v=Gcosßt   «?  =  r+(?cosy; 

folglich  nach  1)  die  Gleichung: 

(cos  a*  +  cos  0*  +  cos  y»)  +  2  Gr  cos  y  +  r*  =  r* , 

&Uo  nach  einer  bekannten  Relation  die  Gleichung: 

C7(G  +  2rcosy)  =  0 

ergiebt,  welche  ferner  zu 

G  =  0  oder   G  +  2rcosy  —  0 

führt  Aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  würde  nach  1) 
sich  tt  =  0,  ©  =  ö,  w  —  r  ergeben,  und  der  Punkt  (uvtc)  wurde 
also  mit  dem  Auge  zusammenfallen,  von  welchem  Falle  naturlich 
hier  abzusehen  ist ;  daher  ist  nach  dem  Obigen : 

G -f-$rcosy  =  0,    G  = —  2rcosy; 

aUo  nach  4) : 

!u=s— 2rcosacosy, 
v  = — 2rcos0cosy, 
w=r(\  — 2  cos  y*)  =  —  r  cos  2y 

m  setzen. 

Fflr  das  Bild  (ti'»'t©')>  in  welchem  die  als  Ebene  der  xy  an- 
genommene Tafel  von  der  von  dem  Auge  nach  (uvtc)  gezogenen 
Geraden  geschnitten  wird,  ist  nach  2): 

 v'    _  r_ 

cosc      cos  ß     ~  cosy' 
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s         cos«  cos  5  .  ~ 

7  cosy  r  cos  y 


Nach  5)  und  6)  finden  also  zwischen  dem  Punkte  (ttetc)  od« 
seinem  Bilde  (tiVw')  immer  die  durch  die  folgendeo  Gleicbungti 
ausgedrückten  Relationen  Statt: 

/  cos  a 

i    u  =  —  2rcos«cosy,  «'  =  — — ~ r> 

l  •  ■  *  cosy 

ü=-2rcof/5cosy.  t> r, 

tc  =  r(l — 2cosya)  =  —  rcos2y;   u>'  =  0; 

welche  die  hauptsächlichste  Grundlage  unserer  folgenden  tfc 
trachtungen  bilden. 

Leicht  leitet  man  aus  diesen  Relationen  auch  die  Gleichung 

8)  uti'  +  rr>'  +  wie'  =  2r*sin  y* 

ab 

§.  2. 

Wir  wollen  nun  die  Coordinaten  u',  v't  tc'  des  Bildes  durch 
die  Coordinaten  u,  »,  tc  des  entsprechenden  Punktes  ausdrucken. 

Aus  den  Gleichungen  7)  ergiebt  sich >  auf  der  Stelle: 

9>  »'^'Jc^yS'  "'  =  2^'  w'  =  ü; 

■  .        .■     *  - 

nun  ist  aber : 

tt>  =  r(l-2cosy*),    cosy*  =  ^- ;  I 

also  nach  9) : 

10)  «'=  c'=—  -,   tc'  =  0. 

r — tr  r— w 

Nach  1)  ist: 

tü  =  ±  Vr*-u*— V*, 

also  : 

 TM  

r+Vr*-«a— ^' 


w  = 


">  {  "  _1 

ic'=  0. 
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Nennen  wir  die  Halbkugel»  in  welcher  das  Auge  liegt,  nicht 
liegt,  res  pect  ive  die  positive,  negative  Halbkugel,  so  ist  offenbar 
«?  positiv  oder  negativ,  jeiiacbdem  der  Punkt  (i/ctc)  in  der  posi- 
tiven oder  negativen  Halbkugel  liegt;  also  müssen  wir  in  den  For- 
meln 11)  die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  nehmen,  jenachdem 
der  Funkt  (uvto)  in  der  positiven  oder  negativen  Halbkugel  liegt. 


§.  3. 

Umgekehrt  »vollen  wir  nun  auch  dieCoordinaten  u,  v,  w  des  Punk- 
fes (uvto)  durch  die  Coordinaten      d',  tc'  seines  Bilde*  ausdrücken. 

Nach  10)  ist: 

r—w  t  r—  to  t 

tt=~ —  u\  p=— ~v'\ 
r  r 

also  nach  1): 

Q~f  («*  +  **)  +  wf  =  » 
welche  Gleichung  man  leicht  auf  die  Form: 

also,   wie  man  leicht  findet,  auf  die  Form: 


bringt,  woraus  sich: 

—  4.  r»  db  (n*  -I-  O 

ergiebt.  Nehmen  wir  die  oberen  Zeichen,  so  erhalten  wir  to  =  r 
und  folglich  nach  dem  Obigen  m  =  0,  r  =  0,  was  auf  das  Auge 
führen  wurde,  wovon  hier  keine  Rede  sein  kann,  weshalb  wir 
die  unteren  Zeichen  nehmen,  folglich: 

___  r*«-(tr«  +  p")  _      +  r* 

* 

setzen  müssen,  woraus  sich: 

 2t3  

ergiebt ;  also  haben  wir  nach  dem  Obigen  die  folgenden  Formeln : 
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j.4. 

Wir  wollen  jetzt  die  Projection  eine«  Kogelkreises  betrach- 
ten» dessen  Ebene  durch  die  Gleichung 

13)  Ax+By+Cx  +  D=Q 

charakterisirt  werden  mag.  Liegen  also  alle  durch  (umo)  darge- 
stellte Punkte  der  Kugelfläche  in  dieser  Ebene,  so  ist  nach  7): 

2r  (A  cos  «  +  B  cos  ß)  cos  y  —  Cr  (1 — 2  cos  y«) — Z)  =  0. 

Nun  ist  aber  ferner  nach  7): 


cosa: 


—  -cosy,    cosj?=  —  -cosy; 


folglich :  < 

A  cos  cl+  Ii  cosp  =  ^  -cosy, 

und  daher  nach  dem  Vorhergehenden,  wie  man  leicht  übersieht: 

2|0— Odti'  +  Äe'JJcos y*=  Cr -f  0, 

also: 

 Cr  +  Z)  < 

cosy  -2{Cr—  (^u'+BpOI5 

folglich,  in  Verbindung  mit  dem  Vorhergehenden: 

,     »'*  Cr+/> 
co8  az  =  — =  • 


r*  *2{Cr  —  (Atf  +  Bv1)? 
Cr+D 

cos^-  ra-2iO-(Jti'+Ä>')r 
s  _ 

cosy  _        aiCV-^  +  ÄrO!" 
Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man,  weil 

cosa*  -f  cos/?2  +  cosy*=:  1 
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ist,  durch  Addition  die  Gleichung: 

— r*~  +  ,=      chTö  ' 


r*    +     Cr+Z>     -Cr  +  D* 


und  hieraas : 


r*+  Cr+Z)  r  +  (Cr+Z>)*    +  r*  +  Cr+Z>  r  +  (Cr+Z))* 

_Cr-D  (A*+B*)r*m 

/V       Ar   y  ,  /V      igr    V  _  ( C*)r*- D2 
[r+ Cr  +  Dj  +\r+ Cr  +  Dj  -  (6V 

Hier: 

1 

Bezeichnen  wir  das  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  als  dem 
iofaoge  der  Coordinaten  auf  die  durch  die  Gleichung  13)  charak- 
xrisirte  Ebene  gefällte  Perpendikel  durch  Py  so  ist  nach  den 
Lebren  der  analytischen  Geometrie: 


•»d  soll  nun  die  Kugel  fläche  von  dieser  Ebene  in  einem  Kreise 
»irklich  geschnitten  oder  von  derselben  wenigstens  berührt  wer- 
fen, so  muss  ^>^r»  also: 

g        =  t 
A*+B*+C*  <r  ' 

folglich: 

«ein.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  also  nach  14)  die  Pro- 
jection oder  das  Bild  unser»  Kugelkreises  ein  Kreis; 
die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Projection  sind : 

Ar*  Br* 


Cr+D'  Cr\D' 

Theil  XXXIX.  23 
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und  der  Halbmesser  der  Protection  ist: 

aT(Ä*  +  B*  +  C«)  r*=D* 
rl  (Cr  +  Z>)* 

oder: 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt»  jenachdem  < 
Grosse  Cr  +  D  positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  man  die  sogenannten  Parameter  der  Ebene,  wonin 
man  namentlich  in  der  Krystallographie  die  gehörig  als  posi 
oder  negativ  betrachteten  Entfernungen  ihrer  Durch  sc  hnittspui:! 
mit  den  Azen  der  x,  y,  z  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  ?■ 
steht,  respective  durch  a,  b,  c  bezeichnet;  so  kann  man,  » 
man  sogleich  übersiebt: 

A=-,    B=\,    C=-,  Z>=  -1 
a  o  c 

setzen,  und  erhält  dann  für  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  < 
Protection  unsers  Kreises  aus  dem  Obigen  die  Ausdrucke: 

.- 

CT*  CT* 

u(c— r)'  6(c^-~r"); 
für  den  Halbmesser  der  Projection  aber  den  Ausdruck: 

wo  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  bat,  jenachdi 
positiv  oder  negativ  ist. 

§.  5. 

Vom  Mittelpunkte  der  Kugel,  welcher  der  Anfang  der  C» 
dinaten  ist,  fallen  wir  auf  die  durch  die  Gleichung  13)  charakt 
risirte  Ebene  ein  Perpendikel,  und  bezeichnen  dessen  Dort 
schnittspunkte  mit  der  Kugelfläche  durch  (jrtrj).  Die  Gleichaop 
dieses  Perpendikels  sind  nach  den  Lehren  der  analytischen  G« 
metrie : 

*   -  IL  - 
A  =  B~C 

und  zur  Bestimmung  von  j,  n,  }  haben  wir  also  die  Gleichung 


Digitized  by  Google 


der  Hanptelgenschaften  der  stenographischen  Protection. 

2=5=c'  *1+*,+*,  =  ia; 

tos  deoeo  sich: 


J5)  «/  t>=± 


 Cr 


ereiebt  Die  Gleichungen  der  vom  Auge  nach  (jrift)  gezogenen 
Traden  sind  hiernach: 


=±   


ilao  ofenbar: 

and  ist  nun  (r>'?')  da«  Bild  von  (&)}),  so  ist: 
r     »'  r 


ilso : 

t__  Ar 
16)  <  Br 


i  r = o. 

Legt  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Tafel  und  den  Mittelponkt 
des  Bildes  unser»  Kugelkreises  eine  Gerade,  so  ist  deren  Gleichung: 

 y_ 


Ar*    —        Br*  9 


Cr  +  Z)         Cr  +  Z) 

also: 

*  _  y 


23* 
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und  man  sieht  nun  auf  der  Stelle,  dass  diese  Gleichung  befrie- 
digt wird,  wenn  man  für  x,  y  die  obigen  Werthe  von  f ,  u'  setzt, 
woraus  man  schliesst,  dass  der  Mittelpunkt  der  Tafel,  der 
Mittelpunkt  des  Bildes  unsere  Kugelkreises  und  die 
Bilder  der  Punkte,  in  denen  die  Kugelflache  von  dem 
von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  auf  die  Ebene  des 
Kugelkreises  gefällten  Perpendikel  geschnitten  wird, 
jederzeit  in  einer  geraden  Linie  liegen. 


§.  6. 

Durch  deo  Punkt  (uvw)  auf  der  Kugelfläche,  dessen  Coordi- 
naten  bekanntlich: 

u  =  —  2rcosacosy, 
v  ==  — 2rcos0cosy> 
to  =    r  (1 — 2cosy*)  =  —  rcos2y 

sind,  denken  wir  uns  eine  beliebige  Gerade  gelegt,  deren  Glei- 
chungen : 

ar-f  2r cos «cosy_y  +  2r cos/3 cosy_  x-f  rcos2y 
cosö  COS0)  cosö 

sein  mögen,  wo  0,  w,  5  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel 
bezeichnen,  welche  der  eine  der  beiden  von  dem  Punkte  (tietr) 
ausgebenden  Theile  unserer  Geraden  mit  den  positiven  Theilen 
der  Azen  der  x,  y,  z  einscbliesst. 

Die  Gleichungen  des  nach  dem  Punkte  (uvw)  gezogenen  Kugel- 
halbmessers sind: 

18).  .  .  .    __E  2  * 


*  2  cos  a  cos  y     2cos0cosy  "  "  cos2y 

Soll  die  erstere  Gerade,  wie  wir  nun  annehmen  wollen,  aul 
diesem  Kugelhalbmesser  senkrecht  stehen  oder  die  KugelflSchc 
berühren,  so  muss  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 
die  Gleichung: 

19)  2co8acosycosÖ  +  2cos/?cosycos(o +co8  2yco8Ö  =  ö 
oder : 

20)  2  (cos  et  cos  6  ■+  cos  ß  cos  a>  +  cos  y  cos  5)  cos  y  =  cos  Ö5 
St^tt  findeo. 


> 
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Das  Bild  von  (uvw)  ist  («'»V),  wo  bekanntlich 

Cosa  „__£°£0         .  0 

*  -     cos/'    C  ~     cosy'*   W  ~ü 

ist  Durch  dieses  Bild  legen  wir  eine  beliebige  Ebene,  deren 
Gleichung : 

cos«  v  cos/3  .      _  Ä 

«ein  mag.  Soll  nun  aber  diese  Ebene  durch  die  erste,  durch  den 
Punkt  (uvw)  gezogene  Gerade  gehen,  oder  diese  durch  die  Glei- 
chungen 17)  charakterisirte  Gerade  in  der  Ebene  liegen,  so  mnss, 
wenn  wir 

cos  ö  .    ,         O  v  o 
x  =  =.(z  +  reos42y)  —  2r cos acosy  , 

cos  cd 

=  — =  (x  +  r  cos  2y) — 2r  cos  0  cos  y ; 

COS  Ii) 

afco,  wie  man  leicht  findet: 

cos  a       cos  8  .    ,         n  x       cos  a 

x  +  r=  =  (2  +  rcos2y)— r— —  cos'iy, 

Tcosy      cosöv  "      cosy  f 


cosö      cosw  .   ,         n  .  cosß 

„  -I  *-r=  n(z+rcos2y)  —  r  -cos2y; 

•VTcosy      cos«v  T         '       cosy  ' 


oder: 


cosa      cosö    ,    /'cosfl  cosa\ 

a:  +  r=  =  x  4-r  l  1  cos  2y 

xcosy      cosö        Vcosü     cosy/  r 

cos  8      cosco        /cosco     cos/3\  a 

#/  4-  -r=  =z  -f  r  I  L  Jcos2y 

yTcosy      cos«        \coso     cosy/  ' 

•etzen,  fiir  jedes  z: 

tjm  cosö  cosco 

/cos0     cosa\  .     /cosco     cos/SV  0 

4-rlill  -  —  )  1  #  [   =  11  J|cos2y 

Tr*    Vcoso    cosy/  1     \C08tt  cosy/ 

»ein,  woraus  sich  die  beiden  Gleichungen: 

cosö  cos« 

^OgOT  C08ÜT 

/cosö     cosc\        /cosco  ™*J?\  _  Q 

\cos  5  "~  cos  y  /  +    Vcos  5    cos  y/  — 


=  0 
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ergeben,  so  das«  man  also,  wenn  (5  einen  gewissen  Factor  b 
zeichnet : 

ü  =  ei —  1 , 

Vcosto  COS// 

M        _/cos0  cos«\ 

J3  =  — GH  —  1 , 

\cos  6)     cos  y/ 

cos  «  cos  co  —  cos  ß  cosfl . 
~"  cos  y  cos  ö  1 

oder  auch  bloss: 

cos  co    cos  /3 
cosÖ  cosy* 

/cosö 

tf  COS  ff  COS  CO  —  cos  ß  COSÖ  # 

cos  y  cos  Ö 


coscA 
"cösy/' 


offenbar  auch  bloss: 

IÜ  =cos/3costt — cos  y  cos  co, 
£=cosyco6  0  —  cos  a  cos  ö, 
$  =  cos  «  cos  cd — cos|3  cos  0 

setzen  kann.   Daher  ist  die  Gleichung  unserer  Ebene: 

__  .    .      .  COS  ff  . 

(cosjScosu  — cosycosco)  (*  +  c^8yr) 

_x ,    ,  cos/J     \  =  0. 
22)  . .  .  +(cosycosö— cosffC08ü)(y +  — — r) 

cos  y 

-f  (cos  a  cos  co  —  cos  ß  cos  0)  z 

Die  Durchschnittslinie  dieser  Ebene  mit  der  Tafel  ist  das  Bit 
oder  die  Protection  der  ersten  durch  den  Punkt  {uvw)  gelegte 
durch  die  Gleichungen  17)  charakterisirten  Geraden ,  und  die  Gk 
chung  dieses  Bildes  oder  dieser  Projection  ist  also: 


_  COSff 

(cos  ß  cos  co  —  co8ycosco)(a?  -f  rrrT') 

cos  y 

COS  ß 


=  0 


  CO»  p  m£ 

+  (cosycosö  — cosffcosco)        — — r)  J 


oder : 
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ai)...  -=-^L™rl  

cos  a  cos  o  —  cos  y  cos  $    cos  0  cos  ä  —  cos  y  cos  w' 

Bezeichnen  wir  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
der  eine  der  beiden  von  dem  Punkte  (u'v'w')  ausgehenden  Theile 
des  durch  die  vorstehenden  Gleichungen  charakterisirten  Bildes 
mit  des  positiven  Theilen  der  Axen  der  x>  y,  z  einschliesst,  durch 
#,  ö';  so  ist,  wenn  G'  einen  gewissen  Factor  bezeichnet» 
aach  24) : 

cos  6'  =  G'  (cos  er  cos  ö  —  cos  y  cos  0) , 
cos  011'  =  6"  (cos  ß  cos  ö  —  cos  y  cos  a>) , 
cosö'=0; 

il«o,  wenn  man  diese  Gleichungen  quadrirt  und  dann  zu  einan- 
der  addirt: 

I  =  G**  { (cos  et  cos  o  —  cos  y  cos  ö)* + (cos  ß  cos  ö  —  cos  y  cos  «)* } , 
welche  Gleichung  man  mit  Hülfe  der  beiden  Gleichungen : 

coso«  +  cos/3*  +  cosy*  =  l,    cosÖ*  +  cos  a>*  +  cos  ö*  =  1 
leicht  auf  die  Form : 

j    c«*7*  j 
(—  [2(cosaco80+cos/?cosw  +  cosyco8Ö)cosy-  cosö]cosö  |  1 
tUo  oach  20)  auf  die  Form 

1  =  C*cosy2 

bringt,  woraus  sich 

1 

G'  =  ±  — , 
cos  y 

ind  daher  oach  dem  Obigen : 

COfl  ff  _  1  cos  a  cos  5  —  cos  y  cos  6 

cosy  ' 

...  \  4       .  COSÖCOSÖ —  C 08V COS  CD 

»C08a>'  =  J:  '——  f.    -  , 

cos  y 


coöö'=0 


«Riebt. 


Es  entsteht  nun  die  Frage,  wie  man  in  diesen  Formeln  die 
Zeichen  zu  nehmen  bat,  wenn  die  Winkel  &t  m',  ö'  dem  Theile 
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des  Bildes  der  durch  den  Punkt  (uvw)  gelegten,  durch  die  Glei 
chungen  17)  cbarakterisirten  Geraden  entsprechen  sollen,  welchei 
als  das  Bild  des  Theils  dieser  Geraden  zu  betrachten  ist,  den 
die  Winkel  0,  co,  ö  entsprechen.  Diese  Frage  kann  auf  folgend* 
Art  beantwortet  werden. 

Von  dem  Punkte  (uvw)  aus  schneiden  wir  auf  dem  durch  die 
Winkel  0,  o),  <•)  bestimmten  Theile  der  durch  diesen  Punkt  ee 
legten,  durch  die  Gleichungen  17)  cbarakterisirten  Geraden  ehi 
beliebiges  Stück  R  ab,  und  bezeichnen  durch  X,  Y,  Z  die  Cooi- 
dinaten  des  Endpunkt»  dieses  Stücks;  so  ist: 

Ä  =  —  2rcos«cosy  -f  ßcosö, 
F=  — 2rcos/3cosy  +  Äcosw, 

Z  =  — rcos2y  +     cos  ö  =  —  r(2cosy*—  1)  +  Reo* (5. 

Von  dem  Auge  ziehen  wir  nach  dem  Punkte  (A'FZ)  eine  Ge 
rade,  bezeichnen  deren  Durchschnittspunkt  mit  dem  Bilde  d« 
durch  den  Punkt  (uvw)  gelegten,  durch  die  Gleichungen  17)  cht 
rakterisirten  Geraden  durch  {X'Y'Z'),  und  die  Kntferoung  diese; 
Punktes  von  dem  Punkte  («Vw')  durch  R';  so  ist: 

l 

cos  y 

r,__cosP      Ä,cog  ^ 
cosy 

Z  =0. 

Die  Gleichungen  der  durch  das  Auge  und  den  Punkt  (JfFZ)  ge 
legten  Geraden  sind : 


und  es  ist  also  : 


woraus 


x      y      z  —  r 


X'     r>  r 

~X~~Y-  Z—r* 


X'--—-     Y-  rY 


Z— r>       ~  Z-r 
folgt;  also  nach  dem  Obigen: 

X'  2rcosccosy—  Rcosß  yt  2r  cos  ß  cos  y—R  cos  qj 
A  ~       ~2r cos y*~~  Ä cos cT~  r '  2r  cos y*  -  Ä cos  ö 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen  : 
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*osa       ni      „        2r  cos  «cosy—  RcosS 
~c^7r  +  R  0086  =  -  -2^^7^ö"^ 

cos  ß       ,k  2rcosffcosy — Rcoea 

cosy  2rcosya — KcosG) 

(cosa  cos  5  —  cosy  cos  6)  /?r 
Ä'cosö-  — ~    cosy(2rcos  y*—i*  cos  ö)  ' 


l  Ä'cos6v  =  ~- 
f  #'cosa>'  =  

V 


osftcosG)  —  cosycosco)i?r  t 
cos  y(2r  cosy*  —  Rcosö)  * 

und  daher  nach  25)  offenbar: 

R.  =  +  Rr   =, 

■  2rcosy* — Äcosü 

oder: 

ß<_  ,  ^r   

31 /^coso— 2rcosy*' 

Nun  kann  man  aber  das  ganz  willkü'hrliche  R  offenbar  immer 
so  klein  annehmen,  dass  die  Grosse  ßcosü —  2rcosy4  negativ 
wird,  wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  2rcosya  stets  eine  posi- 
tive Grosse  ist;  und  wollte  man  nun  in  den  Gleichungen  25),  also 
auch  in  der  vorstehenden  Gleichung  die  oberen  Zeichen  nehmen, 
so  wurde  R'  negativ  ausfallen,  was  ungereimt  ist,  woraus  sich 
trgiebt,  dass  man  in  den  Gleichungen  25)  die  unteren  Zeichen 
oehmen,  also: 

M  cos  «cos  ö  —  cosy  cos  6 

i  cos  &  =  » 

1  cosy 

27)  .  .  .     v  cosÄcosö — cosy  cos  co 

cosa)'  =  —  —   1 —  » 

cosy 


«der  : 


cos  G)y  =r  0 ; 


cos  et 

COS  6'  rrr  COS  ß  COM  Ö  , 

cos  y 

27*)  I         t  cosß 

*  cosa>'  =  cosa>  COSÜ, 

cos  y 

'  cos  ö'  =  ü 

wtzen  inuss.  Führt  man  diese  Ausdrücke  von  cos 6',  cosa', 
cos 5'  in  die  ganz  allgemein  gültigen  Gleichungen  26)  ein,  so 
erhalt  man : 

Rr   

^ R '  —  2rcosy*  —  Älüö* 
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Ans  dem  Punkte  (uvto)  lassen  wir  jetzt  eine  zweite  aof  dem 
nach  (uvto)  gezogenen  Kugelhalbmesser  senkrecht  stehende  Ge- 
rade ausgehen»  und  bezeichnen  die  von  derselben  mit  den  p<wi< 
tiven  Theilen  der  Axen  der  x9  y,  z  eingeschlossenen,  180°  oiebl 
übersteigenden  Winkel  durch  dl9  ot ;  so  ist  nach  27)  für  da? 
Bild  dieser  Geraden: 

cos  er  cos  ö.  —  cos  y  cos  Ö. 

co8Ö/  =  1  1 , 

1  cos  y 

29)  .  .  .     I  cos ß cos 5i  —cos y cos oii 

1  COS  CJt  =.  —  , 

cosy 

cos  öi '=0. 

Bezeichnen  wir  ferner  den  von  den  beiden  von  (uvte)  ausgehen 
den,  durch  die  Winkel  0,  cd,  ö  und  0ly  tolt  öj  bestimmten  Ge 
raden  eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  dorcl 
Ä,  den  von  den  Bildern  dieser  beiden  Geraden  eingeschlossenen 
180°  nicht  fibersteigenden  Winkel  durch        so  ist: 

cos  Sl  =  cos  0  cos  $i  +  cos  co  cos  a>i  +  cos  ö  cos  ö1 , 
cos  Sl'  =  cos  0' cos  di  +  cos  co'  cos  a>i  +  cos  ö'cos  ö, '. 
Nun  ist  aber: 

(cos c cos ö  —  cosy  cos  0)  (cos« cos ö|  —  cos  y  cos  0,) 

-|-  (COS  ß  COS  Ö  —  COS  y  COS  CO)  (C08  ß  COS  Öi  —  COS  V  COS  CO| ) 
=     (co«  et1  -f-  cos  ß*)  COS  Ö  COS  Öi 
-f-  cos  y*  (cos  0  cos  6\  +  cos  co  cos  co, ) 
-—  (cos  a  cos  0  -f  cos  0  cos  co)  cos  y  cos  ö, 

—  (cos  a  cos  0i  +  cos  ß  cos  £0, )  cos  y  cos  ö 
=     (cos  CK*  +  COS  ß*)  COS  Ö  cos  öx 

■f  COS  y*  (C08  0  COS  0t  +  COS  CO  COS  COj  ) 

—  (cos  a  cos  0  -f  cos /3  cos  co  -f  cos  y  cos  Ö)  cosy  cos  ö, 

—  (cos  a  cos  0!  -+  cos  ß  cos  coj  -f  cos  y  cos  ö, )  cos  y  cos  ö 
-f-  2  cos  y*  cos  ö  cos  ö, 

=    (cos  a*  +  cos ß*  -f  cos  y')  cos  ö  cos  öt 

-|-  cos  y*  (cos  0  cos  0i  -|-  cos  co  cos  a>,  +  cos  ö  cos  ö, ) 

—  (cos  a  cos  0  -f-  cos  ß  cos  co  +  cosyco8Ö)cosyco8Öt 

—  (cos  « cos  0,  -f- cos  0  cos  coi  +  cos  y  cos  ö,)  cosy  cos  ö 
=    cos  y*  (cos  0  cos  0t  +  COS  CO  COS  CO,  -f  cos  ö  cos  öt ) 

—  i (2 (cosa cos 0  +  cosßcosco  -f  cosycosö)cosy  —  cosölcosö, 
— i  { 2  (cos  a  cos  0,  -f  cos  jS  cos  cd,  -f  cos  y  cos  ö, )  cos  y  —  cos  öt }  cos  ö 

=    cos  y1  (cos  0cos  0t  +  cos  co  cos  a>,  +  cos  ö  cos  Oi) 
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nach  20).   Nach  27)  und  29)  ist  offenbar : 

(cos  a  cos  ö  —  cos  y  cos  6)  (cos  a  cos  öx  —  cos  y  cos  6\ ) 
+  (cos  ß  cos  ö  —  cos  y  cos  a>)  (cos  ß  cos  öt  —  cos  y  cos  a>t ) 
=  cos  y*  (cos  6*  cos  6X ' -f cos  w'  cos  »i ' + cos  ö'  cos  öi '). 

Also  ist: 

CO8ÖC08Ö|  +  COS  CO COSCDJ  +  COSÖCOSÖi 

=  cos  ß1  cos  öi'  -f  cos  »' COS  0»!*  -f  cos  G)' cos  0),', 

folglich  nach  dem  Obigen: 

cosä  =  cosä',  Ä=&'; 

weil  die  Winkel  &  und  &'  zwischen  0  und  180°  enthalten  sind. 

Hieraas  ergiebt  sich  nun  der  folgende  wichtige  Satz: 

Wenn  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Kugel- 
fläche zwei  beliebige,  die  Kugelfläche  berüh- 
rende Gerade  ausgezogen  werden,  so  schlies- 
sen  die  Bilder  dieser  beiden  Geraden  auf  der 
Tafel  immer  denselben  Winkel  mit  einander 
ein  wie  die  beiden  in  Rede  stehenden  Geraden 
selbst. 

Gewöhnlich  wird  dieser  Satz  etwas  anders  ausgesprochen ; 
der  vorstehende  Ausdruck  desselben  scheint  mir  aber  der  Natur 
der  Sache  am  Meisten  zu  entsprechen ;  man  kann  hierüber  auch 
meine  frühere,  eine  mehrfach  andere  Tendenz  als  die  vorliegende 
verfolgende  Abhandlung  über  die  stenographische  Projection  in 
Tbl.  XXXII.  Nr.  XXV.  S.  280.  vergleichen. 
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De  parallelogrammis,  quorum  latera  per  quattuor 

puncta  data  transeant. 

Auetore 

Dre.  Christiano  Fr,  Lindman, 
Lect.  Strengneaenei. 


Puncta  data  A,  B,  C,  D  appellentur  eorumque  coordinata 
orthogonales,  servato  ordine,  aint  xl9yx\  x%fy^;  x3,  y2;  x4,  y4 
Sint  primum  lineae  per  A  et  B  transeuntes  inter  se  parallel» 
itidemque  lineae  per  C  et  D  ductae  inter  se.  Si  tangeotes  angn 
lorum,  qoi  inter  haa  lineaa  et  axin  abscissarum  comprehenduntai 
litteris  t  et  #  ex  ordine  designantur,  inveniunrur  aequationes 

lineae  per  A  ductae  y—  yl  =  t(x—  ar,), 
„   B  y— ya=  t(x—xj, 

>,   C     „     y-y,=#(*— xs), 


Coordinatae  ponctornm,  ubi  linea  prima  tertiam  et  quartai 
»ecat,  sunt: 

f^T         »    *?i>s—  ~   ' 

e  quibus  posteriores  snhstituendis  x4,  y4  pro  jr8,  y,  inventae  «od 

Coordinatae  pnncti,  ubi  secunda  linea  tertiam  secat,  inven 
untur,  si  in  prtoribus  xt,  yt  in  xt9  yt  routantur.    Ita  reperimu« 

S*J  =  T-l>  '         =  f— *  
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Facilepatet,  lineam  (=  st)  puncta  priraum  et  secundum  conj 
jfcntem  esse  unum  et  lineam  (=  punctum  primum  et  tertium 
conjaogentem  esse  alterum  latus  contiguum  parallelogrammi  quae- 
ati  atque  ideo 

*  _  (*(*i-*g)  +  y»--ffi)a(l+fra) 

Angulus  (=  F),  quem  bae  lineae  comprehenduut,  ejusmodi 
est,  ot  sit 

ÖI"     Y  ~(l  +  **)(l+^)' 

Itaque  inveoitur  superficies  (=  Pt)  parallelogrammi  quaesiti : 

u  _t  —  ggJ+ya— yi)(ft fo-^+ys— .V4>  ^ i v 
^i  — ±  <— #  »  iU 

ibi  signum  ita  eligendum  est,  ut  Pt  positiva  fiat. 

lndicibos  permutandis  reperitur  superficies,  si  linea  per  A 
dacta  lioeae  per  C  aut  D  transeunti  parallela  fingitur.    Ita  fit: 

p  _  .  tffo  -  **)  +  */a — yi )  (» (*4 — +  y»— y*) 
2 —  £.  #  »   ' z/ 

(<(^i—^4)  +ff4— ffi)(^(^2— ^a)-f  ffa~ ff«)r  ^ 
*  3  —  —  i  #  '  »  \y) 

ubi  gigna  eodera  atque  aotea  modo  eligenda  sunt. 

i 

Si  quis  eos  tangentium  t  et  #  yalores  quaesiverit,  qui  maxi- 
raam  aut  minimum  parallelogrammum  efficiant,  differentiatione 
raveniet,  neque  maximum  nec  minimum  reperiri. 

Jam  vero  parallelogramroa  illa  rectangula  sumamus  vel,  quod 

Wem  est,  #  =  —  ]■•    Ita  e  form u Iis  (1),  (2),  (3)  inveniemus: 

p      i  +  ffa-ffi)  (<(ya— ff4>  + 

d      1  « (*i  —'^4)  +  ff 4 — ffi )  « (ffa  — y«)  +*b  — *a) . 
*s  ~  *  '  1+  /* 
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vel  si  brevitatis  caussa  ponimua: 

Al  =fo-*4)(y,— yi), 

&i  =(*i  -    (*s  -*4)  +  (y*  -  yi)  (yi— ya)  - 

Q         «iHya—  ya); 

^a=(^a— ^a)(y«— yi)» 

#«=(*i  -     (ara  -  a:*)  +  (ys — .vi)  (yt— y4) , 

Ca=(xl—  *3)(ya  — y4); 

^s=(^i— ^i)(y4— yi). 

#s=(*i  -  ^4)^8  —  **)  +  (y4— yi)(ys  -y«). 

— rr  ^ — »  w 

K%  —  ±  y+p  >  (?) 

 |-+fi — •  9) 

Naroquid  rectangulum  ait  maxiroum  aut  mioimura ,  jam  quaera* 
raus.    Si  primuni  Rx  coosideramus ,  differeotiando  inveniemus 

dRi_  ■  B^^-AQt-B^ 
dt  —±  (!+<*)* 

- 

Poaita         =  0,  inveuitur  : 

t  =  ]fi\Cl-Al±\r(C^Al)*  +  BlH 

Repetita  differentiatio .  quuro  termini,  qui  propter  aeqoatioeem 
^--  =  0  evaneacunt,  negliguntur,  dat: 

d*RA _  ,  k2(Cl—Al  —Bit) 
d?-*       (!+<•)»  j 

Si  valorea  inventi  in  (4)  introdacantar ,  reductionibus 
factia,  prodeont: 

V  =i(Q  +4  +  VTA-4)1  +  Bt*)t 

Ri*  -  -  *  (c, + ax  -  V(^ra;  )*+b^). 

Signa  ita  sumenda  esse,  ex  eo  intelligitur,  quod  est 
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id  quod  valoribus  quantitstum  Alf  Bx,  Cx  considerandis  elucet. 
Jam  sequi  tur,  üt  in  -jjfir  *>Rnum  «uperius  pro  priore  valore  ipsius 
t,  sed  signum  inferios  pro  posteriore  eligendum  sit.    In  utraque 

igitnr  re  evadit  -gjiL<0>  atque  ideo  est  et        et  Rx"  maximum. 

Minimum  non  esse  etiam  sine  calculo  patet,  quia  lineae  ita  duci 
possant,  ut  nulluni  rectangulum  prodeat. 

Permutandis  indicibus,  maxima  rectangulorom  et  R%  inve- 
oionhir. 

Jam  quaeramus,  quando  rectangula,  de  quibus  agitur,  in 
quadrata  transeant.   Tum  est 

{ t{xx  —     +  y4  -y,  }*  =  \  <(ys  — +  xt  — 

itnde  invenitur : 

t==  *»-*4  f  y»  ~.Va 
^_  ^1—^4— yi+y» 

Itaque  sunt  latera  quadratorum,  bis  vaioribus  respondentium : 

K  a_  ,    —       — **)  +  (yi— ya)(ys— y4> 

(Ji   =db  1  ,~  • 

Si  prias  x%,  y3,  deinde  or4,  y4  pro  jr2,  et  contra  posuerimus, 
bioa  quadrata  inveniemus.  Itaque  sex  omnino  sunt  quadrata,  quo- 
ram  latera  per  quattuor  puncta  data  transeant.  Cfr.  Clausen  in 
hoc  Arch.  Tom  XV.  pag.  238. 
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Vebungsaufgaben  für  Schüler. 


Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


Von  Herrn  Ur.  Christian  Fr.  Lind  man  inStrengnäs  in  Schweden. 

1.  In  venire  terminura  generalem  et  summ  am  seriei  n  +  1  ter« 
minorum 

.    3    11  43 
+  4+  16  +  64+ 

2.  Omnis  numerus  formae  22P+*  + 1  et  formae  22p — I  per 
divisibilis  esse  demonstratio. 

■ 

3.  E  tribus  punetis  datis  (in  eadem  linea  non  jacentibus)  of 
centris  tres  circulos  describere,  qui  tres  tangentes  commune« 
habeant. 


XXVI. 

M   i  s  c  e  1  1  e  n. 


Geometrischer  Satz. 

Von  dem  Heransgeber. 

In  einem  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Kreise  se 
eine  Sehne  AB  =  s  gezogen,  welche  den  Kreis  in  zwei  Abschnitt« 
theilt.  Ueber  dieser  Sehne  AB=s  als  Grundlinie  beschreibe  mar 
in  die  beiden  Abschnitte  Dreiecke  und  bestimme  die  Durch 
schnittspunkte  der  Höhen  derselben.  Man  soll  den  geometrischer 
Ort  dieser  Durchschnittspunkte  finden. 
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Man  nehme  A  als  Anfang  und  Aß~s  aJs  den  positiven  Theil 
der  Axe  der  j?  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xy 
an,  und  bezeichne  in  diesem  Systeme  die  Coordinaten  des  Mittel* 
punkte  des  Kreises  durch  a,  6;  so  ist 

(x  —  a)*+(y— o)»=r* 

die  Gleichung  des  Kreises.  Nun  ist  aber  ofenbar  a»  +  6*  =  r2, 
oid  folglich : 

x,+y«-2aar  — 2oyr=0  oder  **+y«=2ax  +  2öy 

&  Gleichung  des  Kreises;  auch  ist  klar,  ilass  *sc2a  ist. 

Die  Spitze  5  eines  beliebigen  der  über  AB  =  t  als  Grund- 
bic  io  einen  der  beiden  Kreisabschnitte  beschriebenen  Dreiecke 
»i  dtrcb  die  Coordinaten  jr,  tj  bestimmt;  so  ist 

lic  Gleichung  der  Seite  BS  dieses  Dreiecks ;  also  ist 

X—s       .              X  —  2a 
y  =   *  oder  t/=  —  x 

Gleichung  des  von  A  auf  die  Seite  BS  gefällten  Perpendi- 
kels. Bezeichnen  nun  x,  y  die  Coordinaten  des  gemeinschaftlichen 
hrchschnittspunkts  der  drei  Hohen  unsers  Dreiecks,  so  hat  man 
*  deren  Bestimmung  offenbar  die  beiden  Gleichungen: 

0 

r— 2a 
x  =  x,   y  =  —  x; 

»oraus  folgt : 

(x—  2a)  x 
r=jr,  n=  — • 

y 

h  der  Punkt  (jrtj)  in  dem  gegebenen  Kreise  liegt,  so  ist  nach 
fem  Obigeo : 

r*  +  r)2=s2aj  +  2fo>, 
»d  die  Gleichung  des  zu  bestimmenden  Orts  ist  also : 


,  (x  — 2a)*.r*  _  26*  (ar  —  2a) 
x*  -f-  .  =  2ax  


■der 


x*  ix — 2a\t    2bx  (x  —  2a)  A 
*(*-2a)  -f  fLi=p~  +  --^  "=0. 

iiso: 

i 

Theil  XXXEK.  24 

i 
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y*  y 

oder 
oder 

^  f  y»=2rtx-26y, 

d.  i.,  weil  a*  +  6a=r*  ist,  wie  man  leicht  findet: 

(*-a)*  +  (y  +  o)*  =  r* 

Folglich  ist  der  Ort  ein  mit  dem  Halbmesser  r  aus  dem  dorcfe 
die  Coordinaten  a,  —b  bestimmten  Mittelpunkte  beschriebener  Kreil 

Ist  e  die  Entfernung  des  Durcbschnittspunkts  der  drei  Hr»beu 
des  oben  betrachteten  Dreiecks  von  dessen  Spitze  £,  so  ist: 

e»  =  (x  -  *)*  +  ( y  - 1»«  =  (y  -  «)« , 
also  nach  dem  Obigen: 

und  folglich,  weil 

+     —  2<lt  =  —  2ty 
ist:  1 

e»  =  46*,   e  =  ±26; 

iodem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  i 
positiv  oder  negativ  ist.    Also  ist  e  eine  constante  Grosse. 


Von  dem  Herausgeber. 

Um  die  beiden  Gleichungen 

x — y  =  a,    a*  —  y*  =  aA 
aufzulösen,  setze  man 

x  +sr  =  «; 

so  ist: 

2a;  =  M  +  a,   2y  =  it  —  a; 

also: 

2(**-y*)  =  u»a  +  iifl», 

und  folglich 
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2o*=ii»a  +  tia»,   2a8  =  n(a*+ 11») 

oder: 

Lioe  Worzel  dieser  Gleichung  ist  offenbar  und  dividirt  man 

iu  mit  -  —  1  in  (-)  -f-  — 2  hinein,  80  erhält  man  zur  Be- 
tt \a/  a 

ftimmung  der  beiden  anderen  Wurzeln  die  Gleichung: 
durch  deren  Auflösung  sich 

i 

erariebt,  so  dass  also  die  beiden  anderen  Wurzeln  imaginär  sind. 
Wendet  man  auf  die  Gleichung 

«Y1  u 

+  -  —2  =  0 
a 

Äe  cardaniscbe  Formel  an,  so  erhält  man: 
•der: 

Diese  Wurzel  ist  reell,  und  da  nun  nach  dem  Obigen  die  Glei- 
ng  nur  eine  der  Einheit  gleiche  reelle  Wurzel  hat,  so  ist 


Wie  ist  die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  auf  andere  Art  leicht 
abzuweisen  ? 

Die  Bestimmung  von  x  und  y  ergiebt  sich  aus  dem  Obigen 
.*«  selbst 

Dnrch  Rechnung  mit  Logarithmen  verificirt  man  vorstehende 
leicht  wie  folgt: 
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log28  =  1,4471580 
log27  =  1,4313638 

logg=  0,0157942 
logy§=  0,0078971 
Vg=  1.0.8350 

1 + V  S  =  20,8350 

1  -  ^  g  =-0,018350 
log(l  +  y^)=  0,3049965 

'°gv(i+y'5)=  °'1016655 

logV(l-y^)=  0,4212120-1. 
V(l+y^)=  1.263763 
V(l-^§)  = -0,263762 

VO+V  S)+v(»-VS)=  1-000001- 


Von  dem  Herausgeber. 

i 

Ein  dem  Wesentlichen  nach  bekannter  Beweis  des  Ausdni 
von  Wallis  für  n  läset  sich  mit  besonderer  Strenge  auf  folge 
Art  darstellen. 

Aus  der  bekannten  Reductionsformel 

1  tt  | 

/sin    är  =  sin  ar"-1  cos  x  +  —-/sin  &r 

ersieht  sich  sogleich : 

/%  n-»l  P% 

sin«*ÖJ:  =  -^—  /  sin;r*-23a?, 
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woraus  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

n 

gesetzt  wird,  die  Relation  # 
erhält. 

Ist  nun  zuerst  n  eine  gerade  Zahl,  also  etwa  n=2p,  so  ist: 

•/2"-»=  2^=2  "'*'-* ' 

•/2"-*-27^4,/*^-«' 
u.  s.  w. 

/» =  ,./». 

also  durch  Mnltiplication: 

#    _  1. 3.5.7... 

2.4.6.8.... V  ~J(>' 

ood  folglich,  weil 


ist: 


1.3.5.7 ....  (2j»—  1)  w 
J%fA~    2. 4. 6.8. ...2,*  f 

Ist  ferner  n  eine  ungerade  Zahl,  etwa  n=2p-f 1»  so  ist 


2u 


2p— 2 
J2/i-i  =  2^_i  A*-s » 

 2|Lt  3  •/Ä^"a  ' 

U.   8.  W. 
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also  durch  Multiplicatioo : 

2. 4. 6. 8. ...2p  . 
«Vm  -  OT7 . 9 . . . .  (2p  + 1) Jl  9 

und  folglich,  weil  offenbar 


n 


Jx  — j*   sindr&r  =  1 


ist: 

2.4.6. 8....  2f* 
J**+x  =  3.5.7.9....(2,t  +  l)' 

Zwischen  0  und  ~  ist  allgemein: 

sin*«  >  sin^"+1, 

also,  nach  dem  bekannten  Hauptsatze  von  den  bestimmten  I 
gralen  offenbar: 

J*%  6inar"öx  >  j*%  ein  j*War 
oder  in  der  obigen  Bezeichnung  allgemein  J„  folglich: 

und  daher  nach  dem  Obigen: 

1.3.5.7.... (2<i-l)  g        2.4. 6. 8.... 2p 
~2.476.8....2,*      2  >  3.5.7.9....  C2f»+ 1)  ' 

woraus : 

*  2.2.4.4.6.6....2ft.2fi 

2  >  1. 3.3. 5.5. 7. ...(2p-  l)(2p+l) 

■ 

oder : 

n      2  2  4  4  6  6        2ft  2p, 
Ferner  ist  nach  dem  Obigen: 
also: 

1.3.5.7.... (2,i  +  l)  «        2.4.6.8....  2p 
2X678.... (2fi+2)'  2  *  3.5.7.9. ...(2fi  +  i)' 

W0rÄ°8 :  n        2.2.4.4.6.6....2p.(2f*  +  2) 

2  <  1.3.3.5.5. 7. ...(2fi  +  l)(2ft+I) 

oder: 


Inte 
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n     2  2  4  4  6  6         2a     2a +  2 
2  <r3'3'5,5,7M  '2tt+l  2a+r 

Setzt  mao : 

.  _2  2  4  4  6  6        2a  2a 
^"-1*3*3,5,5,7*  *2a— T2a+r 

_2  2  4  4  6  6        2a     2a +  2 
|  ^-l'S'3'5'5'7  2a+12a+l; 

n  2ti  -f  2  1 

»ist:  i<jU<2<ÄA1>  also,  weil  ^===^-^^  =  (1 +g— j^) ^ 

ist: 

n  ^ 

Die  Differenz  der  beiden  Gränzen  ist  ^  ^ ^ ,  und  da  -4i<2 

»t,  so  ist  diese  Differenz  kleiner  als  2^~~^Y)f  ^af,n  a'8°  be,ie" 
big  klein  gemacht  werden,  wenn  man  nur  a  gross  genug  nimmt. 

Das  Wesentliche  dieser  Darstellung  gehurt  Sturm  an;  m.  s. 
Coors  d'Analyse  par  M.  Sturm,  publik  d'apres  le  voeu 
de  l'aoteur  par  M.  E.  Prouhet.  Tomeil.  Paris.  1859.  p.  9., 
ein  rieles  Schone  enthaltendes  Buch. 


I   

Geometrischer  Lehrsatz. 

Von  Herrn  Profewor  Simon  Spitzer  in  Wien. 

Wenn  im  Kreise  ein  Centriwinkel  und  ein  Peripheriewinkel 
auf  denselben  Bogen  aufstehen,  so  ist  bekanntlich  der  Centriwin- 
kel zweimal  so  gross  als  der  Peripheriewinkel.  Ein  Satz,  der 
diesem  analog  ist,  gilt  auch  für  die  Kugel.  Schneidet  man  näni- 
lich  eine  Kugel  durch  eine  Ebene  und  verbindet  jeden  Punkt 
des  Schnitts  sowohl  mit  dem  Centrum  der  Kugel  als  auch  mit 
einem  beliebigen  Punkte  jenes  Theils  der  Kugeloberfläche,  wel- 
cher mit  dem  Centrum  auf  derselben  Seite  der  Ebene  liegt,  so 
erhält  man  zwei  Kegelflächen,  die  eine  gemeinschaftliche  Basis 
haben;  die  Spitze  der  einen  liegt  im  Centrum,  die  Spitze  der 
anderen  in  der  Peripherie  der  Kugel.  Fuhrt  man  sodann  durch  die 
Spitzen  beider  Kegel  eine  Ebene,  welche  beide  Kegel  in  geraden 
Linien,  die  Kogel  aber  in  einem  grossten  Kreise  schneidet,  so 
wt  der  Winkel,  welcher  gebildet  wird  durch  den  Schnitt  der 
genannten  Ebene  mit  dem  Kegel,  dessen  Spitze  in  der  Kugelober* 
fäche  liegt,  halb  so  gross  als  der  Winkel,  welcher  entsteht  durch 
den  Schnitt  derselben  Ebene  mit  dem  Kegel,  dessen  Spitze  im 
Centrom  der  Kugel  liegt. 
I   
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Schreiben  des  Herrn  E.  Bacaloglo  in  Bucarest  an  den 
Herausgeber  über  die  Formeln  der  sphärischen  Trigono- 
metrie. 

Bucarest  1862. 

Gestatten  Sie  mir,  Ihnen  eine  modificirte  Ableitung  einiger 
Formeln  aus  der  sphärischen  Trigonometrie  mitzutheilen. 

Jedermann  weiss,  dass  die  Formel 

lm  cosA  +  cosBcosC  , 

1)  cosa  =  ; — .  ,y        aus  dieser  anderen: 

sin/fsinü 

,,,         .     cosa  —  cos  6  cos  c 

2)  cos  A  =  r—r- -  

'  sin  6  sin  c 

mit  Hfilfe  der  sphärischen  Polar-  oder  Supplementardretecke  ab- 
geleitet werden  kann.  Es  bezeichnen  dabei  a,  b,  c  die  Seiten, 
A,  B,  C  aber  die  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks.  Diese 
Ableitung  ist  sehr  einfach,  nur  bleibt  Anfängern  und  wenig  Ge- 
übteren im  mathematischen  Nachdenken,  denen  die  Reciprocitat 
der  polaren  Dreiecke  nicht  ganz  klar  ist,  der  Verdacht,  als  ob 
die  Formel  2)  eine  allgemeine,  Formel  I)  aber  nur  lux  das  einem 
gegebenen  Dreiecke  entsprechende  Polardreieck  wahr  sei.  Aus- 
serdem scheint  es  mir  nicht  ganz  ohne  Interesse  zu  sein,  For- 
mel 1)  direct  aus  2),  d.  h.  ohne  Zuhilfenahme  der  polaren  Drei- 
ecke abzuleiten,  und  dies  geschieht  ganz  einfach  in  folgender 
Weise.   Man  addire  zu  2)  das  Product  der  Gleichungen 

_     cosb  —  cosa  cos  c  ~,     cos  c  —  cosa  cos  6 

COS  B  =   .  ;  ,     COS  C  =  ;  .—  t  9 

sin  a  sin  c  sin  a  sin  6 

und  dann  ergiebt  sich: 

cosA  -f  cos  Z?  cos  C 

(cos  a  —  cos  b  cos  c)  si  n*a  +  (cos  b — cos  a  cos  c)  (cos  c  —  cos  a  cos  6) 

sin  *a  sin  6  sine 

]  —  cos*a — cos*6 —  cos*c  +  2  cos  a  cos  b  cos  c 


sin  2a  sin  6  sine 
und  wenn  man  sich  erinnert,  dass 

V^H-  cos  *q  —  cos  V> — cos  *r  +  2  cos  a  cos  b  cos  r 

sin  a  sine  ' 


.  „    V^l— cos*a — cos26 — cosac  +  2cosacos6cosc 

sin  C=  :  t-v   ; 

sin  a  sin  b 


so  findet  man  cos  A  +  cos Z? cos  C  =  cos  ersin  ß  sin  C  oder  auch 

cos  A  +  cos  B  cos  C  «,x  , 

co8a  =  äinWälaC   J- 


*)  Mir  war  diese  Ableitung  nicht  neu,  jedoch  theile  ich  aie  i 
hin  mie,  um  »ie  wieder  in  Erinnerung  zu  bringen.  G. 
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eber  den  Schwerpunkt  und  dessen  nützliche  Anwen- 
dung in  der  Stereometrie. 

Von 

Herrn  Corneille  •  L.  Landre, 
Privat- Lehrer  der  Mathematik  in  Utrecht. 


§  1 


'eber  die  Bestimmung  der  Schwer  punkte  der  Vielecke. 

I.  Die  drei  geraden  Linien,  welche  je  eine  Ecke  eines 
Dreiecks  mit  der  Mitte  der  gegenüberliegenden  Seite  verbinden, 
ebneiden  sich  bekanntlich  in  dem  nämlichen  Punkte,  und  zwar  in 
em  Schwerpunkte  des  Dreiecks.  Dass  dieser  Durchschnitts- 
■okt  der  Schwerpunkt  ist,  ist  so  bekannt,  dass  es  überflüssig 
'fre,  es  auf  analoge  Weise  wie  die  übrigen  Sätze  in  diesem  Auf- 
itze  zu  begründen. 

Wir  nennen  gleich  am  Anfange,  der  Einfachheit  der  tiezeich- 
oog  wegen,  das  Cent rum  der  mi  ttleren  A b stände  von  zwei 
der  mehreren  Punkten  den  Schwerpunkt  dieser  Punkte. 

Theilt  man  ein  beliebiges  Viereck  durch  eine  Diagonale  in 
»ei  Dreiecke,  so  liegt  natürlich  der  Schwerpunkt  des  Vierecks 
of  der  Verbindungslinie  der  Schwerpunkte  dieser  beiden  Dreiecke. 
Ihne  nun  den  Gruudsatz  der  Statik  (Gleichheit  der  statischen 
loraente)  zu  benutzen,  kann  man  leicht  den  Schwerpunkt  des 
ierecks  bestimmen,  mittelst  des  einleuchtenden  Princips,  dass  der 
'urchschnittspunkt  zweier  Scbwerlinien  der  Schwer- 

Theü  XXXIX.  25 
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punkt  ist.  Ich  zog  nämlich  die  zweite  Diagonale  des  Vierecks, 
wodurch  das  Viereck  aufs  Neue  in  zwei  Dreiecke  getheilt  war. 
deren  Schwerpunkte  ich  wieder  durch  eine  gerade  Linie  verband, 
und  also  eine  zweite  Linie  bekam,  worauf  der  Schwerpunkt  des 
Vierecks  lag.  Der  Schwerpunkt  selbst  war  daher  völlig  bestimmt. 
Das  Gesetz  von  der  Gleichheit  der  Momente  bewährte  sieb  in  der 
That,  wie  folgende  Rechnung  zeigt 

• 

Schneiden  sich  die  beiden  Diagonalen  AC  und  BD  des  Vier 
ecks  ABCD  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  im  Punkte  at  nehmen  wir  Ab=0>, 
Ac~ßct  Cd  =  Dil ,  Be  =  De;  so  ist  der  Durcbschnittspunkt  i 
von  Bb  und  Cc  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABC;  p  (Durch, 
schnittspunkt  von  Ad  und  Db)  der  Schwerpunkt  des  Dreieck* 
ACD;  deshalb  op  eine  Schwerlinie  des  Vierecks;  q  (Durchschnitt* 
paukt  von  Ae  und  De)  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABB 
und  endlich  r  (Durchschnittspunkt  von  Bd  und  Ce)  der  Schwer 
punkt  des  Dreiecks  BCD;  daher  ist  qr  die  zweite  Schwer!»! 
des  Vierecks.  Der  Punkt  x,  in  welchem  sich  op  und  qr  schnei 
den,  ist  mithin  der  Schwerpunkt  des  Vierecks. 

Nun  ist  bekanntlich  /?6  =  3o6,  Db  =  Zpb,  folglich  op\\BD 
op  schneide  die  Diagonale  AC  in  /*,  so  haben  wir  denn  anck 
Ba=Zof,  Da  =  Zpf;  ebenso  schneiden  sich  qr  und  BD  m 
Punkte  g,  qr\\AC,  Aa  =  Zqg,  Ca  =  Zrg;  das  Viereck  afzg  * 
also  ein  Parallelogramm. 

Weiter  haben  wir: 

A  ABC:  A  ACD  -Ba:Da  =  of.pf. 

pz  =  pf—fi  =  \Da  —  ag ,  j 
oz  —  of\fz  —  \Ba  +  ag. 

pz:oz  =  Da  —  Zag:  Ba+Zag, 
aber 

Da  —  Zag  =  De  +  ae-—'2ac  =  Be  —  ae  =  Bat 
Ba  f-  Zag  —  Be  —  ae  +  2ae  =  De  +  ae  —  Da  : 

folglich  : 

pzioz  =  Ba :  Da. 
Wir  erhalten  also,  was  wir  suchten: 

&ABC:&ACD=:pz:oz, 


Daher: 
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«der : 

±ABCxoz=&ACDXpt. 

Weil  nun  of  \  fpz=.pz  +  oz  tat,  so  findet  »ich  aus  obigen  Pro- 
portionen: of=pz,  oz  =  fp,  weichesein  leichtes  Mittel  zur  Con- 
struction  des  Schwerpunktes  des  Vierecks  darbietet,  wie  auch  Herr 
Mübius  in  seiner  Statik  bemerkt  hat, 

Man  findet  natürlich  auch: 

A  ABDXqz  =  &BCDXrz,    qz  =  rg,  qg=.rz. 

Aus  obigen  Proportionen  leitet  man  noch  leicht  die  folgen-  • 
den  ab: 

V  iereck  AB  CD :  A  ABC  =  opK.  pz , 

Viereck  ABCD:\ACD  =  opioz, 

Viereck  ABCD:  &ABD  =  qr.rz, 

Viereck  ABCD:&BCD=z  qr:qz  ; 

welche  ich  nur  deshalb  erwähne,  weil  ich  dieselben  bei  der  ße- 
lommang  der  Schwerpunkte  der  ändere  t  Vieleke  benutzen  werde. 

II.  Das  Fünfeck  (ABCDE,  Taf.  IV.  Fig.  2.)  lässt  sich  auf 
fänf  Arten  durch  eine  Diagonale  in  ein  Dreieck  und  ein  Viereck 
tbeilen.  In  unserer  Zeichnung  ist: 

a  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABE, 

6     M  >y  M  »»  BCEy 

c   „  ,«  »»       if        ABC f 

mitbin  ist  der  Punkt  o,  worin  sich  a6  und  cd  schneiden,  der 
Schwerpunkt  des  Vierecks  ABCE.  Da  nun  e  der  Schwerpunkt 
des  Dreiecks  CZ)£  ist,  so  ist  oe  eine  Schwerlinie  des  Fünfecks. 

Weiter  ist: 

f  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  BCD, 
g  „  pf  „        »  BDE; 

also  ist  der  Punkt  p,  worin  sich  oc  und  fg  schneiden,  der  Schwer- 
punkt des  Vierecks  BCDE;  ap  ist  deshalb  eine  zweite  Schwer* 
Knie  des  Fünfecks.  Der  Durcbschnittspunkt  z  von  oe  und  a/>  ist 
taher  der  Schwerpunkt  des  Fünfecke. 

Nun  haben  wir  bewiesen: 

2b* 


Digitized  by  Google 


j 

! 

I 

364         Corneille-L  Landrt:   Veber  den  Schwerpunkt 

Viereck  ABCE :  A  BCE  =ab:ao 

 A  BCE :  A  CDE  —  ep.bp  

Viereck  A B CE :  A CDE  =  abXep:aoX bp. 

Nun  werden  die  drei  Seiten  de»  Dreiecks  obe  von  der  Gera- 
den ap  geschnitten;  deshalb  führt  die  Theorie  der  Transver- 
salen auf  folgende  Gleichung: 

abXozXep  —  aoXieXbp  f 

oder: 

ab  X  ep :  aoXbp  =  ze :  oz. 

Mithin  ergiebt  sieb,  was  wir  suchten: 

Viereck  ABCE-.&  CDE  =  ze: oz.  . 

Gleichfalls  haben  wir: 

Viereck  B  CDE :  A  B  CE  =  be  ipe 

 bBCE:bABE=ao:bo  

Viereck  BCDEx  &ABE  =  aoXbe:pef<bo. 

» 

Nun  kann  aber  auch  oe  als  Transversale  des  Dreiecks  abp  be- 
trachtet werden,  folglich  haben  wir: 

aoXbeXpi  =  peXazXbo , 

oder: 

aoXbeipeXbo  =  azipz. 

Deshalb: 

Viereck  BCDE :  &ABE  =  az:pz. 

Verbinde  ich  nun  den  Schwerpunkt  t  des  Dreiecks  ADE 
dem  Schwerpunkte  g  des  Vierecks  ABCD>  .so  soll  die  Verbin- 
dungslinie ig  durch  den  Schwerpunkt  x  des  Fünfecks  gehen,  wie 
es  auch  in  der  That  in  der  Figur  der  Fall  ist.   Es  giebt  natürlich 
fünf  solche  Scbwerlinien,  welche  sich  im  Punkte  z  schneiden. 

Zugleich  ist  uns  das  Mittel  dargeboten,  den  Schwerpunkt 
zweier  Dreiecke  zu  finden,  welche  nur  eine  Ecke  gemeinschaftlich 
haben.  Z.  ß.  die  Gerade  ce,  welche  die  Schwerpunkte  der  beiden 
Dreiecke  ABC  und  CDE  verbindet,  ist  eine  Schwerlinie  der  aas 
beiden  Dreiecken  zusammengesetzten  Figur.  Zieht  man  nun  eine 
Gerade  durch  d  (Schwerpunkt  des  Dreiecks  ACE)  und  durch 
so  wird  offenbar  der  Durchschnittspunkt  (s)  von  dz  und  ce  der  ge 
suchte  Schwerpunkt  der  beiden  Dreiecke  ABC  und  CDE  sein. 
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Noch  siebe  man  cz,  welche  de  schneiden  wird  in  r  (Schwerpunkt 
des  Vierecks  ACDE).   Nun  hat  man: 

&ABC:&ACE  =  od:co 
&ACE:&CDE=re:dr 


&ABC:  A  CDE  =  odXre :  coXdr. 

4 

Weil  nan  die  Geraden  er,  eo  und  ds  durch  je  eine  Ecke  des 
Dreiecks  und  durch  den  nämlichen  Punkt  (z)  gehen,  so  lehrt  die 
Theorie  des  Transversalen: 

odxrexcs  ==  coXdrXes. 

oder: 

odXreicoXdr=z  es.es,  _ 

daher: 

A^ÄC:  &CDE  =  es:  es; 

folglich  auch: 

A^#C  +  \CDE.\CDE  =  ce.es-, 

wir  hatten  sc h on :    A  CDE :  A  ^ =dr:re  

A  ^#C+  A  CDE: &  ACE  =  ceXrfr  :c*Xre7 

Betrachten  wir  nun  er  als  Transversale  des  Dreiecks  des, 
alsdann  ist: 

ceXsiXdr  —  scXzdXre , 

oder: 

ceXdricsXre  =  xrf:«; 

*ir  erhalten  also : 

A^jEJC+  A  Cl>£ :  A  ACE  =  zd  :*z. 

Hl.  In  dem  Sechsecke  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  ist: 

a  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  DEFt 
b   ft  m        >»       CDE  , 

o   „  „  "    Vierecks  CDEF, 

p   9»  »*  »»        »»       ABCF , 

9    „  „  „   Fünfecks  ABCDF; 


«9  uod  op  sind  deshalb  SchwerHnien  und  deren 
ponkt  z  ist  der  Schwerpunkt  des  Sechsecks.    Nun  ist  schon  im 
Vorigen  bewiesen : 
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Viereck  CDEF:  £  CDF  =  ab :  ao 

±  CDF:  Viereck  ABCF=pq:bq  


also:    Viereck  CZ>£F:  Viereck  ABCF=z  abXpqiaoXbq. 

Da  wieder  aq  Transversale  des  Dreiecks  pob  Ist,  so  haben  wir 
abXpqXzo  =  aoXbqXpz, 

oder: 

abXpqiaoXbq  =  pzioz; 

daher: 

Viereck  CDEF: Viereck  ABCF  =  pzuo. 
Wir  haben  aber  auch: 

Fünfeck  ABCDF: &CDF=zbp:pq 
A  CDF:  A  DEF  =  ao:bo 


Fünfeck  ABCDF:  \  DEF=z  bpXno  .pqXbo. 

Nun  betrachte  man  das  Dreieck  abq  mit  dessen  Transversale  pt 
wodurch  sich  ergiebt: 

aoXbpXqz  =  boXpqXaz , 
oder: 

bpXao:pqXbo=z  az:qz;  j 
so  dass  wir  wieder  erhalten: 

i 

Fünfeck  ABCDF:  A  />£F  =  az :  qz. 

In  dem  Sechsecke  giebt  es  neun  Schwerlinien,  welche  stcJ 
im  Punkte  z  schneiden»  denn  man  kann  dasselbe  auf  sechs  Arte^ 
in  ein  Dreieck  und  ein  Fünfeck,  und  auf  drei  Arten  in  zwei  Viert 
ecke  zerlegen. 

Auch  kann  man  den  Schwerpunkt  zweier  von  einander  eofc 
fernten,  obgleich  in  der  nämlichen  Ebene  liegenden  Dreiecke  &** 
den,  wofür  ich  ein  neues  Sechseck  gezeichnet  habe  (Taf.  1  V.| 
Fig.  4.),  weil  in  Taf.  IV.  Fig.  3.  alle  zu  suchenden  Schwerpunkts 
einander  so  nahe  kommen,  dass  die  Linien  schwer  zu  unterschei- 
den sein  würden. 

In  Taf.  IV.  Fig.  4.  habe  ich  die  Schwerpunkte  nicht  constnrirt, 
sondern  nur  gewählt,  welches  aber  der  Beweisführung  nicht  scha 
det,  wie  man  sehen  wird.    Sei  denn : 
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a  der  Schwerpunkt  des  Dreieck«  ABC, 
p   „  „    Viereck«  ACDF, 

v    »»  »»  „    Fünfecks  AB  CD  F. 

Lettern  Punkt  liegt  natürlich  auf  ap  zwischen  a  und  p. 

b  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  DEF; 

m 

deshalb  ist  bg  eine  Schwerlinie  des  Sechsecks. 

r  der  Schiverpunkt  des  Fünfecks  ACDEF, 

«elcber  auf  pb  zwischen  p  und  b  liegt,  ar  ist  die  zweite  Schwer. 
Knie  des  Sechsecks;  der  Durchschnittspunkt  (z)  von  ar  und  bq 
nun  der  Schwerpunkt  des  Sechsecks ,  die  Linie  pz  schneidet 
die  Linie  ab  im  Schwerpunkte  (s)  der  beiden  Dreiecke  ABC  und 
DEF.   Nun  haben  wir  kraft  des  Vorigen: 

&ABC:  Viereck  ACDF  =  pq.aq 

Viereck  ACDF; &  DEF  =  br.pr  

&ABC:  &DEF  =  pqXbriaqXpr. 

Weil  «r,  69  und  ps  sich  im  Punkte  2  schneiden,  haben  wir: 

brXpqXasz=  aqXprXÖs, 

oder 

brXpq:aqXpr  =  ösuis: 

mithin : 

±ABC:&DEF  =  bs:as; 

folglich  auch : 

&DEF.\ABC=i  ab'.bs,     wir  wussten  schon: 

^£C:  V  iereck  ACDF  =  pg : 
•Mfit'+^D/SF:  Viereck  ACDF—  (tbXpq  -bsXuq ; 

aber  das  Dreieck  //jw  mit  dessen  Transversale  69  giebt : 

abXszXpq  =  aqXbsXpz* 

abXpqutqXbs  z=pz:sz. 
>o  dass  wir  erhalten : 

&ABC+&DEF: Viereck  ACDF=pz:sz. 
IV.  Uro  für  das  Siebeneck  (ABCDEFG)  den  Schwerpunkt  . 
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auf  ähnliche  Weise  zu  bestimmen  und  zu  gleicher  Zeit  das  Ge- 
setz von  der  Gleichheit  der  statischen  Momente  bewähret  zu  sehen, 
theile  man  dasselbe  durch  eine  Diagonale  (AQ  in  ein  Dreieck 
{ABC)  und  ein  Sechseck  (ACDEFG),  und  durch  eine  zweite 
Diagonale  (AD)  in  ein  Viereck  (AB CD)  und  ein  Fünfeck 
(ADEFG).  Oder  man  ziehe  die  Diagonalen  AD  und  AE,  welche 
jede  das  Siebeneck  in  ein  Viereck  und  ein  Fünfeck  theilen.  Die 
Schwerpunkte  aller  dieser  Figuren  kann  man  nach  dem  Vorken 
construiren,  und  mithin  bekommt  man  wieder  leicht  zwei  sieb 
schneidende  Schwerlinien  nebst  dem  Dreiecke  mit  der  Trans- 
versale. 1 

V.  Im  Allgemeinen:  Ein  n-  Eck  (ABC,...)  theile  man  toi 
irgend  einer  Ecke  (A)  aus  durch  eine  Diagonale  in  ein  />«Bd 
(ABC....)  und  ein  (n — jj-f2)Eck,  und  durch  eine  zweite  Dia- 
gonale von  der  nämlichen  Ecke  aus  in  ein  (p+f/)- Eck  (ABC....) 
und  ein  (n — p  —  q  -f  2) -Eck.  Die  erste  Diagonale  tbeilt  da* 
(p  +  y)-Eck  wieder  in  ein  p-Eck  und  ein  (q  -f-  2)  -  Eck ,  und  «Ii« 
zweite  Diagonale  theilt  das  (n  —  p  +  2)  -  Eck  in  ein  (^+2)-Eck 
und  ein  (n—  p  —  q  +"2) -Eck.  Die  beiden  Schwerlinieo,  der« 
Durchschnittspunkt  der  Schwerpunkt  des  n-Ecks  ist,  verbinde! 
den  Schwerpunkt  des p-  Ecks  mit  dem  Schwerpunkte  des  (n—p\ty 
Ecks,  den  Schwerpunkt  des  Ecks  mit  dem  des  (n— p— q+ty 

Ecks.  Nimmt  man  noch  die  beiden  Geraden  hinzu,  welche  den 
Schwerpunkt  des  p-  Ecks  mit  dem  des  (?+2).-  Ecks,  den  Schwer* 
punkt  des  -f  2) -Ecks  mit  dem  des  (n—p — q  2)  -Ecks  verbis* 
den,  so  bekommt  man  wieder  das  Dreieck  mit  der  Transversale, 
Es  ist  also  das  Suchen  des  Schwerpunkts  eines  beliebigen  Viel* 
ecks  zurückgebracht  auf  das  Suchen  der  Schwerpunkte  anderer 
Vielecke  von  einer  kleineren  Anzahl  Seiten,  wodurch  die  Allge- 
meinheit der  Methode  völlig  bewiesen  ist. 

Je  grosser  die  Anzahl  der  Seiten  ist,  in  desto  mannigfaltig 
rer  \Veise  kann  man  das  Vieleck  theilen,  und  erhält  also  desto 
mehr  Gerade  (Schwerlinien)  für  je  zwei  sich  ergänzende  Theile. 
welche  sich  in  einem  Punkte  (Schwerpunkt)  schneiden.  Ist  noi 
ein  Vieleck  einer  Linie  zw  eiten  G r ades  ein-  oder  umgeschrie- 
ben, so  lassen  sich  vielleicht  mittelst  der  bekannten  Theorie 
der  polaren  Reciprocität  noch  einige  nicht  unwichtige  Sätxe 
ableiten.  Es  wäre  aber  ein  besonderes  Studium  erforderlich,  sol- 
ches zu  untersuchen. 

Es  bat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  das  nämliche  Ver- 
fahren auch  für  Vielecke  mit  convexen  Winkeln  anzuwenden,  den» 
sie  sind  immer  als  die  Differenz  zweier  oder  mehrerer  gewöii' 
lieber  Vielecke  zu  betrachten. 
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}•  2. 

l'eber  die  Bestimmung  der  Schwerpunkte  der  Polyeder. 

I.  In  Dr.  T  h.  van  Doesburgh's  „Li  gehaamsmeting 
en  botvormige  Driehoeksmeting",  verfasst  nach  den  aka- 
demischen Vorträgen  des  Herrn  Professor  Dr.  Buys  Bailot,  ist 
folgender  Satz  bewiesen:  Die  geraden  Linien,  welche  die 
Spitzen  ei  ner'  dreiseiti gen  Pyramide  mit  den  Schwer- 
punkten  der  gegenüber  liegenden  Seitenflächen  ver- 
binden, schneiden  sich  in  einem  Punkte  (dem  Schwer- 
punkte der  Pyramide),  welcher  auf  1  dieser  Linien 
liegt,  von  den  Spitzen  ab  gerechnet. 

IL  Hiernach  ist  es  sehr  leicht  den  Schwerpunkt  einer  vier-, 
fünf-,  u.  s.  w.  «•  seifigen  Pyramide  zu  finden.  , 

Die  vierseitige  Pyramide  ABC  DE  (Taf.  V.  Fig.  5.)  wird  so- 
wohl von  der  Ebene  ACE  als  von  der  Ebene  ABD  in  zwei  drei- 
»eitige  Pyramiden  getheilt. 

Es  sei  nun: 

a  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  BCE, 

o  „  „  „         „  CDE, 

c  „  „  HCl}, 

d  ,,  ,,  „        „       BDE  , 

e  „  „    Vierecks  BCDE. 

Ziehen  wir  Aa,  Ab,  Ac,  Ad  und  nehmen  np  —  \Aat  bq  —  \Ab, 
cr~\Ac,  ds  =  lAd,  so  sind  p,  q,  r  und  s  respective  die  Schwer- 
punkte der  Pyramiden  ABCE,  ACDE,  ABCD  und  ABDE, 
Nun  haben  wir  offenbar:  pq\\  ab,  rs  il  cd*  und  zwar  liegen  pq  und 
rs  in  einer  und  derselben  Ebene,  weil  beide  Geraden  gleiche  Ent- 
fernung von  der  Spitze  haben,  sie  schneiden  sich  also  in  einem 
Punkte  (:),  dem  Schwerpunkte  der  vierseitigen  Pyramide.  Weiter 
ist  es  leicht  zu  ersehen,  dass  die  Punkte  A,  t  und  e  in  einer 
Geraden  liegen,  und  zwar  im  Durchschnitte  der  Ebenen  Aab  und 
Mc,  und  dass  et  =  \Ae  ist.    Weiter  haben  wir : 

Pyr.  ABCE :  Pyr.  A  CDE  =z&BCE:±  CDE  =  be :  ae  =  qi :  pi. 
Ebenso: 

Pyr.  ABCD :  Pyr.  ABDE  =  st :  rz. 
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Es  hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  diese  Metbode  für 
f3nf-  und  mehrseitige  Pyramiden  anzuwenden,  so  dass  allgemein 
der  Schwerpunkt  der  Pyra  mid  e  von  d  er  Spi tze  ab  aof 
}  der  Geraden  liegt,  welche  die  Spitze  mit  dem  Schwer- 
punkte der  Grundfläche  verbindet. 

III.  Es  wäre  nun  nicht  schwer,  auf  ähnliche  Weise  die 
Schwerpunkte  aller  solcher  Polyeder  zu  bestimmen,  welche  be- 
gränzt  sind  von  zwei  gegenüber  liegenden  Dreiecken  und  drei 
Vierecken,  und  sich  daher  auf  mehrere  Arten  in  eine  dreiseitige 
und  eine  vierseitige  Pyramide  zerlegen  lassen.  Ich  habe  die« 
aber  unterlassen,  weil  ich  beweisen  muss,  dass  die  Methode  für 
jedes  beliebige  Polyeder  anwendbar  ist.  Deshalb  haben  wir  nos 
zuerst  das  Polyeder,  welches  sich  in  zwei  dreiseitige  Pyramide* 
zerlegen  lässt  (Taf.  V.  Fig.  6.) : 

(Polyeder  =  Pyr.  DABC+  Pyr.  EABQ. 

Der  Schwerpunkt  liegt  naturlich  wieder  auf  der  Geraden, 
welche  die  Schwerpunkte  beider  Pyramiden  verbindet.  Legt  man 
nun  eine  Ebene  DAEF  durch  AD  und  AE,  so  ist  das  Polyeder 
in  zwei  vierseitige  Pyramiden  getheilt,  deren  Schwerpunkte  man 
zu  bestimmen  weiss;  man  erhält  dann  eine  zweite  Schwerlinie, 
und  mithin  den  Schwerpunkt  selbst.  Da  aber  die  Construetion 
dieser  Schwerlinie  ohne  descriptive  Geometrie  ziemlich 
schwerlich  ist,  so  habe  ich  ein  anderes  Mittel  ersonnen;  ich  habe 
nämlich  eine  Ebene  ( S  c  h  w  e  r  e  b  e  n  e )  gesucht,  welche  den  Schwer- 
punkt enthalten  muss. 

Wenn  sich  die  Ecke  D  der  vierseitigen  Pyramide  (Taf.  V. 
Fig.  5.)  auf  einer  Ebene  parallel  zu  der  Ebene  des  Dreiecks  ACE 
bewegt,  so  bleibt  die  Hohe  der  Pyramide  DACE  dieselbe,  Mz 
lieh  bewegt  sich  der  Schwerpunkt  q  gleichfalls  parallel  zu  der 
Ebene  ACE  (denn  er  liegt  stets  auf  J  der  Höhe).  Indess  lassen 
wir  die  Pyramide  ABCE  umgeändert,  so  dass  der  Schwerpunkt 
(x)  des  ganzen  Polyeders  immer  auf  der  sich  bewegenden  Gera- 
den pq  liegen  bleibt.  Es  ist  nun  nur  die  Frage,  wie  sich  der 
Punkt  z  bewegen  wird  bei  der  Bewegung  von  D.  Schiebe  sieb 
denn  der  Punkt  D  zuerst  fort  parallel  zu  CE,  bis  er  in  der  Ver- 
längerung der  Kante  BC  ankommt:  während  dieser  Verscbiebunc 
beschreibt  auch  q  eine  Gerade  parallel  zu  CE,  und  weil  nun  der 
Inhalt  keiner  der  beiden  Pyramiden  sich  geändert  hat,  p  unbe 
weglich  geblieben  ist,  und  wir  eine  vierseitige  Pyramide  behalten 
haben,  wenigstens  bis  sie  dreiseitig  geworden  ist;  so  werden  auch 
die  verschiedenen  Geraden  pq  stets  von  2  im  nämlichen  Verhält 
nisse  getheilt,  so  dass  auch  z  parallel  zu  CE  sich  fortbewegt 
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hat.  Nach  seiner  Ankunft  in  BC  bewege  sich  D  parallel  zu  AC\ 
bis  er  in  AB  kommt,  endlich  gehe  er  parallel  tu  AE,  so  dass 
D  einen  ganzen  Dreiecksumfang  durchläuft,  dessen  Ebene  parallel 
zu  ACE  ist.  Aua  den  obigen  Gründen  haben  nun  auch  r/  und  z 
jeder  einen  Dreiecksumfang  parallel  zu  ACE  beschrieben.  Be- 
wegt sich  nun  D  längs  irgend  einem  andern  Wege,  obgleich  im- 
mer parallel  zu  dem  Dreiecke  ACE,  bis  er  in  der  Ebene  einer 
der  drei  Seitenflächen  ABC%  AHE  oder  BCE  ankommt,  So  wissen 
*ir  wenigstens  schon,  dass  der  Schwerpunkt  in  dem  oben  genann- 
ten Oreiecksumfaug  ankommen  muss;  dies  ist  aber  nöch  nicht 
hinreichend  um  zu  scbliessen,  dass  für  jede  Zwischenlage  des 
Punktes  D  (d.  h.  ausser  den  drei  genannten  Ebenen),  der  Punkt 
i  sich  auf  der  Ebene  dieses  Dreiecks  befinden  muss.  Folgende 
Betrachtung  bringt  dies  aber  meines  Bedü'nkens  zur  Evidenz: 
Wenn  der  Punkt  D  sich  längs  mehreren  verschiedenen  Wegen 
(stets  parallel  zu  der  Ebene  ACE)  bewegt,  und  sich  diese  Wege 
ein  oder  mehrere  Male  schneiden,  so  schneiden  sich  naturlich  die 
übereinstimmenden  Wege,  welche  z  durchläuft,  eben  so  viele  Male, 
nod  da  z  nun  stets  in  dein  Umfang  des  genannten  Dreiecks  an- 
kommen soll,  so  kann  dies  nur  dann  Statt  linden,  wenn  sich  z 
in  der  Ebene  dieses  Dreiecks  selbst  fortbewegt. 

Um  also  den  Schwerpunkt  eines  aus  zwei  dreiseitigen  Pyra- 
miden zusammengesetzten  Polyeders  {Taf.  V.  Fig.  6.)  zu  bestim- 
men, lässt  man  eine  der  beiden  Spitzen,  welche  die  beiden  Pyra- 
miden nicht  gemeinschaftlich  haben  (D  oder  E),  sich  bewegen, 
parallel  zu  dem  den  beiden  Pyramiden  gemeinschaftlichen  Dreiecke 
{ABC),  bis  man  eine  vierseitige  Pyramide  erhält,  durch  deren 
Schwerpunkt  (welchen  man  nun  zu  finden  weiss)  man  eine  Ebene 
legt  parallel  zu  oben  genanntem  gemeinschaftlichen  Dreiecke 
(ABC).  Der  Durchschnittspunkt  dieser  Ebene  mit  der  Geraden, 
welche  die  Schwerpunkte  der  beiden  dreiseitigen  Pyramiden  (ABCD 
and  EABC)  verbindet,  ist  dann  der  gesuchte  Schwerpunkt  des 
Polyeders.  Es  bedarf  wohl  keiner  Nachweisung,  dass  das  Ge- 
»eta  der  statischen  Momente  hierdurch  bewährt  wird. 

IV.  Für  das  aus  drei  dreiseitigen  Pyramiden  zusammenge- 
setzte Polyeder  (ABCDEF,  Taf.  V.  Fig.  7.)  sei: 

p  der  Schwerpunkt  der  Pyramide  ABCD, 

y  t,  »  »»         n  FACDy 

r  „  „  des  Polyeders  ABCDF, 

s  „  „  der  Pyramide  BCDE, 

l  „  „  des  Polyeders  UßCDEx 
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qt  und  rs  sind  deshalb  Schwerlinien  des  Polyeders.  Sie  liegen 
in  einer  uod  derselben  Ebene,  weil  r  mit  p  und  q,  und  t  mit  p 
und  $  in  einer  Geraden  liegen,  und  schneiden  sich  in  einem  Punkte 
(z),  dem  Schwerpunkte  des  Polyeders  AßCDEF.  Nun  haben 
wir  bewiesen: 

i 

Polyeder  ABCDFiPyr.ABCD  =  pqirq 

Pyr.  A  BCD :  Pyr.  BCDE  —  ts.pt  

Polyeder  ABCDF: Pyr. BCDE  —  pqXtsirqXpt 

Da  wieder  tq  Transversale  des  Dreiecks  prs  ist,  so  haben  wir: 

pqXtsXrz  =  rqXptXsz, 

oder: 

pqXUirqXpt  =  *z:rz; 

so  dass  wir  haben: 

Polyeder  ABCDF:  Pyr.  BCDE  =  *z:rz. 

Ebenso: 

■ 

Polyeder  ABC  DE.  Pyr.  FJCZ>  =  9z :  tz. 
• 

Zieht  man  nun  noch  sq  und  /?z,  so  ist  dereo  Durchscbnittspunkt 
(u)  der  Schwerpunkt  der  beiden  Pyramiden  FACD  uod  BCDE, 
welche  nur  eine  Kante  (CD)  gemeinschaftlich  haben.  Mittelst 
des  Dreieck»  pqs  und  seiner  Transversalen  rs,  qt  und  pu  bewei- 
sen wir  leicht  gerade  wie  wir  etwas  Analoges  bei'm  Fünfecke 
und  Sechsecke  bewiesen  haben: 

Pyr.  ACDF:  Pyr.  BCDE  =zsu:qu. 

Für  die  Vielecke  glaube  ich  die  Allgemeinheit  dieser  Me- 
thode genugsam  entwickelt  zu  haben,  so  dass  die  Allgemeinheit 
auch  für  alle  Polyeder  in  die  Augen  fällt. 

Neues  mögen  die  vorigen  Discussionen  nicht  an's  Licht  ge- 
bracht Ii alien,  die  Theorie  der  Schwerpunkte  ist  aber  dadurch  in* 
Gebiet  der  Geometrie  zurückgeführt,  auf  ganz  andere  Weise  als 
dieses  von  Chasles  in  seinem  schönen  „Tratte*  de  G4ome 
triesuperieure"  (p.  328  sqq.)  geschehen  ist.  Für  jede  Figur  and 
jeden  Körper  findet  man  das  Centrum  der  mittleren  Ab- 
stände aus  den  Sätzen:  Für  zwei  Punkte  liegt  das  Cen- 
trum in  der  Mitte  beider,  welcher  Satz  eine  Identität  ist, 
und:  Das  Centrum  aller  Theile  ist  auch  das  Centrun 
des  Ganzen,  woraus  folgt:  Wenn  man  auf  (zwei)  ver- 
schiedene Artin  irgend   ein  Ganzes  in  zwei  Theile 
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zerlegt,  so  liegt  immer  das  Centrum  des  Ganzen  anf 
der  Geraden,  welche  die  zwei  Ceatra  verbindet,  daher 
in  dem  Durchschnittspunkte  aller  Geraden,  welche  die 
Centra  jezweier  solcher  sich  ergänzender  Theile  ver- 
binden. 

§•  3. 

Inhaltsbestimmung  der  abgestumpften  Prismen,  (in 
welchen  Grund-  und  obere  Fläche  nicht  parallel  sind). 

I.  In  Dr.  vanDoesburgh's  schon  oben  genanntem  Lehr- 
boche der  Stereometrie  ist  bewiesen,  dass  der  Inhalt  des 
Parallel epi pedons  sich  nicht  ändert,  wenn  eine  der 
Seitenflächen  sich  um  den  Durchschnittspunkt  der 
Diagonalen  dreht.  Seien  nämlich  S  die  Fläche  eines  Paral- 
lelogramme* ,  das  entsteht,  wenn  man  eine  Ebene  senkrecht  zu 
den  ?ier  parallelen  Kanten  eines  abgestumpften  Parallelepipedons 
legt,  p  der  Durchschnittspunkt  der  Diagonalen,  der  Grundfläche, 
y  der  Durchschnittspunkt  der  Diagonalen  der  oberen  Fläche,  so 
findet  sich,  dass  der  Inhalt  des  abgestumpften  Parallel- 
epipedohs  =  Sxpq  ist. 

Diese  so  einfache  Formel  hat  mir  Anlass  gegeben  zu  unter- 
neben,  ob  es  nicht  möglich  wäre,  den  Inhalt  eines  beliebigen 
abgestumpften  Prisma's  (denn  das  Parallelepipedon  ist  doch 
auch  ein  Prisma)  durch  eine  einfache  Formel  auszudrucken,  wel- 
ches mir  in  der  That  gelungen  ist. 

II.  Betrachten  wir  denn  zuerst  das  abgestumpfte  dreiseitige 
Prisma  (Taf.  V.  Fig.  8.).  Seien  die  parallelen  Kanten  AD,  BE 
lad  CF  senkrecht  auf  der  Grundfläche  {ABC).  Nennen  wir  den 
Inhalt  dieses  Korpers  V,  so  hat  man  bekanntlich: 

V  =  A  ABCX\{AD  +  BE+  CF). 

Nehmen  wir  AG  =  Gß ,  DH  —  EH.  und  ziehen  CG,  FH  und 
GH;  offenbar  ist  nun  GH  ||  AD  ||  BE  ||  CF.  Ferner  sei  Gz  =  \GC, 
&\~\HF,  so  sind  z  und  zv  die  Schwerpunkte  der  Grund-  und 
der  oberen  Fläche,  zzt  ist  dann  auch  ||  GH\\  u.  s.  w.  Noch  zie- 
hen wir  HJ\\  GC,  HJ  schneide  zzi  im  Punkte  K.    Nun  haben  wir: 

FC=FJ  +  JC  =  ZtlK  +  zK 

AD  +  BE-  2 HG  =  2zK  

AD  +  BE  +  CF  =  3z,  K  +  3z  A'  =  3zz, . 
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Wir  erhalten  also  die  einfache  Formel: 

i 

Der  Inhalt  ändert  eich  daher  nicht,  %venn  die  obere  Fläche  sieb 
um  den  Schwerpunkt  dreht.  Wenn  die  parallelen  Kanten  nicht 
senkrecht  auf  der  Grundfläche  sind,  so  lege  man  eine  Ebene  senk- 
recht zu  den  parallelen  Kanten ;  nennt  man  nun  die  FläÄhe  des 
entstehenden  Dreiecks  den  senkrechten  Durchschnitt,  so 
hat  man  den  Satz: 

4 

Der  Inhaltdes  abgestumpften  dreiseitigen  Prismas 
ist  das  Product  aus  dem  senkrechten  Durchschnitt 
und  der  Länge  der  Geraden,  welche  die  Schwerpunkte 
der  Grund-  und  oberen  Flüche  verbindet. 

III.  Derselbe  Satz  gilt  nicht  nur  für  das  dreiseitige,  sondern 
für  jedes  beliebige  abgestumpfte  Prisma,  welches  sich  beweiset 
lä.sst  mittelst  der  in  §.  I.  bewiesenen  Relationen,  wenn  man  dec 
für  das  Trapez  geltenden  Satz  dazu  nimmt  (Man  »ehe:  Dr.  Buy* 
Bailot  „Beginnelcn  en  Gronden  de  r  Meetkunde.<(  Dritte 
Ausgabe).  Sei  nämlich  (Taf.  V.  Fig.  9.)  gegeben:  BC  seuk- 
recht  zu  AB  und  CD;  EF,  parallel  zu  AB  und  CD,  schnei* 
AD  in  E  und  BC  in  F,  so  hat  man: 

FCxAB  +  BFx  CD  =  BCxEF 

und 

DExAB  +  AEx  CD  =  ADxEF. 

IV.  Das  vierseitige  abgestumpfte  Prisma  (ABCDEFGB 
(Taf.  V.  Fig.  10.),  worin  die  parallelen  Kanten  auch  senkrecht  ac 
der  Grundfläche  sind,  zerlege  man  durch  eine  Ebene,  welche  durc 
zwei  parallele  Kanten  AB  und  CF  geht,  in  zwei  dreiseitige  al 
gestumpfte  Prismen  (ABCEFH  und  ACDHFG).   Es  sei: 

p    der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ACD , 

q     m  »>  i»        »  ABC, 

2     „  „  „    Vierecks  ABCD, 

*  px    „  „  „    Dreiecks  HGF, 

tfx   „  „       „       HEF , 

V  ierecks  HE  FG. 

PPi  und  ggx  sind  offenbar  parallel  zu  den  parallelen  Kanten;  das 
dies  auch  von  »|  gilt,  lässt  sich  leicht  nachweisen;  denn  wei 
5  die  Grosse  des  zweiflächigen  Winkels,  welchen  Grund-  un 
obere  Fläche  zusammen  machen,  vorstellt,  so  hat  man  bekanntlich 
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A  ABC  =  A  HEFxco*  S, 

A  4CZ>  =  A  IJGFxcos  S ; 

A  A  BC :  A  i4  CD  =  A  #  ^  A  HGF, 
aber  wir  haben  auch : 

&ABC:&ACD=:pz:qz, 
A  #£F:  A  HGF  =  pxzxi  o,  2, ; 

folglich 

pz:qz  =  plzx:qlzx. 

Nun  sind  ppt  anH         parallel,  deshalb  auch  «j  parallel  zu 
und  m. 

Bezeichnen  wir  den  Inhalt  des  abgestumpften  vierseitigen 
Prismas  mit  F,  so  ist  nach  dem  in  II.  Bewiesenen: 

V  =  A  ABCXqqx  +  &ACDxqqx. 

Nun  haben  wir  in  §.  1.  bewiesen: 

Viereck  ABCD'.pq  =  ±ABC:zp  —  A^CW:*?: 

oder : 

A^ÄC=  Viereck  ABCDx~P  . 

pq 

A  ACD  =  Viereck  ABCDx  —  ; 
»0  dass  wir  bekommen: 

V  =  Viereck  ^ßCOx  !£><^L±^>< » 

=  Viereck  ABCDx7*9^**1  (siehe  J.3.,  III); 

endlich: 

F  =  Viereck  ABCDxzzx. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass,  wenn  die  parallelen  Kanten  nicht 
senkrecht  auf  der  Basis  sind,  man  auch  hier  eine  Ebene  senk- 
et auf  die  parallelen  Kanten  legen  kann.  Nunmehr  hat  es  nicht 
d»e  mindeste  Schwierigkeit,  den  Satz  auf  ein  beliebiges  abgestumpf- 
tes Prisma  auszudehnen.  Der  Gang  des  Beweises  selbst  zeigt 
die  Allgemeinheit,  so  dass  wir  vollkommen  sicher  den  Satz  auf- 
hellen können: 
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Der  Inhalt  eine«  jeden  abgestampften  Prismas  igt 
das  Product  aus  dem  senkrechten  Durchschnitt  and 
der  Länge  der  Geraden,  welche  die  Schwerpunkte  der 
Grund-  und  oberen  Fläche  verbindet. 

Es  ist  beinahe  überflüssig  zu  bemerken,  dass  für  abgestumpfte 
Cylinder  der  nämliche  Satz  gilt,  weil  dieselben  doch  immer  als 
Prismen  betrachtet  werden  können. 


§.  4. 

Erweiterung  des  Guldin'scheu  Satze«. 

Im  Elementar- Unterriebt  wird  dieser  Satz  gewöhnlich  nur  auf 
die  Umdrehung  von  regelmässigen  Figuren  beschränkt.  Man  kaoi 
ihn  leicht  für  unregelmässige  Figuren  beweisen.  Sei  gegeben 
ein  beliebiges  Viereck,  dessen  Umdrehung  um  eine  Axe  ausser 
demselben,  obgleich  in  der  nämlichen  Ebene,  einen  körperlichen 
Inhalt  V  erzeugt.  Man  theile  es  (Taf.  V.  Fig.  11.)  durch  eine 
Diagonale  AC  in  zwei  Dreiecke  ABC  und  ACD. 

Es  sei: 

p  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABC, 

o;    »>  »»  »•        »>  ACD, 

2    „  „  „    Vierecks  Aß  CD; 

pr,  qs,  xt  seien  senkrecht  zu  der  Umdrehungsaxe  PQ,  so  findet  sieb: 

V  =  (\ABCXpr  +  A  ACDXgs)2n;  ! 


aber: 


Daher: 


±ABC  =  Viereck  ABCDx  —  , 

VI 

\ACDz=i  Viereck  ABCDx^  • 

pq 


F=  Viereck  ABCDx^^  +  l'^X** 

pq 


=  Viereck  ABCDx^^Xln  (siehe  §.3.,  III.). 

Mithin: 

F=  Viereck  ABCDx*nXiU 
Auch  hier  fällt  es  in  die  Augen,  wie  sich  dieser  Sati  für' 
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DDregelmässige  Vielecke  von  mehreren  Seiten  beweisen  lässt, 
ud  dass  er  för  einen  beliebigen  Umdrehungskörper  gültig  ist. 
Wetter  ist  es  evident,  das»,  wenn  der  Schwerpunkt  nur  einen 
Kreisbogen  beschreibt,  doch  immer  der  Inhalt  des  erhal- 
tenen ümdrehungskörpers  gefunden  wird,  indem  man 
die  Fläche  der  erzeugenden  Figur  multiplicirt  mit  der 
Lioge  des  vom  Schwerpunkte  durchlaufenen  Weges. 

Schliesslich  mache  ich  noch  darauf  aufmerksam,  welche 
«clrioe  Analogie  zwischen  den  Inhalten  des  abgestumpften  Pris- 
aj's  tmd  des  Ümdrehungskörpers  statt  findet  Letzterer  konnte 
■  der  Tbat  als  eine  Art  Prisma  betrachtet  werden.  Nur  ist  die 
Linie,  welche  die  Schwerpunkte  der  Grund-  und  oberen  Fläche 
rtfbindet,  nicht  eine  Gerade,  sondern  ein  Kreisurofang  oder  ein 
Kreisbogen,  aber  immer  eine  Linie,  deren  gleiche  The'tle  iden- 
tisch sind,  und  (darum)  auch  auf  identische  Weise  an  einander 


XXVIII. 

Theorie  der  elliptischen  Coordinaten  in  der  Ebene. 

Von 

■ 

dem  Herausgeber. 


Wir  wollen  uns,  indem  wir  in  der  Gleichung 

i)  J<L  +  JL.l=0 

*  Grösse  q  als  die  Unbekannte  betrachten,  zuerst  mit  der  Auf- 
tofg  dieser  Gleichung  und  der  genauen  Untersuchung  der  Na- 
hrer  Wurzeln  beschäftigen,  weil  diese  Untersuchungen  die 
te  Basis  aller  unserer  folgenden  Betrachtungen  bil- 
Wir  nehmen  hiebei  immer  a  und  b  als  ungleich  ao,  indem 
a^6  aus  1)  sogleich 

XXXIX.  26 


i 
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folgen  würde,  also  eine  w  eitere  besondere  Betrachtung  der  obiges 
Gleichungen  röcksichtlich  ihrer  Wurzeln  natürlich  gar  nicht  tri» 
thig  wäre. 

Wenn  wir  die  Gleichung  1)  auf  die  Form : 

-  *>)  -f  yHQ-a)±  (Q  ~  fl)(<>-6)  _0 
(v-«)(0_6) 

bringen,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  0  unmittelbar  da 
Gleichung : 

2).  .  .  •  x*i0-b)+y*(o-a)±(Q-a)(Q-b)  =  Q, 
oder,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 

woraus  sich  auf  bekannte  Weise: 

4)  ! 

ergiebt. 

Den  Zfihler 

(** +jrfT«T  6)*  ±  4(6**  +  by*  *  ab) 
bringt  man  leicht  auf  die  Form: 

y1)2  T  («  -  b)  { 2(**-^)  +  (0  —  6)1, 
also  auf  eine  der  beiden  Formen: 

(**  +  3/2)2  T  («  -  6)  (    2(a*  +  y*) -Vf(a-6)|, 
(x*  +  y2)*  T  (o — 6)  { —  2(*«  +  y*)  +  4**  T  («  -  6)  \ ; 

oder: 

(**  +  y»)*  -f  2(«  -  b)(x*  +  y*)  +  (a  -  6)»±  4(o  -  , 
<*■  +  y2)a±2(a-6)(a*  +  y«)  +  (a-6)*T4(a-6)**; 

also: 

I  (**  +  &  T  (a  -  6) }  ■  ±  4(a  -  6)^. 
|  (**  +  y«)  ±  (a  -  6) }  »T  4(a— 6)*« 
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Betrachten  wir  nun  zuerst  die  Gleichung: 

5)  ^  +  ^  +  1=0, 

q  —  a     q  —  0 

M  ist  nach  4): 

6)  .  .9  =  —  i(x*+y*—a—b) 

j  Vl(^+^)-(o-6)}»  +  4(a-6)y« 

»orans  zuvörderst  erbellet,  dass  die  Wurzeln  stets  reell  sind, 
»eil,  wenn  a  —  b  positiv  oder  negativ  ist,  respective  +  4(a  —  b)y* 
»der  —  4(a  — 6)ara  positiv  ist. 

Setzen  wir  nun: 

1 1  (*2  +#2)  +  (a  -  b)  \  *  -  4(a  -  6) 

ind  bezeichnen  die  beiden  Wurzeln,  so  wie  sie  durch  das  obere 
■d  untere  Zeichen  in  der  Formel  6)  bestimmt  werden,  respective 
toeb  l  und  p;  so  ist  nach  6): 

8)  |  +*ViV, 

l»»=-i(^+.7a-a-6)-iViV; 

tUo : 

A  — f*=ViV,   folglich  A>f*; 

»o  dass  also  das  obere  Zeichen  in  ß)  immer  die  grössere  Wur- 
!*l  liefert. 

Leicht  findet  man : 

t-\~\(a?  +  ii*—a-b)±ivN\  =  i\(a-b)  +  (x*+y*)?VN), 
*  - 1  -  K*2  +    -  a  -  b)  ±  i  i/iV  I  =S  i  |  -  (a  -  6)  +  f>»+y2)  T  VN) ; 

«d  folglich,  wie  sich  sogleich  durch  leichte  Multiplication  ergiebt  : 

*l*-[-i(x*+y*-a-bm  VN]  1 1  b  -  [-i(**+9*-"-*)UV*]  | 

=  (*2  +     T  V/V)»  -  (a-  6)» 
Ä  i(*2+^2)+(«— 6)T  VN\{  (**  +  y2)  -(«  -  b)  T  vM. 
Al"  ist  offenbar :  >  . 


< 
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4(«--A)(6-i) 
=  I  (**  +  y*)  +  (a-  A)  -  VN]  { (*» (a- 6)-  Vff|, 

=s  I  +  («       +  VWI  (a-6)  +  VM- 

Wenn  nun  a  >  b ,  also  a  —  b  >  ö  ist,  so  ist 

(*»+y*)  +  (a-6)>0. 

Nach  7)  ist  in  diesem  Falle  offenbar: 

\(**+y2)  +  (a-b)\*>N>  j  («-6)1«,  « 

und  folglich,  weil  hiernach  VN  grosser  als  der  absolute  Werth  m 

ist: 

(*»  +  y*)  +  («-*)-  ViV>  0,    O*  +  y«)  —  (a-6)-v2V  «h 
+     +       *)  +  V#>0,    (*»+y*)--(a--6)-|- Vtf>0; 
also  nach  dem  Obigen: 

(«_A)(6-l)<0f   (o-M)(6-ft)>0.  « 
Aus  der  ersten  Vergleichuog  folgt: 

wäre  aber 

a<A<o, 

so  wäre  a<6,  da  doch  nach  der  Voraussetzung  a>6  ist;  aUo  is 
Aus  der  zweiten  Vergleichung  folgt: 

wäre  aber 

a<jti>6, 

so  wäre  wegen  des  Vorhergebenden  A  <  p ,  da  doch  nach  d< 
Obigen  i>p  ist;  also  ist: 

Daher  haben  wir  die  folgenden  Vergleichungeo: 
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a>l>b,   6>^>  —  od. 
Wenn  o<6,  also  a— o  <0  ist,  so  ist 
I  (^H^V(«-ä)>0. 
«ach  7)  Ut  in  diesem  Falle  offenbar: 

I  i**+y%)  +  (a  -6)  }*  <  iV<  { -  (a  -  b)  }*, 
u>d  folglich,  weil  hiernach  VN  grösser  als  der  absolute  Werth  von 

1  (**-fyf) +  («-*) 

tt. 

(^+y8)  +  («-Ä)-VA'<0,  (*»+y«)-(a-6)-V2V>0; 

+  (a  -6)  +  ViV>  0.    («•+**)-(«_*)  +  Viv>  0; 
bo  nach  dem  Obigen: 

(a-*)(6-A)<0,  (a-f»)(0«ft)>o. 
<w  der  ersten  Vergleicbung  folgt : 

Ire  aber 

»wäre  a>  6,  da  doch  nach  der  Voraussetzung  a  <6  ist;  also  Ut: 
der  zweiten  Vergleicbung  folgt: 

f»re  aber 

»  wäre  wegen  des  Vorhergehenden  A<ft,  da  doch  nach  dem 
JDlgen         ut;  also  ist: 

- 

Daber  bab«n  wir  die  folgenden  Vergleichungen : 

a<A<6,  a>p<6; 
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» 

also : 

%     a<l<b,  a>n>-*>. 

Die  beiden  reellen  Wunsein  unserer  Gleichung  liegen  als 
im  ersten  Falle  innerhalb  der  beiden  durch  die  Grossen 

— x,  6,  a 

bestimmten  Intervalle;  im  zweiten  Falle  innerhalb  der  beiden  dort 
die  Grössen 

-oo,  er,  b  1 
bestimmten  Intervalle.  I 
Im  ersten  Falle  ist: 

im  zweiten  dagegen:  ! 

Betrachten  wir  ferner  die  Gleichung:  1 

9)  ^!_+J?L-i  =  0,  i 

'  g — a  0—6 

so  ist  nach  4): 

i 

10)  .  .o=    «a*  +  jr*+«+*) 

j  V      +  y*)  +  (a.-ÄJl'-^o-ö)^ 

woraus  wiederum  erhellet,  dass  die  Wurzeln  stets  reell  aj 
weil,  wenn  a — b  positiv  oder  negativ  ist,  respective  -|-4(fl— • 
oder  —  4(a — 6)yÄ  positiv  ist. 

Setzen  wir  nun : 


11).  .  •  ^  —  t|(^+ji/*)-(€»  — 6)i*  +  4(«  — 6)jt» 

und  bezeichnen  die  beiden  Wurzeln,  so  wie  sie  durch  da« 
und  untere  Zeichen  in  der  Formel  10)  bestimmt  werden,  respec 
durch  l  und  p;  so  ist  nach  10)  : 

J  1  =  +  « +  6) +  tV*',  ! 

also: 
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i— f»  =  ViV,  folglich 

so  das«  also  da*  obere  Zeichen  In  10)  immer  die  grössere  Wor- 
te! liefert 

Leicht  findet  man: 

Mtt^+y«  +  a  +  b)±  W }  =  il  -  (a  -  6)  -  (*»  +  T  ViV}; 
and  folglich,  wie  sich  sogleich  durch  leichte  Multiplication  ergiebt: 

*^«-[Kx»  +  y*+a^-6)±iV^iV'}|6-[K^+^  +  a  +  6)±iV^,]} 
i  =  (*Hy*±ViV)2~(a--6)» 

=  I  (**  +  y a)  +  (a  -  6)  ±  ViV }  { (*H  y«)  -  (a  -  6)  ±  ViV  | . 
Also  ist  offenbar : 

i(a-X)(b-k)  ' 
=  \  (*a + Jf")  +  Ca  -  6)  +  ViV' )  { (**  +  y*)  _  (a  _  6)  +  ViV  | , 

4(a  —  f*)(6— f*) 
=  I  +  (a  -  6)  -  VN'  \  I  (x»  -(a-6)-V/VM. 

Wenn  nun  «>6,  also  o— 6>0  ist,  so  ist 

(*2+3f2)  +  (a-6)>0. 
11)  igt  in  diesem  Falle  offenbar: 
I  (*2  +  y1)  +  («  -  b)  | »  >  iV  >  { (** -  («  -  6) } », 
•od  folglich,  weil  hie/nach  ViV  grösser  als  der  absolute  Werth  von 

(**+y*)-(a-6) 

ist: 

(** +  (a— 6)  +  ViV > 0,   (*»  +  y«) -(a— 6)  +  ViV  >  0; 
(** + ff*)  +  («  -  6)  -  ViV  >  0 .   (s*  f  y *)  -  (a  -  6)  -  ViV  <  0 ; 
*ö  nach  dem  Obigen : 

(a_A)(6-A)>0,  (n-^Ko-^XO. 
der  weiten  Vergleichung  folgt : 
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wäre  aber 

so  wäre  a  <6,  da  doch  nach  der  Voraussetzung  a>  b  ist;  also  ist: 

a>f*>o. 
Aus  der  ersten  Vergleicbung  folgt: 

wäre  aber 

a>A<6, 

so  wäre  wegen  des  Vorhergebenden  i<f»,  da  doch  oach  des 
Obigen  J.>p  ist;  also  ist: 

a<A>6. 

Daher  haben  wir  die  folgenden  Vergleichungen: 

.      a<l>b,  a>li>b; 

also  : 

o<i<-f-oo,  a>ft>6. 
Wenn  a<6,  also  a-6<0  ist,  so  ist 

(**+y»)-(a--6)>0. 
Nach  (11)  ist  in  diesem  Falle  offenbar: 

I  (** + V 2)  +  («  -  b) } »  <  ZV  <  |  (x*  +  y«)  -  ( a  -  6 ) }  * . 

» 

and  folglich,  weil  hiernach  VN1  grosser  als  der  absolute  Werth  tob 

<*a+jf)  +  (a-o) 

ist: 

(**  +  y«)  +  («  ~  b)  +  ViV  >  0 ,   O* + y«)  -  (a  -  b)  +  V/V  >  0 ! 

(«*  +  y3*)  +  (a  —       ViV'  < 0,   (** +;/*)— (a— b)  -  ViV  >  0; 
also  nach  dem  Obigen: 

(a-A)(6-A)>0,  (a-,*)(0-,O<O. 
Aus  der  zweiten  Vergleicbung  folgt: 

wäre  aber 
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Mwirc  a>6,  da  doch  nach  der  Voraussetzung  a<6  ist;  also  ist: 

a<ft<6. 
Aas  der  ersten  Vergleicbung  folgt: 

*iie  aber 

a>i<6, 

«o  wäre  nach  dem  Vorhergehenden  l<f»,  da  doch  nach  dem 
Obigen  i>p  ist;  also  ist: 


a<A>6. 

Daher  haben  wir  die  folgenden  Vergleichungen: 

a<X>6,  a<fi<6; 

aUo: 

6<X<  +  oo,  a<^<6. 

Die  beiden  reellen  Wurzeln  unserer  Gleichung  liegen  also 
im  ersten  Falle  innerhalb  der  beiden  durch  die  Grössen 

!  6,  a,  +  oo 

Wstimmten  Intervalle ;  im  zweiten  Falle  innerhalb  der  beiden  durch 
die  Grössen 

Stimmten  Intervalle. 
Im  ersten  Falle  ist: 

*>a>f*>6, 
tro  «weiten  Falle  dagegen : 


Aach  ohne  die  Gleichungen 


p  —  a    p — 6 
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wirklich  aufzulösen,  kann  mao  auf  folgende  Art  die  Reellität  der 
Wurzeln  dieser  Gleichungen  nachweisen  und  die  Grämen,  zwi- 
schen denen  dieselben  liegen  müssen,  bestimmen,  wobei  t  und  J 
respective  eine  unendlich  kleine  und  eine  unendlich  grosse  posi- 
tive Grosse  bezeichnen  sollen. 

Betrachten  wir  nun  zuerst  die  Gleichung 
und  setzen  der  Kürze  wegen 


so  ist: 


A*±0=   j~^±?+l;  j 

und  es  haben  also  offenbar  immer,  es  mag  a>6  oder  «<6  seio, , 
fla^ft)  und  f{b±i)  entgegengesetzte  Vorzeichen,  woraus  sieb  ; 
ergiebt,  dass  zwischen  a  und  6  immer  eine  reelle  Wurzel  liegt 
Ferner  ist 

folglich  f\—J)  positiv.  Ist  nun  a>6,  so  liegen,  da,  well  /(—  J) 
positiv  und  nach  dem  Obigen  offenbar  f[b—i)  negativ  ist,  eioe 
reelle  Wurzel  zwischen  — »  und  b  liegt,  zwei  reelle  Wuraelo 
in  den  beiden  durch  die  Grossen 

—  qo,  b,  a 

bestimmten  Intervallen.  Ist  dagegen  a<6,  so  liegen,  da,  weil 
f[ — J)  positiv  und  nach  dem  Obigen  offenbar  f{a — t)  negativ  ist. 
eine  reelle  Wurzel  zwischen  —od  und  a  liegt,  zwei  reelle  Wur- 
zeln in  den  beiden  durch  die  Grossen 

—  od,  a,  b 

bestimmten  Intervallen. 

Betrachten  wir  ferner  die  Gleichung 

x* 


fL  +  JfL  1=0, 

—  a    p  —  b 
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und  setxen  der  Kürze  wegen 

so  ist: 

F(„Ti)=T£.  +  -JL__l> 

ißd  es  haben  also  offenbar  immer,  es  mag  a^b  oder  o<6  seiof 
AbTO  ^*(^i0  entgegengesetzte  Vorzeichen,  woraus  sich 
ergiebt,  dass  zwischen  a  and  6  immer  eine  reelle  Wurzel  liegt. 
Ferner  ist 

folglich  negativ.    Ist  nun  a>  6,  so  liegen,  da,  weil  F(a-ft) 

nach  dem  Obigen  offenbar  positiv  und  F(+J)  negativ  ist,  eine 
reelle  Wurzel  zwischen  a  und  -f-  od  liegt,  zwei  reelle  Wurzeln 
io  den  beiden  durch  die  Grossen 

b,  a,  +  oc 

bestimmten  Intervallen.  Ist  dagegen  a<6,  so  liegen,  da,  weil 
nach  dem  Obigen  F(b  +  i)  offenbar  positiv  und/^-f-«/)  negativ  ist, 
eine  reelle  Wurzel  zwischen  b  und  +  od  liegt,  zwei  reelle  Wur- 
teln  in  den  beiden  durch  die  Grossen 

er,  6, 

bestimmten  Intervallen. 

Dass  die  beiden  reellen  Wurzeln  unserer  Gleichungen  auch 
jederzeit  im  Allgemeinen  ungleich  sind,  ergiebt  sich  aus  dem  Vor- 
hergehenden von  selbst. 

Alle  diese  Resultate  stimmen  mit  den  in  §.  I.  gefundenen 
Resultaten  vollkommen  überein. 

Weil,  indem  wir  die  obigen  Bezeichnungen  beibehalten,  of- 
fenbar 

»/w =-!(—)'+ 

^)=-|(^-a)'+(^)'|a»  . 
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ist,  so  haben  dp,  Bf(g)  und  öp,  BF(q)  stets  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen; wenn  also  p  zwischen  gewissen  Gränzen,  innerhalb  wel- 
cher keine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  von  f[o)  oder  F\q)  ein- 
tritt, wächst  oder  abnimmt,  so  wird  f{o)  oder  F(p)  respecrive 
fortwährend  abnehmen,  oder  fortwährend  wachsen. 


j.  3. 

Wir  wollen  jetzt  umgekehrt  die  Grossen  y%  durch  die 
Wurzeln  X,  p  auszudrucken  suchen,  und  zugleich  einige  zwischen 
allen  diesen  Grossen  Statt  Gndende  Relationen  anschliessen,  wo- 
bei es  nicht  mehr  wie  vorher  nöthig  ist,  dass  X  die  grossere,  und 
fi  die  kleinere  Wurzel  bezeichnet,  indem  vielmehr  von  jetzt  an  i, 
fi  überhaupt  nur  die  Wurzeln  der  Gleichung  1)  bezeichnen  sollen, 
ohne  ein  bestimmtes  Grössenverhältniss  derselben  festzusetzen. 

Weil  X,  p  die  reellen  ungleichen  Wurzeln  der  Gleichung 
**(Q  - b)  +yHo  -  a)  ± <p  -  a)(p-6)  =  0 

oder 

(Q  —  a)  (p  —  b)  ±  x*(q —b)±  y*(p — a)  =  0 

sind;  so  ist  nach  der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichungen  für 
jedes  p  bekanntlich: 

13)    (p-  fl)(p  -  6)  ±       -b)  ±t,*(Q  -  a)  =  (p  -i)(p_|»), 

und  folglich,  wenn  wir,  was  verstattet  ist,  da  diese  Gleichung  för 
jedes  g  gilt,  nach  und  nach  p  =  a ,  p  =  6  setzen : 

f  ±  -  b)  =  (a  -  X){a  -  fi) , 
l±^6-o)  =  (A-*)(6-rt; 

also  : 

Setzt  man  in  der  Gleichung  13)  nach  und  nach  p  =  1,  p=p; 
so  erhält  man,  wenn  zugleich  der  Kürze  wegen 

iL  =U-a)(i-6), 
l«=  (f—a)(^-6) 

gesetzt  wird,  die  folgenden  Gleichungen: 
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1?)  JI<±a-6)*»±(*-a)y«  =  0, 

\M±(p-b)x*±        %»  =  (); 
ood  hieraus,  weil,  wie  man  leicht  findet: 

(A-  a)(p-b)  -  (lr-b)(n  -a)  =  (a~6)(A-^) 
ist,  die  Gleichungen: 

18)        I  (f*~  ^  L~ (A  ~  a)M  T  (a""6)(il  ~       =  0 ' 
t(F-6)L-a-Ä)^J:(a-6)a-,*)^  =  0; 

woraus  sich  mittelst  leichter  Rechnung  fiir  x*t  y*  ganz  dieselben 
Ausdrücke  wie  vorher  ergeben. 

Aas  15)  ergiebt  sich  unmittelbar  die  Relation: 

Die  Gleichung  13)  kann  man  auch  auf  folgende  Art  ausdrucken: 

und  differentiirt  man  nun  diese  Gleichung  in  Bezog  auf  g  als  ver- 
änderliche Grosse,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

»>  <&'+W 

=  t  (g  ~  «)(g  -  6)(2p  —  A — p) —  (p  —  l)(g  -  ^t)  (1<?  -a-b) 

(p-a)*(o-6)*        "      —  ; 

also,  wenn  man  nach  und  nach  o  — A,  p  =  ft  setzt: 

Die  durch  Differentiation  hergeleitete  Gleichung  21)  kann 
man  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken: 

-T(g-*)(g-fO  I  2o-*-fi  _  2g— o-6  / 
*Mp-«)(o-A)  'fo— Wg-fO     (0-„)(p-6)<  ' 

aUo  auf  folgende  Art: 
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(  *  Vi (  y  V— r<«-w»-ri| 

Vp-«,; +Vp-*/_T(p-«)(p-6)i    i  i 


oder: 

23) 


p-a  o- 


/^V,  /  3L.Y-.    (9-X)(g-f*)  j     A-a  ji-ft  | 

woraus  sich,  wenn  man  hiermit  20)  verbindet,  die  Relation: 

24) 

_f£_  +  j£_.i  ~    '(*-■)(•-*)   (*-*)(• -rt» 

ergiebt. 

Ana  15)  erhält  man  durch  partielle  Differentiation  nach  1 
und  fi: 

n  dx    __a  —  f»      0  &r       a— A 


oder: 


dx  __x  a  —  fi    1      dx  _x  a  —  A  1 

dg       y  b—fi   1  dy        g  6-A  1. 

und  folglich  nach  15): 

i  dx        x  1  «1 


25) 


•     •     •  • 


  a:      1   x  I 

dp        2 *  o— f»     2"#» — a ' 

y   _J  #  1 

8i -~2'6-A- 2  T=V 

y    i       y  1 
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Weil  nun 

ul;  so  ist  nach  den  vorstehenden  Formeln: 

V(  ai     Sit  \ 

Quadrirt  man  diese  Gleichungen  und  addirt  sie  dann  au  ein 
uder,  so  erhält  man: 

4(ar*-ffy*) 

folgficb  nach  22)  and  19) : 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen: 

1 1  _-r       *~r*  T  *ZZi* 

*  -  +  4(l-fl)(i-6)-  +  4L  ' 

-*4fr-«)0-d)-*  4*1 


») 


setzen : 


29)  tV-rV^^-r 


}.  4. 


Zunächst  wollen  wir  nun  im  Allgemeinen  untersuchen,  welche 
farveo  unter  der  Voraussetzung,  dass  er,  b;  X,  p  gewisse  con- 
ftaate  Grossen  sind,  dagegen  x,  y  als  veränderliche  recbtwinlc- 
>'2e  Coordinaten  betrachtet  werden,  die  Gleichungen 
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- 

oder 

30)  .  .  .  7^  +  7^7  =  1.    —  -f -^-.  =  1 
'  X — a    k~0  ft — a    ft— 6 

darstellen,  wobei  es  aber  nöthig  ist,  ein  bestimmtes  zwischen  a, 
6;  A,     Statt  findendes  Grössen  verbältniss  zu  Grunde  zu  legen. 

Nehmen  wir  demzufolge  an,  dass 
sei;  so  sind  die  Grössen 


k  —  a,   A.  —  6 
positiv,  negativ; 

ft— a,    ft  —  b 


respective 

dagegen  die  Grössen 
respective 

positiv,  positiv; 

woraus  sich  ergiebt ;  dass  die  erste  der  beiden  Gleichungen  30fc 
eine  Hyperbel,  die  zweite  eine  Ellipse  darstellt.  Beide  KegeH 
schnitte  sind  auf  dasselbe  rechtwinklige  Coordinatensystem  der 
xy  bezogen,  baben  beide  denselben  Mittelpunkt,  und  für  beide 
ist  die  Axe  der  x  die  gemeinschaftliche  Hauptaxe ,  weil  bei  der 
Ellipse  unter  der  gemachten  Voraussetzung  ft— «>  ft —  6  ist.  Die 
halbe  Hauptaxe  und  die  halbe  Nebenaxe  der  Hyperbel  sind  re> 

spcctive  yfV-^a  und  V" 6— A;  die  halbe  Hauptaxe  und  die  halb« 

Nebenaxe  der  Ellipse  sind  respective  V ft—  a  und  V~ft  —  6.  Um 
Quadrat  der  halben  Excentricität  der  Hyperbel  ist: 

(VT=^)*+  (VT^Ä)*  =  (k—a)  +  (6 - A)  =  6  -  a , 
und  das  Quadrat  der  halben  Excentricit&t  der  Ellipse  ist; 

(V7^~«)a -(VfT^6)2  =  (ft  -  «)  -  (ft  -  b)  =  b  —  o ; 

also  ist,  wenn  wir  für  beide  Curven  die  halbe  Excentricitfit  durch 
e  bezeichnen,  für  beide  Curven: 

31)  e*=6  — a,   e  =  VÄ^a; 

woraus  sich  ergiebt,  dass  die  beiden  Curven  dieselben  Brenn-' 
punkte  haben,  folglich  confocal  sind.  Daher  stellen  die  beiden 
Gleichungen  30)  jederzeit  eine  confocale  Hyperbel  und  Ellipse 
dar.    Lässt  man  k,  ft  variiren,  so  sind  natürlich  alle  dadurch 
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hervorgehenden  Kegelschnitte  confocal,  weil  nach  dem  Vorher- 
gehenden e  nar  von  a  und  6  abhängt. 

Wie  man  in  jedem  anderen  Falle  über  die  Natur  der  beiden 
Girren  zu  entscheiden  bat,  erhellet  hieraus  genugsam. 

Wenn  (xy)  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  unserer  beiden  con- 
ioden  Kegelschnitte  ist,  und  die  veränderlichen  oder  laufenden 
Coordinaten  jetzt  durch  u,  v  bezeichnet  werden ;  so  sind  bekannt- 
fieb  die  Gleichungen  der  Berührenden  der  beiden  Kegelschnitte 
■  dem  Pankte  (xy)  respective: 

.  y°  _  i     xu  ,  yv  _  i 

itd  weil  nun  nach  (Kl) 

.  .V* 


(i-a)(rfl)T(l-%-6) 


=  0, 


Gf-X^M^)(A)=» 

«1,  so  stehen  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geo- 
petrie  die  beiden  in  Rede  stehenden  Berührenden  je- 
Urzeit  auf  einander  senkrecht. 


§.  5. 

Wir  wollen  uns  jetzt  in  der  Ebene,  in  welcher  wir  alle  Con- 
Tuctionen  auszuführen  beabsichtigen,  ein  beliebiges  rechtwink- 
\n  Coordinatensystem  der  xy,  und  in  derselben  Ebene  einen 
pi  beliebigen  Punkt,  dessen  Coordinaten  durch  x9  y  bezeich- 
*t  werden  mögen,  denken.  Nun  nehmen  wir  zwei  beliebige 
a,  b  an.  welche  wir  jedoch  grösserer  Bestimmtheit  we- 
*n  der  Bedingung  unterwerfen,  dass  a  <  b  sein  soll.  Bilden  wir 
P»n  die  Gleichung 

.   y*  _i 

*  bat  dieselbe,  wie  im  Obigen  gezeigt  worden  ist,  jederzeit  zwei 
*ile  ungleiche  Wurzeln  k,  p,  die  sich  durch  Auflösung  der  vor- 
fcbeoden  Gleichung  bestimmen  lassen,  und  von  deuen  wir  aus 
feni  Obigen  wissen,  dass  sie  in  den  beiden  durch  die  Grössen 

?  a,  6,  -foo 

'heil  XXXIX.  2T 
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bestimmten  Intervallen  liegen,  so  dass  also,  wenn  wir  grupserei 
Bestimmtheit  wegen  annehmen,  dass  l  die  kleinere  der  beide« 
Wurzeln,  dass  also  k  <  p  sei ,  jederzeit 

a<k<b<fi 

ist.  Die  Coordinaten  x,  y  unseres  Punktes  (xy)  genügen  hier- 
nach den  beiden  Gleichungen : 

k  —  a     k — h  -  l>  +  ~  J> 

und  der  Punkt  (xy)  ist  also  ein,  den  durch  diese  beiden  Glei- 
chungen dargestellten  confocalen  Kegelschnitten ,  von  denen  d« 
erste  eine  Hyperbel,  der  zweite  eine  Ellipse  ist,  gemeinschaftli- 
cher Punkt.  Construirt  man  also  diese  beiden  Kegelschnitte,  wel- 
ches keine  Schwierigkeit  hat,  da  der  Anfangspunkt  der  jry  ihr 
gemeinschaftlicher  Mittelpunkt  ist  und  ihre  Hauptaxe  und  Neben- 
axe  respective  in  die  Axe  <ler  x  und  der  y  fallen,  ausserdem  die 
Grossen  der.  halben  Hauptaxe  und  der  halben  Nebenaxe  für  die 

Hyperbel  —  a  und  V^o  —  k,  für  die  Ellipse  yfp—a  und  % 
bekannt  sind;  so  wird  der  Punkt  (xy)  ein  DurcbschntttspurtLt 
dieser  beiden  confocalen  Kegelschnitte,  folglich  durch  dieselbe« 
jedenfalls  bestimmt  sein.  Vollständig  ist  freilieft  die  Bestimmung 
der  Lage  des  Punktes  (xy)  durch  die  beiden  in  Rede  stehend« 
confocalen  Kegelschnitte  nicht,  weil  man  naturlich  für  die  viel 
Punkte,  deren  Coordinaten 

+      +y;      x ,  -f#;  —  x,  -y\  +x>  —y 

sind,  ganz  dieselben  beiden  confocalen  Kegelschnitte  erhält:  aber 
einer  der  vier  Punkte,  in  denen  diese  beiden  Kegelschnitte  sie* 
im  Allgemeinen  jederzeit  schneiden ,  wird  der  in  Hede  stehende 
Punkt  immer  sein.  Man  kann  also  in  gewisser  Kifcksicbt  die 
beiden  confocalen  Kegelschnitte  als  eine  Art  krummliniger  CW* 
dinaten  des  durch  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y  bestina* 
ten  Punktes  (xy)  betrachten,  pflegt  jedoch  meistens  die  beide» 

durch  .r,  y  völlig  bestimmten  Grossen  k,  p ,  welche  der  Bedingung 

• 

a  <  k  <  b  <  fx 

genügen,  selbst  die  elliptischen  Coordinaten  des  durch  dw 
rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y  bestimmten  Punktes  (xy)  i« 
nennen. 

Diese  Betrachtungen  kann  man  aber  auch  umkehren.  Lässi 
man  nämlich  die  beiden  als  beliebige  unabhängige  Variable  a 
betrachtenden  Grössen  k.  p  «war  im  Allgemeinen  beliebig,  jedock 
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mariireo,  das«  X  sich  immer  arischen  den  Gränzen  a  ood  6 
fs  sieb  zwischen  den  Granzee  6  und  +oc  bewegt;  so 
*<)fd«D  zu  jeden  zwei  bestimmten  Wertben  dieser  Variablen  ge- 
wiase  bestimmte  Werthe  der  Grossen  x,  y  geboren,  welche  den 
taideo  Gleichungen: 

— +-£--1,  **  1  y>  1 

poögen,  und  nach  15)  durch  die  Formeln: 


«kr: 


a—b       '    ™  6 — a 


»  — a  y  ~~       6  —  a 


glimmt  werden,  wobei  zu  beachten  ist,  das»  wegen  der  Be- 

a<l<6<p 

fenbar 

^  ~«)^  «>,    (b  —  k)(n  ~  b) 
t  A  —  «  6  —  a 

Herzeit  positive  Grössen  sind,  die  obigen  Formeln  also  für  x,  y 
■raer  reelle  Wefthe  liefern.  Freilich  ergeben  sich  aus  diesen 
Wein  für  x,  y  die  vier  folgenden  Systeme  von  AVerthen: 

■    .  


I 

"odirch  jederzeit  vier  gegen  die  Axen  der  ar,  1/  symmetrisch 
«gende  Punkte  der  Constructionsebene  bestimmt  werden,  welche 
ner  Durchscbnittspunkte  der  durch  die  Gleichungen 

■ 


27* 
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bestimmten  confocalen  Hyperbel  and  Ellipse  sind.  L&sst  »an 
aber  1,  ft  in  der  angegebenen  Weise  sich  verändern,  und  be- 
stimmt immer  die  beiden  entsprechenden  confocalen  Kegelschnitte 
über  den  angenommenen  Axen  der  x,  y  als  Axen;  so  wird  man 
naturlich  unendlich  viele  solcher  Systeme  confocaler  Hyperbeln 
und  Ellipsen  erhalten,  welche  gewissermassen  die  Constructioos 
ebene  ganz  uberdecken,  und  in  ihren  vier  Durchschnittspunktec 
alle  Punkte  dieser  Ebene  liefern. 


§•  6. 

Um  eine  Anwendung  hiervon  zu  machen,  wollen  wir  der  Grawe 
a  den  bestimmten ,  6  übersteigenden  Werth  ^  beilegen  und  die 
bestimmte  Ellipse 

"  ■  A  =  i  1 


»)  Po—«  T  i£=~6 


betrachten.    Zwei  beliebige  Punkte  dieser  Ellipse,  deren  recht 
winklige  Coordinaten  jedoch  positiv  sein  sollen,  seien  (xo&q)  unj 
(X\ifi);  und  zugleich  werde  angenommen,  dass  x0<^aol  sei. 
diesen  beiden  Punkten  entsprechenden  Werthe  von  X  seien  1 
und  ii,  wo  Xq,  lx  die  beiden  kleineren  Wurzeln  der  Gleichung 

p— -a     Q—b       9    p  —  aTp— 6  ? 

sind,  wie  auf  der  Stelle  erhellet,  wenn  man  nur  fiberlegt,  da* 
die  beiden  Gleichungen 

i,  _sL  +  _&*    i'  ! 

fio— a     |*o—o  Mo  —  «     Mo— ö 

erfüllt  sind,  weil  die  Punkte  (x0y0)  und  der  durch  die  Gl^ 


cbung  32)  charakterisirten  Ellipse  angehören.    Setzt  man  also. 

,  _ 1 1 (*oÄ  +  yo2)  +  <«-*)  i»-4(a  -6)y0*  \ 


33) 


I  (*ia  +  V>  +  («  -  o)  1 2-4(a  -  6)^ 
K^i2  +  yi2)-(a-o)i2  +  4(«-*)^i*; 


so  ist  nach  12),  da  jetzt  Ao,  i,  die  kleineren  Wurzeln  bezeichnen 

.  Ao  =  i( *of  +  3fo2  +  «  +  W  -  i  VW . 

34) 


—  u  = 


Setzen  wir 
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a->  w  i    ^       f*0    f*0  ^ 

10  ist  nach  29)  allgemein : 

w«il  hier  dp  verschwindet,  da  (x  constant  ist;  und  bezeichnen  wir 
bbd  den  von  den  Punkten  (*r<>yo)  un&  fajyi)  bekränzten,  den  ellip- 
fifcben  Quadranten  nicht  übersteigenden  Bogen  durch  $0l$  so  ist 
joier  den  gemachten  Voraussetzungen  offenbar : 


«Ol 

tun  igt  aber  nach  dem  Vorhergehenden: 

l»o,  weil  wegen  der  aus  25)  bekannten  Formel : 

bx     x  1 


her  den  gemachten  Voraussetzungen  dx  und  dk  offenbar  gleiche 
reichen  haben: 

ü  folglich  nach  dem  Obigen : 

*>  

»  för  Ao  und  ^  ihre  Werthe  aus  34),  in  Verbindung  mit  33), 
luden  sind. 

Will  man  den  elliptischen  Quadranten  haben,  den  wir  durch 
(bezeichnen  wollen,  so  muss  man 

*o=0,  3ro=VrHe~^;  *i  =  sTfr^-u,  yi  =0 

|hw.  wofür  man  nach  33): 

Ao'  =  I  (tiQ-b)-(a-b) }«  =  (fio- c*)», 
Nt'  =  { -  a)  -f  (a  -  6)  |»  =     -  6)» ; 
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i 

also: 

and  folglich  nach  34): 

><)  =  it(^-6)  +  (a  +  6)|-i(<»0-a)  =  <i,  i 
lx  =  i  { (,i0  -  a)  +  (a  +  b }  -  «fio  -  6)  =  6 

erhält;  also  ist  nach  36): 

Bezeichnet  U  den  ganzen  Umfang  der  Ellipse,  so  ist  also 
38)  ....  .  ü  =  2/4aiV^^5)- 

» 

{.  7. 

Indem  wir  wiederum  die  durch  die  Gleichung  32)  cbraktei 
sirte  Ellipse  betrachten,  wollen  wir  das  vou  den  zweiten  Cood 
naten  y0,  yl9  der  Axe  der  x  und  dem  Umfange  der  Ellipse  b 
gränzte  Flächenstfick  derselben  zu  bestimmen  suchen,  inde 
wir  alle  im  vorhergehenden  Paragraphen  gehrauchten  Beieiej 
nungen  auch  jetzt  beibehalten.  Bezeichnen  wir  das  zu  bestif 
mende  Flächenstfick  durch  Fol ,  so  ist  nach  den  Lehren  der  b 
heren  Geometrie  bekanntlich: 


Nach  15)  ist: 


und  nach  26)  und  15)  ist: 

 a  /     —        —  fl) 

3A"~2(i-a)lf  6-a 

also 

d*~2(l^)1  ' 
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od  folglich : 

- sä--5) V  — -V  — b=T~ ' 


»Hier: 


2(6- a)  \  A — a* 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen,  wenn  Xq,  l,  ihre  aus  dem  vorher- 
sehenden Paragraphen  bekannte  Bedeutung  behalten  : 

Bezeichnen  wir  den  Flächeninhalt  der  gamen  Ellipse  durch 
£,  so  ist,  wenn  wir  wie  im  vorigen  Paragraphen  Iq  =  a,  >\  =  6 
«etzen: 


Weil  V  Po — a  und  V  ju0  —  6  die  beiden  Hai  boxen  der  Ellipse 
i'md,  so  ist,  wie  anderweitig  genugsam  bekannt  ist: 

>41)  .......  E=27iV (^-a)(^~6). 

Vergleicht  man  die  Ausdrücke  40)  und  41)  mit  einander,  so 
»halt  man  die  Formel : 


12) 


Es  wird  zweckmässig  sein,  diese  Formel  nach  einer  anderen 
Methode  zu  entwickeln,  um  dadurch  zugleich  ein  Kriterium  für 

Richtigkeit  unserer  im  Vorhergehenden  geführten  Rechnungen 
•  erhalten. 

Setzt  man 

b — issti,   A=6 — u; 

i 

iL— a  =  6  —  a  —  «,   cU  = — du; 
v  1 — a  w  6  — u  —  ti 
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und  weil  nun  für  Jl=a,  X=b  respective  u=6-a,  m  =  0  ist 


so  ist: 


Setzen  wir  ferner  u  =  t>*,  was  verstattet  ist,  weil  u  jeden- 
falls positiv  ist,  und  nehmen  v  positiv,  so  ist  öu  =  2cd»,  also: 

and  folglich,  weil  für  u=0,  11=6— a  respective  r=0,  b=V6-i 
ist: 


7"     Bu)[  b-l-u-2/  Vb=h^* 
o  o 

folglich  oach  dem  Obigen: 


0 

Nach  einer  sehr  bekannten  Reductionsformel *)  ist  aber: 

also  offenbar: 

y*=i      „«de  o— a  pV*^  dv 


♦ 

also  nach  dem  Obigen: 


o 


Endlich  ist: 

Sc 


♦)  M.a.  meine  Elemente  der  Differential-  und  Integril' 
rechnung.    Tbl.  II.  S.86.  §.5T. 
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also,  wenn  wir 


v 

w  = 


V6-a 
Bv  Bio 


\T6-a-v*  VT=^' 

und  folglich,  weil  für  ü  =  0.  ©  =  V6  — a  respective  w  =  0, 
*=list: 

O  o 
also  nach  dem  Obigen : 

«  o 

Nqd  ist  aber  nach  einer  Fundamentalformel  der  Differential 
rechnuog  offenbar: 

o 

also: 

a 

Ranz  eben  so  wie  wir  in  42)  gefunden  haben. 

So  leisten  die  elliptischen  Coordinaten- Transformationen  über- 
haupt häufig  bei  der  Auswertung  bestimmter  Integrale  vortreff- 
Behe  Dienste,  was  das  Vorhergehende  einigermassen  zu  erläutern 
*ohl  geeignet  sein  wird. 
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Theorie  der  elliptischen  Coordinaten  im  Räume. 


Von 

dem  Herausgeber. 


§  1 

Wir  beschäftigen  uns  zuerst  mit  der  Discussion  der  Wurzel) 
der  Gleiqfiung: 

1)  —    +  v  .  +  —  ±J  =0, 

welche  leicht  auf  die  Form: 

2) 

-f  |(aÄ  +  6c  +  ca)T[(6  +  c)^-f  (c  +«&2  +  (a  +  6)r*]tf  (  =0, 
- 1  a£c  +  (6c*2  +  cay»  +  afa«)  |  » 

oder  auf  die  Form: 

3) 

+  |(a6+6c+ca)T(<i+Ä+c)(xHy2+Ja)±(a^HV+«*)l^  t  = 
-  { abc  T  (äcj:»  +  coy«  +  aox«)  1 

gebracht  wird. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  aber  zwischen  den  Grössen 
b,  c  das  bestimmte  Grössen  verhältoiss 
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roraussetzen,  wodurch  die  Allgemeinheit  der  Untersuchung  nicht 
beeinträchtigt  wird.  Durch  £  und  J  soll  im  Folgenden  respective 
sine  positive  unendlich  kleine  Grösse  und  eine  positive  unendlich 
»rosse  Grösse  bezeichnet  werden. 

Zuerst  betrachten  wir  die  Gleichung: 

j.2            ,.1  JL 
1)   +•        A  +  +1=0 

p  —  a    p — o    p — c 
wid  setzen  der  Kürze  wegen: 

x*         y2  2* 

/v*'      p  —  a  '  p  — 6     p  —  c 

l'nter  dieser  Voraussetzung  ist: 

X2  tJ2  z* 

also  fla+t)  offenbar  positiv;  dagegen  ist: 

X2  t/*  2* 

/v       '     b  —  a  —  i     t   '  b  —  c+  t  ' 

(olglich  fljb  —  i)  offenbar  negativ;  daher  liegt  zwischen  a  und  6 
eine  reelle  Wurzel  unserer  Gleichung  4),  weil  zwischen  diesen 
Gränzen  Unterbrechungen  der  Stetigkeit  der  Function  /*(p)  offen- 
bar nicht  Statt  finden  können.  Auf  ganz  ähnliche  Art  kann  ge- 
zeigt werden,  dass  auch  zwischen  b  und  c  eine  reelle  Wurzel 
der  Gleichung  4)  liegen  muss,  woraus  nun  auch  ganz  von  selbst 
folgt,  dass  die  dritte  Wurzel  dieser  Gleichung  gleichfalls  nur  reell 
sein  kann,  und  es  also  bloss  noch  auf  die  Bestimmung  der  Grän- 
wn  ankommt,  zwischen  denen  diese  dritte  reelle  Wurzel  liegen 
muss.   Nun  ist  aber: 

y2  2* 

f(-J)  =-J+a  -j+b-T+c  +  1 

und 

X2  tf*  Z2 

f(a  —  i)—--r  +  +  —_-•+  1, 

aUo  offenbar  /*(—  J)  positiv  und  /(a-— i)  negativ,  woraus  sich  er- 
gabt, dass  die  dritte  reelle  Wurzel  zwischen  den  Gränzen  —  ar 
md  a  liegt,  also  die  Gleichung  4)  drei  im  Allgemeinen  ungleiche 
reelle  Wurzeln  hat,  welche  in  den  durch  die  GrÄssen 
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—  oc,  a,  b,  c 
bestimmten  drei  Intervallen  liegeu. 
Weil,  wie  man  leicht  findet: 

*w-K£)"*<A)'*G-i)>  ■ 

'I 

■ 

ist,  so  haben  Bo  und  df(g)  stets  entgegengesetzte  Vorzeichen,  so 
dass  also,  wenn  g  zwischen  gewissen  Gränzen,  zwischen  denen 
keine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  von  fto)  eintritt,  wächst  oder 
abnimmt,  zwischen  denselben  Gränzen  flo)  respective  stets  ab- 
nehmen oder  stets  wachsen  muss. 

Ferner  betrachten  wir  die  Gleichung: 
5)  ■•**-  +  **  -1=0,  J 

Q  —  a      Q  —  6      Q  —  C 


und  setzen  der  Kurze  wegen; 
Weil 


.T2  V2  22 

I 

also  offenbar  F(o  +  i)  positiv  und  F(6— t)  negativ  ist;  so  liegt 
zwischen  a  und  6  eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung  5).  Ganz 
eben  so  wird  gezeigt,  dass  auch  zwischen  6  und  c  eine  reelle 
Wurzel  dieser  Gleichung  liegt,  woraus  nun  schon  von  selbst  folgt 
dass  deren  dritte  Wurzel  gleichfalls  reell  sein  muss,  und  also 
bloss  noch  die  Gränzen  dieser  dritten  reellen  Wurzel  zu  bestim- 
men sind.    Weil  aber 

und 

F(+J)  =  ~a  +  £b  +  j^c-l, 
also  offenbar  F(c+i)  positiv  und  F\+J)  negativ  ist,  so  kann  die 
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dritte  reelle  Wurzel  nur  zwischen  c  und  +  oc  liegen,  and  die  Glei- 
chung 5)  hat  also  drei  im  Allgemeinen  ungleiche  reelle  Wurzeln, 
welche  in  den  durch  die  Grössen 

n,  6,  c,  +oo 

bestimmten  drei  Intervallen  liegen. 

Weil 

»««-I(^)'+(ä)'+(~)-C. 

ist,  so  haben  dp  und  dF(p)  stets  entgegengesetzte  Vorzeichen, 
uod  wenn  also  p  zwischen  gewissen  Gränzen,  zwischen  denen 
eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  von  F(p)  nicht  eintritt,  wächst 
oder  abnimmt,  so  wird  zwischen  denselben  Gränzen  F(q)  respec- 
tive  stet»  abnehmen  oder  stets  wachsen. 

§.  2. 

Die  drei  im  Allgemeinen  ungleichen  reellen  Wurzeln  der  Glei- 
chung 

Q—a     p  — b  Q—c— 

«zeichnen  wir  durch  X,  p,  v;  und  haben  mit  Rucksicht  auf  die 
Heichung  3)  nach  einem  allgemeinen  Satze  von  den  Gleichungen 
tischen  diesen  drei  Wurzeln  die  drei  Gleichungen: 

6) 

X  +  p  +  v  =  (a  +  b  +  c)+(x*  +  y*  +  z*), 

-f-  fiV  vi 

=  {ab  +  bc  +  ca)  +  («  +  b  +  c)(x*  +  y*  +  z2)  db  (fl*2  +  Oy*  +  «*) , 
JLftv  =  aoc  +  (6c:r2  +  cay2  +  aox2) . 

Da  A,  p,  v  offenbar  auch  die  Wurzeln  der  Gleichung 

TMXp-c)  -f.y*(p-c)(p-a)+2»(p-a)(p-6)db(p-«)(p-6)(p-c)  =  0 

ler 

-«)(^6)(p-c)db^(p-6)(p-c)dbÄ(p-c)(p  -  <i)+2a(p-a)(p-6) = 0 

id,  so  ist  für  jedes  p  nach  einem  bekannten  Satze  von  den 
eicbongen : 
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7) 

(P— o)(f  -6)(t>-  e)  ixHa-b)(9-c)  ±9*(9—c)(9-a)  ±  x*(g  -  a){g-b\ 

=  (*-*.)(«- -v). 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung,  welche,  wie  bemerkt,  för  je- 
des Q  gilt,  nach  und  nach  Q  =  a,  0  =  6,  o  =  c;  so  erhält 
die  folgenden  Gleichungen: 

(a  _  6)(a  -  c)x*  =  ±(a- A)(a  -  ti)(a  -  v) , 

8)  .  .  .  i(b-c)(b-a)y*=±(b-k)(b~pHb-v), 

(c  —  <i)(c  —       =±(c— A)(c  — f*)(c  —  v) ; 


oder: 


^  —  ■  («— *)(«— fO(a--y) 

-±_    («-.6)(o-c)  ' 


2  _  ,  (c  —  A)(c  —  fi)(c  — v) 
2   ~~±      (c— a)(c-6) 


Setzt  man  in  der  Gleichung  7)  nach  und  nach  q=  k9  e  =  i* 
p  =  v .  und  der  Kürze  wegen  : 

;  L  =  (L-a)(lL-b)(k-c). 

10)  I  M  =  (fi  —  «)(fi  —  £)(f*— c), 

(iV  =  (v-a)(V-.Ä)(V-c); 

so  erhält  man  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

11) 

L  ±(k-b)(k-c)x*±(X-c)a-a)y*±(l-a){X-6)z*  =  0, 

6)(p  -  c)x*  +  (/i  -  c)(fi  -  a)jy*  ±  (p  -  a)(p- b)z*  =  0 . 

iV+(v—  6)(v~c)^+(v—  c)(v— a)(v  —  b)z*  =  0. 

Multrplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit: 

(p  —  c)(fi  —  a) .  (v  —  a)(v  —  6) — — a)(p — 6) .  (v  — —  a) 
=    (ft  -  a)(v  -  a)  \  (fi  -  c)(v-o)  -  (p  -  6)(v-  c)  * 
=  -  (6  —  c)(fi  —  v)(f*  —  a)(v  —  a) , 

(v  _  c)(v  -«).(*-  a)(A  -6)-(v- a)(v  —  6).(A— c)(A —  a) 
=  (v-.a)a-ii)Kv-c)(A-6)^(v-6)(A-c)t 
=  -  (6  -c)(v  ~  A)(v-o)(A~  a) , 
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(1  _  c)(l  —  a).(fi — a)(p — 6)  —  (A— a)(X—         — c)(f*  —  o) 

=  -  (6  -  c)U  -       -  a)(p  -  a) ; 
oder,  wenn  der  Kurze  wegen: 

12)  |i?  =  (A~6)(f*~Ä)(v-6), 

(c=(A-c)(f*-c)(v-c) 

gesetzt  wird,  nach  der  Reihe  mit 

c)Gi-y)/<     _  (6— c)(v  -  X)A.        (6 — —  p)A 
X — a        9  (i  —  a       *  v  —  a 

ud  addirt  dann  die  drei  Gleichungen  zu  einander;  so  erhält  man 
»ach  einfacher  Reduction  die  Gleichung: 

?-—/,+ 

X  —  a       fi  — a       v  —  a 

i  (fi-v)(A— c)  (v  -  6)(m-c)  (A— |ii)(y-6)(v~  r)  j  f 
1  f         X-a  *  fi-a  +  v—a         \  x 

=  0, 

»der,  wie  sogleich  erhellet: 

j 

v  f  i  —  a        (i  —  a        v  —  a  ' 

Nimmt  man  aber  in  dieser  Gleichung  eine  einfache  Vertauschung 
der  Bachstaben  vor,  so  erhält  man  überhaupt  die  drei  folgenden 
Gleichungen : 

13) 

;      fl  — V  V  X  X—  U 

*  a  —  a       ft  —  o        v  —  a  > 
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Aus  den  drei  Gleichungen  11)  ergeben  sieb  auch  unmittelbar 
die  drei  folgenden  Gleichungen: 

\(k  —  b)(\ — c)M  —  (ft  —      -  c)L  I 

+  l(X-c)(k-a)M-(n-c)(ti-a)L\!,*  }  =0, 

-f  ( (X  -  a)(X  -  b)M- (ft -  a)(ft-6)L|  2« 

{ (fi  —  6)  (n  -  c)iV -(v-6)(v-c)jfU* 
+  { ( ii  -  c)  Ot  -  a)  ZV  -  (v  -  c)  ( v ~ a )  /V }  y »  [  =  0 . 
-f  { (,*  -  a)(ti  -  b)N—  (v-a)(v—b)M\  z* 

I  (V  -  6)(v  -  c)L  —  (A  —      —  c)A  I 
+  {(V-c)(v-a)L-(A-c)(A— a)Wy»  J  =0 
+  { (v  -  «)(v  —  6)L  -  (X  -  a)(A— b)N\  2* 

oder : 


A — a 

MN 

ßlN 

(i — a 

v  —  a 

JNL 

NL 

(S-ÄW 

olso  offenbar: 

14) 


(1- 

•6)(fi-6)T 

ys 

1 

(<•- 

•o)(v- 

a)  +  (,.- 

(V- 

«)  +  (v- 

-6)  + 

2» 


=  0, 


=0. 


Schreibt  man  die  für  jedes  0  geltende  Gleichung  7)  mter 
der  Form:  • 
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» 

15) 

a*        y*        z%      1=  A)(p-ft)(p-r) 

iod  differeotiirt  dieselbe  dann  nach  p,  so  erhält  man  die  Glei- 

Ug: 

t 

~(p-A)(o-fi)((>-v)[(g-«)(p-6)-f(p~6)(g-c)-|-(o-c)(^-0)]. 


Uo,  wenn  wir  nach  und  nach  p  =  A,  Q  =  (i,  p  =  v  setzen: 

17) 

U-a>/  +Vi-c/  l-  +  (A-«)(<l-o)(l-c)' 

f  *  V  .  /  _JL  V  4.  f      V_  T  i^Kf^)  

U-u/  +  Vv— — +  (v-o)(v-6)(v-c)" 

Die  durch  Differentiation  hergeleitete  Gleichung  15)  kann 
an  auch  auf  folgende  Art  schreiben : 

(£,)'+ (ÄMrU' 

1  +  A*  ' 


—  A)(p— (>— A    P— 0-  v 

~  +  (p-a)(p-6)(p-c)J  1  1  1 

»      p  —  er     Q—~b     q  —  c 

Uo  auf  folgende  Art : 

.  t fp-^)(g-^)(p— v)  j      A— <i  — Q       ,       v—c  j 

(?-a)(p-Ä)(p-c)  j(p_fl)(p-A)  +  (p-6)(p-fi)  +(e-c)(p-v)J 

voraus  sich«  wenn  man  hiemit  16)  verbindet,  die  Relation: 

1  hnl  XXXIX.  28 
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(.4-.y+to)+(^j 


19)   Zä  IS 

o  —  aTo— 6  r  ^  —  c 

i       i  — a  (n  — 6   v  —  c  | 

 q)(o - A)  +  (o - 6)(p - fi)  +  (o  - «)<P — v>  t 

ergiebt. 

Aus  den  Formeln  9)  erhält  man  durch  partielle  Differential 
nach  A,  fi,  v: 


oder: 


«■fr 

-V) 

-b)(a- 

-c)' 

_(•• 
=+(«- 

—  v)(a- 
-6)(a- 

-1) 
-*>' 

=+(« 

-»)(«- 
-6)(a- 

(6- 
-  +  (6- 

-p)(6- 
-c)(6- 

V) 

i)' 

2«^ 

-T(6 

-v)(6- 
— c)(A— 

-*) 

-T(b- 

-*)(*- 

(*). 

"T(6- 

..)' 

-f*)(C- 

-V) 

+  (c 

-a)(c- 

-6)' 

-T(C 

-v)(c- 

-*) 

~+(c 

-«)(«- 

-6)* 

-T(C 

-A)(c-m) 

-  +  (c 

-a)(c- 

-6) 

x£?  (q— fi)(a — v)  J[_ 
äi-i'2•(o-6)(o-c)•a:», 

3a:     _j?  (q  —  y)(q  —  A)  ^_ 
a7"~*  2  *  (q— o)(q-^c) "  ' 

tta:        «  (a  —  A)(o  —  p) 
6V        2  '  (a~-6)(a-=c)  ' 
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a#»~T2,(6-c)(6-a),iy»> 

%f_xy  »-*)(* -p)  1  . 
av-  +  5'(6--c)(6^7)V' 


x  (c  —  /»)(c— v)  l 
aA"-  +  3*(c—a)(<?-6)"*4' 

ax__ i  (c— v) (c — i)  i 

aft""^2*(c— a)(c— 6)'z»' 
av-"f'^^c-a)<c-6)•z*, 


«i  folglich  nach  9): 

dx 

äi 
a* 

dx 

* 

si 


20) 

X 

~~2* 

1 

a-l 

*  1 

~  2*  A-a' 

-2' 

1 

a— fi 

*  l 

=  2i="a' 

X 

1 

a — v 

x  1 

-  2'v-a' 

-l 

1 

6-A 

_2  1 
-2M  6' 

y    _1_       y  1 
af*— "2*6— f*"2  V— 6' 

&  y.    1  -y   1  . 

av-  2*-v— 2V-&' 

ax  %  _i  2 

aA  —  2"c-i  — c* 


8r 


a^i        2  *  c  —       2 "  p  —  e' 

dz  _     i  _1  i  1 

a»  — ~2  c-v  —  2'v-c' 


Weil  dud 
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ist;  so  ist  nach  den  vorstehenden  Formeln : 

.       z  /  dk        du        dv  \ 
c    ft— c  v—cj 

Quadrirt  man  diese  Gleichungen  und  addirt  sie  dann  so  ei* 
ander,  so  erhält  man  offenbar  die  folgende  Gleichung: 

+  |(ÄWA)'*fe)> 

+  2  j  U- «)(,» -«)  +  (i_6)(,i-6) +  U-c)0»  - o  i  ^ 

(fi-a)(v-a)  +  {p-b){v=B)  +  (|i-e)(v^7)  I 

+  2  )  (v-a)(A-^)  +  (i^6) (Ä^6j  +  rv"-c)(A  — c)  ^  ^ • 
und  folglich  nach  17)  und  14): 

22)  4(d*»  + v+a2*) 

— v) 

-+(X-a)(i-6)(i-c)dX 


r<>-a)0*— Ä)(^-c)Cft 


(v-A)(y-fi) 
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oder,  wenn  der  Karze  wegen: 

23) 

//  _T      (A-^(A-v)  (X-fi)(l—v) 
~'t*4a-a)a-6)(A-c)-+        iL  ' 

Qi-v)(ft-A)  (^-vK^-A) 
^  4(p  -  a)^-      -c)-+  ' 

TV'  =  *  (v  — A)(v— fO   (y-A)(v—  p) 

T  4(v  -  «)(v  -  b)(v  -  c)  -  +  4JV 

♦ 

sesetzt  wird: 

24).  .  .  .  a^+a^+a2»=L/aA»+^a^+iV'av« 


8.  3. 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  welche  Flächen  des  zweiten 
Grades  durch  die  Gleichungen: 


wler: 


A— a  '  k—b  ^  k-c 


ß  —  a     fi  —  o    p —  c 


—  +  ~  — i  +  —  =  i 

v—a  T  v— b     v  — r 


tafjrestellt  werden,  wenn  wir  voraussetzen,  das* 

a<A<6<,*<c<v 

so  dass  also  k,  p,  v  in  dieser  Folge  nach  der  Grösse  auf- 
zeigend geordnet  sind.  Schreiben  wir  aber  diese  Gleichungen 
Wer  der  Form : 
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—  *     ;  —  ~ — ;  =  1, 


A — a    b  —  X  c-A 
'p  — a    f» — b    c  —  (i 

X*  V*  2* 

—  +      +  —  =  i ; 

v  —  a     v — b     v  —  c 

wo  nun  alle  Nenner  positiv  sind,  so  ergiebt  sich  aus  der  allge- 
meinen Theorie  der  Flächen  des  zweiten  Grades*)  ohne  Weiteres 
dass  die  erste,  zweite,  dritte  Gleichung  respective  ein  Hyperbo- 
loid  mit  zwei  Fächern,  ein  Hyperboloid  mit  einem  Fache,  tu 
KUipseid  darstellt 


Wir  wollen  nun  die  Hauptschnitte  dieser  Flächen  genaue 
untersuchen. 

Die  Gleichungen  der  durch  die  Axen  der  x  und  y  gelegte 
Sc  hnitte  sind  beziehungsweise : 

 7        T  =  1  , 


X-a    b — k 


p — a     ft —  6 


=  I, 


v — a  '  v  — 6 

und  sind  also  respective  eine  Hyperbel,  eine  Ellipse,  eine  Ellips 
Weil  fi — a>f*  —  6,  v  —  a>v — b  ist,  so  ist  für  alle  drei  Kegl 
schnitte  die  Axe  der  x  die  Hauptaxe,  in  welcher  die  Brennpanh 
liegen,  und  die  Axe  der  y  ist  die  Nebenaxe.  Die  Quadrate  d 
halben  Excentricitäten  sind  beziehungsweise: 

( VA  -  «)»  +  ( \Tb -  A)*  =  (A — a)  -\r(b — A)  =  6 —  a, 

(\rLl  —  a)*-(Vn  —  b)t  =  (fi-a)  —  (ii~b)  =  b  —  ay 


>fv  —  a)*  —  (V  v  — 6)a  =  (v  —  a)-(v—b)  =  b  —  a; 

und  die  durch  die  Axen  der  x  und  y  gelegten  Schnitte  sind  fol 
lieh  confocal  für  alle  Werthe  von  A,  p,  v. 

Die  Gleichungen  der  durch  die  Axen  der  y  und  z  gelegt 
Schnitte  sind  beziehungsweise: 


•)  M.  *.  meine  Elemente  der  anaiv  tischen  Geomeiri 
Thl.  II.  S.210.  §.76. 
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wl  sind  also  respective  imaginär,  eine  Hyperbel,  eine  Ellipse, 
foil  v— 6>v — c  igt,  so  ist  für  beide  Kegelschnitte  die  Axe  der 
die  Hauptaxe,  in  welcher  die  Brennpunkte  liegen,  und  die  Axe 
fr  z  ist  die  Nebenaze.  Die  Quadrate  der  halben  Excentricitäten 
ind  beziehungsweise: 

(V^)*  +  =  (fi-Ä)  +  (c-f*)  =  c-b , 

■ 

(\Av_6)J_(V7^~c)»  =  (v  — 6)  — (v— c)  =  c— 6; 

id  die  durch  die  Axen  der  y  und  z  gelegten  Schnitte  sind  folg- 
h  wiederum  confocal  für  alle  Werthe  voo  A,  ft,  v.  „ 

Die  Gleichungen  der  durch  die  Axen  der  z  und  x  gelegten 
bnitte  sind  beziehungsweise: 

x*  za 


l—a  c—k 
x* 


p—a     c — u 

x2  z* 
v  —a     v  —  c 


=  1, 


=  1; 


1  sind  also  respective  eine  Hyperbel,  eine  Hyperbel,  eine  Ellipse 
?il  v  — a>v — c  ist,  so  ist  für  alle  drei  Kegelschnitte  die  Axe 
x  die  Hauptaxe,  in  welcher  die  Brennpunkte  liegen,  und  die 
e  der  z  ist  die  Nehenaxe.    Die  Quadrate  der  halben  Excentri- 
iten  sind  beziehungsweise: 

- 

(VT^i)*  +  (V~W  =  (A— a)  +  (c-l)  =  c-a, 

(V^^)"  +  ^r~fi)*  =  (f*  -  «)  +  (c  ~  fO  =  c  -  o , 

(V v~— ö)*— (V v— c)*  =  (v  -  a)  -  (v  -  c)  =  c  —  a ; 

1  auch  die  durch  die  Axen  der  z  und  x  gelegten  Schnitte  sind 
(lieh  confocal  für  alle  Werthe  von  A,  /n,  v. 

Wegen  dieser  Eigenschaften  der  Hauptschnitte  nennt  man 
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die  drei  durch  die  Gleichungen  26)  charakterisirten  Flächen  dw 
zweiten  Grades  seihst  confocal,  eine  Eigenschaft,  welche  dienen 
Flächen  für  alle  Werthe  von  k9  zukommt 

Wenn  (xyz)  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  unserer  drei  cod 
focalen  Flächen  ist,  und  die  veränderlichen  oder  laufenden  Coor- 
dinaten jetzt  durch  m,  ü,  to  bezeichnet  werden:  so  sind  bekannt- 
lich die  Gleichungen  der  Berührungsebenen  der  drei  Flächen  in 
dem  Punkte  (xyz)  respective: 

.  +  1  ~a  +  i  _  «  —  1 ' 


k  —  a     k —  b  1  k~r 


4 


und  weil  wir  nun  nach  14)  die  drei  folgenden  Gleichungen  ha 

so  stehen  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geonl 
trie  die  drei  in  Rede  stehenden  Berührungsebenen  je 
derzeit  gegenseitig  auf  einander  senkrecht;  und  ml 
kann  also  auch  sagen,  dass  die  Durchsch  nittslir/ie 
der  drei  confocalen  Flächen  gegenseitig  auf  einan 
sen  krecht  stehen. 


Wir  wollen  uns  jetzt  im  Räume  ein  beliebiges  rechtwinklig 
(Koordinatensystem  der  xyz,  und  einen  eanz  beliebigen  Ponktj 
dessen  Coordinaten  durch  x,  y,  z  bezeichnet  werden  mögen,  de»i 
ken.  Nun  nehmen  wir  drei  beliebige  Grössen  a,  b ,  c  an.  wekM 
wir  jedoch  grösserer  Bestimmtheit  wegen  der  Bedingung  untefj 
werfen,  dass  n  <  b  <,  c  sein  soll.    Bilden  wir  dann  die  Gleichst 

+    ü     +  -  1, 

o  —  #i     p  —       o  —  c 
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so  hat  dieselbe,  wie  im  Obigen  gezeigt  worden  ist,  jederzeit  drei 
reelle  ungleiche  Wurzeln  k,  v,  die  sich  durch  Auflösung  der  vor" 
stehenden  Gleichung  bestimmen  lassen,  und  von  denen  wir  aus 
dem  Obigen  wissen,  dass  sie  in  den  drei  durch  die  Grossen 

a,  6,  c,  +qo 

bestimmten  Intervallen  liegen,  so  dass  also,  wenn  wir  grösserer 
Bestimmtheit  wegen  annehmen,  dass  die  Wurzeln  X,  p,  v  in  die- 
ser Folge  nach  ihrer  Grösse  aufsteigend  geordnet  seien,  jederzeit 

* 

ist.  Die  Coordinaten  unseres  Punktes  (etyz)  genügen  hiernach 
den  drei  Gleichungen: 

-*Ä-j._yL,j.    **  1 

^  +  A+jLal 
fi  —  a  '     —  b     fi  —  c 

v  —  er     v — 6  1  v — c 

und  der  Punkt  (xyi)  ist  also  ein,  den  durch  diese  drei  Gleichun- 
gen dargestellten  confocalen  Flächen  des  zweiten  Grades,  von 
denen  die  erste  ein  Hyperboloid  mit  zwei  Fächern,  die  zweite  ein 
Hyperboloid  mit  einem  Fache,  die  dritte  ein  Ellipsoid  ist,  gemein- 
schaftlicher Punkt.  Construirt  man  also  diese  drei  Flächen,  —  oder 
denkt  sich  dieselben  construirt,  —  so  wird  der  Punkt  (xyz)  ein 
Durchschnittspunkt  dieser  drei  confocalen  Flächen  des  zweiten 
Grades,  folglich  durch  dieselben  jedenfalls  bestimmt  sein.  Voll- 
ständig ist  freilich  die  Bestimmung  der  Lage  des  Punktes  {xyi) 
durch  die  drei  in  Rede  stehenden  confocalen  Flächen  des  zweiten 
Grades  nicht,  weil  man  natürlich  für  die  acht  Punkte,  deren 
Coordinaten 


— 

+  r; 

+  *; 

+  ar, 

—y> 

+  *; 

+  x, 

+*. 

— *; 

-jr, 

+y> 

—  2; 

—  x, 

—  2; 

-y> 

—  z 
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i 

sind,  ganz  dieselben  drei  confocalen  Flächen  des  zweiten  Graden 
erhält;  aber  einer  der  acht  Punkte,  in  denen  diese  drei  coofoea 
len  Flächen  des  zweiten  Grades  sich  im  Allgemeinen  jedenek 
schneiden,  wird  der  in  Rede  stehende  Punkt  immer  sein.  Mao 
kann  also  in  gewisser  Rucksicht  die  drei  confocalen  Flächen  des 
zweiten  Grades  als  eine  Art  kruraniflächiger  Coordinaten  des  durch 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  yt  z  bestimmten  Punktes  (xyi) 
betrachten,  pflegt  jedoch  meistens  auch  bei  Betrachtungen  im 
Räume  überhaupt  die  drei  durch  x,  y,  i  völlig  bestimmten  Gröben 
A,  p,  v,  welche  der  Bedingung 

o<l<6<i»<c<y 

genügen,  selbst  die  elliptischen  Coordinaten  des  durch  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  bestimmten  Punktes  (xyi)  11 
nennen. 

Diese  Betrachtungen  kann  man  aber  auch  umkehren.  Las«« 
man  nämlich  die  drei  als  beliebige  unabhängige  Variable  zu  be- 
trachtenden Grössen  A.  p,  v  zwar  im  Allgemeinen  beliebig,  jedocb 
so  variiren,  dass  A  sich  immer  zwischen  den  Grünzen  a  und  6 . 

sich  zwischen  den  Gränzen  b  und  c,  v  sich  zwischen  den  Gran«  i 
zen  c  und  -f-oc  bewegt;  so  werden  zu  jeden  drei  bestimmte»! 
Werthen  dieser  Variablen  gewisse  bestimmte  Werthe  der  Grösse* 
xyy,  z  gehören,  welche  den  drei  Gleichungen: 

■ 

A-a+Ä-6  f  A-o""1' 


X*  M2  2* 

+  Ä  +  =  1  ' 

ft — 0      fl  —  C 


,  —  a  •  y — 6     v  —  c 


genügen,  und  nach  9)  durch  die  Formeln: 

2_     (a  —  k)(a  —  tL)(a  -  v) 
*  (a"-  6)(fl  — c)  1 

a_  (6-A)(o-,0(6-v) 
y  """"      (6-c)(A— «)  p 

t=_ (c  -  Wc-jO(c-_v) 
(c— *i)(c  — 6) 

oder: 
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t  _  (}- g)(ft  —  a)(v—o) 
*  ~      (6_a)(C-«)  ' 


.  _  (6— AH^ — 6)(v— 6) 
y  "      (c-  6)(6— a)  '* 

«__(r-A)(c-fi)(v-c) 

■ 

bestimmt  werden,  wobei  zu  beachten  ist,  dass  wegen  der  Be~ 
iiogung 


<!<*<6<f4<C<V 


•Ifenbar 


(i  -«)((«  —  n)(v-«l) 
(6-a)(c-a)  ' 

(6  -  A)(n  -b)'v-b) 
"(r,-b)(b-a)  ' 

(c  — A)(c— p)(v  —  c) 

jederzeit  positive  (Brossen  sind,  die  obigen  Formeln  also  für  ar,  y, 
:  immer  reelle  Werthe  liefern.  Freilich  ergeben  sich  aus  diesen 
Formeln,  wenn  wir  der  Kürze  wegen: 

_  (X-fl)Qi-a)(v-a) 
"  —      (a-6)(a-c)  ' 

*  _  (A-6)Qi-6)(v-6) 
[  *-     (6_c)(6-a)  * 

1  (A_r)(|[i_c)(v-c) 

*~      (e— «)(c-6) 

setzen,  für  x9  y,  z  die  acht  entsprechenden  Systeme  von  Werthen  : 


y  = 

1  V*, 

x  =  +  Vtf; 

*  =  -  V/Ü, 

y  = 

+  v*. 

:=  +  Vtf; 

*  =  —  Vü, 

y  = 

*  =  +  Vü  , 

#  = 

.v  = 

+  v», 

2  =  —  V£; 

■ 
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x=+VA,  y  =  —  V»,  2  =  — vtf; 

wodurch  jederzeit  acht  gegen  die  Axen  der  x,  y,  ^  symmetrisch 
liegende  Punkte  im  Räume  bestimmt  werden,  welche  die  acht 
Durchschnittspunkte  der  durch  die  Gleichungen: 

-  I  ^     _i_  -  _  —  1 


oc*  y*  2' 


=  1, 


v  —  a     v — b     v  —  c 

bestimmten  drei  'confocalen  Flächen  des  zweiten  Grades:  eine* 
Hyperboloids  mit  zwei  Fächern,  eines  Hyperboloids  mit  eine« 
Fache  und  eines  Ellipsoids,  sind.  Lässt  man  aber  l,  fi,  v  in  der 
angegebenen  Weise  sich  verändern,  und  bestimmt  immer  die  drei 
entsprechenden  confocalen  Flächen  des  zweiten  Grades  über  de* 
angenommenen  Axen  der  x,  yt  2  als  Axen ;  so  wird  man  naturlich 
unendlich  viele  solcher  Systeme  von  confocalen  Hyperboloiden  mit 
zwei  Fächern,  Hyperboloiden  mit  einein  Fache  und  EllipsoideA 
erhalten,  welche  gewissermassen  den  ganzen  Raum  ausfällen, 
und  in  ihren  acht  Durchschnittspunkten  alle  Punkte  des  Raune« 
liefern. 


§.  5. 

Um  eine  Anwendung  des  Bisherigen  zu  zeigen,  wollen  wir 
der. Grosse  v  den  bestimmten,  c  übersteigenden  Werth  v0  beile- 
gen, und  das  bestimmte  Fllipsoid 

27)  — -  +  -^-7  +  — -  =  l 

betrachten,  indem  wir  von  demselben  nur  den  in  dem  ersten  der 
acht  durch  die  Axen  der  x,  y,  2  bestimmten  körperlichen  Win- 
kel, welchem  die  positiven  Theile  der  in  Rede  stehenden  Aien 
entsprechen,  liegenden  Theil  in's  Auge  fassen. 

Denken  wir  uns  auf  der  Oberfläche  dieses  Theiles  des  Ellip- 
soids einen  beliebigen  Punkt  und  die  beiden  durch  denselben 


1 
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gelegten  confocalen  Hyperboloide,  so  stehen  deren  Durchschnitte» 
linien  mit  dem  Ellipsoid  und  mit  einander  bekanntlich  gegenseitig 
auf  einander  senkrecht.  Die  Quadrate  der  Elemente  der  beiden 
Durcfascbnittslinien  mit  dem  Ellipsoid  erhält  man  aber  offenbar 
aus  der  Gleichung  24),  «renn  man  etwa  zuerst  fi,  v  als  constant 
betrachtet  und  folglich  dfi=0,  öv  =  0  setzt,  dann  A,  v  als  con- 
atant  betrachtet  und  folglich  3A  =  0,  dv  =  0  setzt,  wodurch  man 
nach  24)  die  folgenden  Ausdrücke  für  die  Quadrate  dieser  Ele- 
mente erhält,  indem  man  natürlich  v0  für  v  schreibt: 

wo 

 q~ft)(A-v0)  0*-A)(vo-A) 

**  —  4(A— a)(X-b){k— c)""4(i-fl)(6  —  AKc-A)* 

> 


o)(fi—  6)(fi  —  c)  " 4(fi  —  o)(fi  —  6)(c — fi) 

zu  setzen  ist,  so  dass  also  die  beiden  auf  einander  senkrecht 
stehenden  Linienelemente  selbst: 


1A3 1/~    0*  — A)(v0-A) 

(A-«)(6-A)(c-A)' 


sind.  Folglich  ist  das  Flächenelement: 


l  (f*-^Vr(v0-A)(y0--f*)  ^ 

4 -  VCA— a)(b  -  A)(c  —  A)  (fi  —  «)(fi- 6)(c  -  fi)  ' 

nod  da  sich  nun  A  von  a  bis  6,  fi  von  b  bis  c  verändern  kann, 
so  ist,  wenn  F  den  Inhalt  der  Oberfläche  des  ganzen  Ellipsoid« 
bezeichnet: 

iF=1  /"/*'  ,      o^Vi^^Eg  aia„ 

V4  «/  V(A-a)(6-i)(C-A)(».-a)(,«-6)(c-,0 

lim: 

•28) 

^  J  V^(i-a)(6-lM«-i)(M-«)(f-*)(«-f») 
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Das  Quadrat  eines  ganz  beliebigen  Körpereleraents  ist,  wie 
aus  den  vorhergehenden  Betrachtangen  steh  ohne  Weiteres  ergiebt: 


wo 


(A-tQ(A-v)  (/*—A)(r  —  A) 

u  -4a-o)(A-^)(A-c)  -~4(A-aK6-A)(c- A)' 

_     Qt-y)(f»-i)  (v-fOO*-*) 

-^^-^(^-ftXfi-.c)  ~  4(>-«)r> -6)(c  -  ,*)  * 

(v-A)(v-fi)  (v-~A)(v~fi) 

4<v — o)(v — 6)(v  —  c)     4(v — a)(v  —  6)(v  —  c) 

zu  setzen  ist,  so  dass  also  das  Korperelement  offenbar: 


8  V  (i-«)(6-A)(c  - A)(|»  -  a7(i*-6)(c-|i)(»-a)(»-6)(v-c) 


ist;  und  da  sich  nun  A  von  a  bis  6,  p  voo  b  bis  c,  v  von  c  bis 
v0  verändert,  so  ist,  wenn  F  das  Volumen  des  ganzen  Ellipsoids 
bezeichnet: 
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Ueber  bestimmte  Integrale. 

(Fortsetzung  von  Thl.  XXXIX.  Nr.  XIX.) 

Von 

Herrn  Dr.  L.  Oettinger, 

iroMhertoglich  Radischein  Hofraihe  und  ordentlichem  Professor  der 
Mathematik  an  der  Universität  zu  Freiburg  i.  B. 


§.31. 

Der  eben  in  §.  30.  angegebene  Zweck  wird  erreicht,  wenn 
un  die  bisher  befolgten  Methoden  mit  einander  verbindet. 

Pl  xm(\zx)rdx 
Um  das  Integral  J  — |  ^ —  darzustellen ,  hat  man  in  der 

o 

üeicbung  Nr.  6)  §.  2.  x  statt  z  za  schreiben,  mit  x™  zu  multipli- 
«en  and  r  in  m  umzusetzen,  wodurch 

xm  1 

Y^x=--(xm-1+x'»-*+xm-*+....x+})  +  Yir^ 

»tsteht.  Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  J*  (lgar)r&r,  so 
■rhält  man  : 

1) 

{\*xydx 

X 


Wird  jedes  Glied  auf  der  rechten  Seite  nach  §.  19.  Nr.  1)  behan- 
feh  und  der  Werth  für  J*1(\gx)rdx  aus  Nr.  14)  §.  21.  einge- 

o 

«ort,  so  bestimmt  sich  das  fragliche  Integral  auf  folgende  Weise: 
Thsü  XXXES.  29 
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2) 

f 1  = <-r.i" » (i  +    + + -  ••> 

=  (-x.irn.so,  i)f+>(-)'+,.i"l-sT-Rn- 

Hiemit  stimmt  die  In  Nr.  1)  §.22.  gegebene  allgemeinere  Gleichung: 

3) 

i  j",H->~1(lgx)r9;r 
1— x* 

fiberein,  au«  der  sich  Nr.  2)  ableitet,  wenn  />=  1  wird. 

An  diese  Gleichungen  schliesst  sich  eine  Reihe  von  Ablei* 

tuugeo.  Setzt  man  nämlich  r=l,  m=0,  1,  2,  so  leiten  sick 

aus  Nr.  2)  folgende  Integrale  ab : 

4)     '  , 

o 

1  x  \%x  q  712  i  i 


t 

o 

/l  x*\ex  ~  .  205 

o 

/ix»lgx.    _     »».  5269 
T=^*     =  ~  "6~  +  3600 ' 

0 


Hierin  ist: 


5(1,  I)«  =  ~  =  l,64493406C84822r>4  .... 
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Verbindet  man  die  Ausdrücke  in  Nr. 4)  miteinander,  so  erhält 

i.iaJi  . 

8) 

/"  .         (m  +  l)ji*  .  -»»-«+1 

J  ir^««*8»»  g— +  — 

o 

m  m— tl  +  1 

In  dem  begleitenden  Ausdrucke  £i   sind  statt  u  all- 

oäßg  die  Wertbe  I,  2,  3,....m  zn  setzen,  während  m  unverän- 
dert bleibt,  so  dass 

.  m  — 1  f  m— 2  (  2  1 

hedeutet.    Diess  führt  zu  folgenden  Integralen : 

«) 

0 

o 

/■  1  —      .     0  5*»  725 

o 

/*  l— *Ä  ,     a  .  3899 

o 

U.  9.  W. 

Verbindet  man  aber  mit  den  Ausdrücken  in  Nr.  4)  der  Reibe  nach 
die  Wertbe  o0,  atP  a%,....am,  so  ergibt  sich  aus  ihrer  Vereini- 
gung folgendes  Integral: 

/»  (1?  lg  g  «        «»  w  u  1 

0 

Hei  Darstellung  der  einzelnen  Fälle  hat  man  in  den  Symbolen 
Ä0««*"  und  £  au  statt  m  allmälig  die  Wertbe  0,  1,  2,  ....  m  und 

h  £"0.(2;"^  «uerst  statt  u  die  Wertbe  1,3,  ....m  und  für 

j«deD  einzelnen  Werth  von  m  in       ^  statt  ti  allmälig  die  Werthe 
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l,-2,....u  zu  schreiben  und  sofort  die  sich  ergebenden  Wertbe 
zu  vereinigen.   Hierasch  ist: 

8) 

=fll+«,(i+^)+«,(i+p+^)+ •••• +«-o+p+i+-»+i> 

=  «i  -f  «»+ ....  +  flni+  (a2  +  a8-f ....  +  am)  ^  +  («3  +  fl4  f  ••••  +  a")  y 

1       _  1 
+  ....  +  (ßm-i  +  am)  (m  |jä  +  a"  m*' 

Beide  Darstellungen  in  Nr.  8)  dienen  zur  gegenseitigen  Controle 
für  die  richtige  Werth  berech  nung.  Setzt  man  nun  statt  der  a  die 
Vorzählen  der  Potenzen  des  Binomiums  (l+#),  so  erhält  nui 
hieraus  folgende  Integrale: 

9) 

o 
o 

/ 


>(l+x)'lgx  !Z5!.73 
— j-r5 — <te  3  +  9  ' 


o 


/»'(l  +  *)4'g*a  8*1  2645 

/» »  (l+£VMg * .         16»»  71447 

y    1-^  ~s*= — 3-+T800 


o 

U.  8.  W. 


Aus  Nr.  3)  ergeben  sich,  wenn  p  =  2,3,4,....  gesetzt  wir 
folgende  Integrale: 

0 

f  VJf^=-Js(i,i).+ä<-„ 

/»»«*»HlKga__     1     .  .       1  1 


u.  s.  w. 
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Seilt  man  nun  m=0,  1,  2,....,  so  wird  man  auf  die  gleichen 
Zablenwerthe  wie  in  Nr.  4)  geführt,  jedoch  mit  dem  Unterschiede, 

1    1  1 

dass  die  Factoren  jg,  ....  mit  ihnen  in  Verbindung  treten. 

Die  Potenzen  der  a:  folgen  aber  einem  anderen  Gesetze,  wie 
dort,  und  lassen  Lücken,  da  sie,  wie  bemerkt,  nach  einem  an- 
deren Gesetze  fortschreiten. 

Wendet  man  auf  Nr.  3)  die  in  Nr.  5)  befolgte  Methode  an, 
io  erhält  man : 

ii) 

r*x(\—  g*»+«)lga:Q         (m  +  1)»«  ,  1  ^.m  —  u+l 
J  (1=55*  O"   +4^1       1?  ' 

0 

/"ar«(l-a:»-+»)lga;Q         (m+1)«*  ,  1  ^»  ro— u  +  l 

J   (T=**)*     dx=  O-  +  9  ri    -«*~~  • 

0 
0 

Eben  so  erhält  man  nach  der  in  Nr.  7)  angegebenen  Methode 
folgende  Integrale: 

12) 

./  ^=-(^0  %«>0  +  4  ri  0*tt(^i  u**' 

r  X*-HZ0<*aPuXV*)\%X  m  1    y»  «1 

Die  Ableitung  spezieller  Fälle  aus  Nr.  11)  und  12)  ist  sehr 
einfach,  da  man  die  nämlichen  Zahlenwerthe  erhält,  wie  sie  in 
Nr  6)  und  Nr.  9)  angegeben  sind,  und  man  nur  die  Coefficienten 
M 

(-|t..  .  damit  zu  verbinden  hat. 


§.  32. 

Setzt  man  r  =  2  und  m  =  0,  1 ,  2,  3,  ....  in  Nr.  2)  $.31.,  au 
erhält  man  folgende  Integrale: 
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1) 

J[%  (££dx  =25(1.1)», 
/   T^T8*  =2S(l,l)»-2, 

/*  ^i-x'^ ■ 25(1  • 

>'  ^»(Is*).»  286108 
/     -f  —  3*  -  25(1 . 1)»-  JösöÖÖ ' 

jf'  ""/y B*= 25(1, 1)»-22T  j,. 
Durch  Vereinigung  dieser  Ausdrücke  entsteht: 

/*  (ixy)'*«=*'"+i>  «■  •  «■  -  ^ ==s±-i 

und  hieraus: 

^'  (1-^y'ar=  45(1,  1)._2. 


(1-*)* 

(1 

-*»)(lg*)«. 

(1-*)»  « 

(1 

(1-x)»  ' 

(I 

-*•)(!**)» 

355 
7715 


U.  8.  W. 


Eben  so  erhält  man: 

3) 


woraus  sieh  folgende  Integrale  nach  der  in  §.  31.  angegebene 
Methode  ableiten : 
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/'Oig&Äa.-ua.i)»-«. 
/(L±^Jf)!a,=I«5(.,,).-f, 


U.  8.  W. 

Hierin  ist         1)»=  1,202 066 903 159 5942.... 

Wird  r  =  3  and  m  =  0,  1,  2, ....  in  Nr.  2)  }.31.  gesetzt,  *o 
gurinot  man  folgende  Integrale: 

/••  «(ig*)»  «• 

/'  ««(Ig*)»,  «•  ,  51 

.       l_x  Sx=_15  +  8  ' 

f>  *»(lg*)»Q         «•  1393 

/■  ««(Ig*)»  1t*  .  22369 

„      l~^ax=-15  +  3456 ' 

/"  *«(lg*)»0  _    *«  .  14001361 
•{       1-x  8*=_  15  +  2160000  ' 


U.  8.  W. 


Eben  so  ergibt  sich  durch  Vereinigung  der  in  Nr.  4)  angegebe- 
nen Resultate  : 

5) 

f  (l-s»)(lgg)»  2«« 
J         (1-*)«  3*=— i5+6> 

/"  (!-*»)  (Iga:)»  »«  99 

^         (1-*)«    dir-~"  5  +  8  ' 

(l-*«)(lgg)»  4««  2033 

J        (l-*)«     te— T5"  +  W 
/"  (l-a'KIg*)»    _    »«  87425 
<         (1-*)«  T +  3456 ' 

/•■(]  _J^fi)(|ga;)i  (m+1)^       ^.m-tt  +  1 

/        (T=*)i  Sx-  15~ +6JE.~ ««-• 
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Femer : 

«) 

/"  (l+*)(lg*)»      _  2«* 
J   \-x  3*--T5+8. 

/"  (l+a:)»(lgg)»,  _     8»*  2359 
•(   \-x  —  -  15"+  5T' 

/»  (l+*)«Og*)*a  16«*  .  326687 

_  8x  =  -  -jg-  +  -g^g-  . 

Hierin  ist         1)«=^=  1,082323233711 1382  .... 

Aus  Nr.  3)  j.  31.  erhalt  man  ferner: 

7) 

/•'  aw+r-i (Ig*)»  25(1,1)»     2  „»  1 

./  — r^- — 8a:=  —p     ^»  i  ü>" 

/•  aw+p-»(lg*)s„         65(1, 1)«  .  6  j.1 
„  1-xp  ~dx=  ^~ +p4    '  «*' 


-.+1 


8) 

flxr-H}-x~r+r)(\gx)*         2(m+ 1)5(1,  1)*    2  -m-« 

/'xp-*(1—  a-H->)(lg*)»a  6(m  +  l)S0 ,  l)4  ^ ^ m-«+J 
.   <!-*«•)*   P4-      "V  ' 


y  ■  ^-W^0('gf>f8;r=  •  £  (X*„m)  s(i ,  i)» 


/*'  ^,i^»rf">l,5£)$a.r=_i  (i%r„)5(i,  i)4 


u.  s.  w. 
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Die  Zahlenausd rücke,  worauf  die  in  Nr.  7) — 0)  angegebenen 
Integrale  fuhren,  sind  dieselben,  wie  sie  in  Nr.  1)— 6)  angeführt 
sind.  Hiezu  treten  dann  noch  die  vorgeschriebenen  Coeföcienten. 


§.  33. 

Setzt  man  x  statt  z  in  Nr.  2)  und  Nr.  3)  §.  2.  und  verbindet 
die  hieraus  entstehenden   Resultate  mit  J*  x^Qgxydx  und 

f  x'tm^1(\gx)rdxf  so  erhält  man: 

Werden  nun  die  einzelnen  Glieder  nach  Nr.  1)  §.  19.  integrirt  und 
werden  die  Werthe  för  die  begleitenden  Integrale  aus  Nr.  15) 
§.21.  eingeführt,  so  ergeben  sich  hieraus  folgende  Integralformen  : 

2) 

/,lt^2~  =  (-)M'|,-«'0.1)'+' 

(-)'+> .  I  r  I « .  ( 1  -±rx  +  Jp  _  . . . .  _  —L^ ), 

3) 

/'  =  (_),+..  ,r , , .  sv,  in« 

l+*  .11  1 

(—)'.  !'"•(>—. )r+i+3r+i—  ••••  +  (2m  +  i)M.i)' 

Uienit  stimmt  die  in  §.  22.  Kr.  •>)  gegebene  (ilcicbung  iibcrein, 
"wisch  ist: 

4) 

/'j«P+p-Ulffjry8jr  lrll  Ä 

~p    <?ggj  .5?  _  (_)«+r .  i—  .  5'  (1 ,  l)r+l 
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Hieraus  entnehmen  sich  fär  r  =  1  und  01  =  0,1,2,....  folgende 
Integrale: 

ß) 

o  * 

~    12  ■» 


o 

/ 

n 


1a^lga:0  »■  3 

TT*  ="12+i' 

/     T+^0*  "+  ß  36' 
o 

J  t+*3x  =-ß+ro- 

/l^l«^  n*  3019 

T+V*  =  +  12-3600 


O 

J*lx*\%x^  973 


7*  JF/lf 

T+F8*      =~I2  +  12ÖÖ' 


/l^8,    =-g+^(-)-i.  I 

O 

Werden  die  in  Nr.  5)  erhaltenen  Ausdrücke,  um  Harmonie  in 
die  Zeichen  zu  bringen,  der  Reihe  nach  mit  abwechselnden  Zei» 
chen  verbunden,  so  entsteht: 

6) 

Cl  (l(-)»g»H)lg*fl  (m  +  1)*«    ^ ,y„-im-u  +  l 

n 

woraus  sich  folgende  Integrale  ableiten: 

7) 

(1+*)*   8t—  4+4' 
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/»>  (l-^)lgJ^        a"  47 
J        (1+*)»  dx— 3  +  18' 

/»  (l+g«)lgg     _     5»«  491 
(1+*)»   dj?—  12  +144' 

o 

/»>  (l-x«)lga;    _    *»  2549 
J        (1+*)«  <U:—  ~  2  +  1500  ' 

Pl  (1  +  x*)\zx^  _  7»«  ,24259 
J       T+TF  12" +  4SÖÖ ' 


O.  8.  W. 


Werden  aber  diene  Ausdrücke  der  Reihe  nacb  mit  a0,  —  ax ,  <74, 
-«1,....  verbunden  und  vereinigt,  so  erhält  man: 

pw^&=_("o.o<)  g  ^.^.(-^  lt). 

Hieraus  leiten  sich  folgende  Integrale  ab,  wenn  man  die  Vor- 
zahlen der  Potenzen  des  Binomiunis  (l  —  ar)  benutzt: 

o 

/*•  (l-*)«lgg  n*  .11 

J         1+*  ax=-3+4' 

o 

/'  (l-g)'lgg           2*«  55 
1+*     3:r=  3"+ 9  ' 

/■»  (l-x)*lgjQ         4«'  .  1835 
"  X  +  Tl4  ' 

u.  s.  w. 

Aus  Nr.  4)  erhält  man  folgende  Formeo: 

10) 

/l    ram+1lff:r  1 
T+J-^-^'iS^l.l)^-')-*«^, -(-)— 


U.  S.  W. 
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/*>  *(!(-)-**-+*) lg*  (m  +  1)*» 

./  8x_  OF"  +  «*»  (_)"  ■  ■  n- 


„-,—"+' 


.t'(l(-)-^»)|gI  (m  +  1)*»  .  . 

7  (T+i*)*  8*-  öTß- 1 


j  m— «+1 


12) 

/>  j:(2;0'"(— )»ogtt3:2")lgJ:a  (^£»«0«! 

1 

/'  xa ( .S0» (- )» g3lt  g8«)  Iga:  (2?0"  <?»«)*» 

J+ar»  **—  9.1*2 

1 


U.  6.  W. 


Die  Zahlenwerthe  bleiben  mit  Ausnahme  der  vorgeschrieben« 
Coefficienten  die  gleichen,  vrie  sie  oben  angegeben  wurden. 


§.  34. 

» 

Setzt  man  r  =  2  in  Nr.  2)  und  Nr.  3)  §.33.,  so  erhält  man: 

i) 

/  £Tl^--=2S'(,.'),-2(«-2-.+p--.-.-(-^?). 

2) 

J      -  1+*     a« — 25  (1 ,  1)«  +  8  (I  -  ^  +  3,  - ....  +^TM?' 
Aus  Nr.  4)  §.  33.  entsteht  : 


3) 


y  t  ?!!^LJÄ13;r=(_)^S'(,i  1)3 (_)".n  2.x,. (_).-. 

Aus  Nr.  I)  und  Nr.  2)  leiten  sich  folgende  Integrale  ab: 


I 
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4) 

fX(r£d*  =  2S'<1>1>''  - 
"fl  2jta£a,  =-2S'(i,i)»+2, 


a:»(lga:)*Q  no#/1   lxa  195353 

108000 


o 

U.  8.  W. 

Durch  Verbindung  dieser  Ausdrficke  unter  sich  mit  ab- 
wechselnden Zeichen  folgert  sich  das  Integral: 

«) 

woraus  sich  folgende  Integrale  ableiten: 

O 

/•i  (l  +  *»)(lg:r)»  15 

O 

/»»  (l-^HIgg)»  301 

J[       (1  +  *)*  _öx=  85  (« .  V— H-  • 

/»*  (l+*8)0g*)'  6365 
J  (1+*)*  a*-10S(l.I)'-gjj-. 


U.  8.  W. 

Eben  so  erhält  man: 
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7) 

rx  (.£.,-(-)"«■*")  flg*)' 
J  ■  i+* 

l  ! 

=2(£0~au)  S'(1 . 1)»-  22,-  a.(Z,»(-)— '  ! 

Hieraus  lelteo  sieb  mit  Benutzung  der  Biuomial-Coefßcienten 
folgende  Integrale  ab: 

8) 

y,1ä=g^a«aS4»(i,i)»-t. 

a.  s.  w. 

Aus  Nr.  4)  erhält  man  durch  Befolgung  derselben  Methode: 

9) 

10) 

/i  *»->(!  (— )»j"-KP)(lg;r)«a_ 

o 

ac-H)y(i.i); _  «  2ir^±i . 

11) 

/»        (jg- (-)» aM^) (lg*)*  gj: 
1 

Hierin  ist  «'(l,  1)*  =  0,901 5426773696957 


•  •  •  • 
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{.  35. 

Settt  man  r  =  3  in  No.  2),  3)  und  4)  §.  33. ,  so  erbalt  man 
folgende  Formen: 

i) 

/'  ^g*!.— «*<l.  1)*  +  6d  -  i  +  £  -  ....  - 

|'^g£LV=+6S'(.,l)*-6(l-i  +  ^-  ....+?^). 

3) 


0 

Aus  Nr.  1)  und  Nr.  2)  ergeben  sich  folgende  Integrale: 

I  4> 

./    T+^T8*-  12Ö~6' 

/»  *»(lg*)»a  7**  45 

„        l+*  ÖJ?=— I2Ö+  8' 

/l  ar»(lgx)8Q  _     7it*  1231 
l+a:  dx—     120""  216  ' 

/«  jr«(lgg)»  7^^19615 
1+j:   da?— ~120  +  3456  ' 

/'  *§(lg£)»  7**  12280111 

1+*  120""  216(1000  ' 


U.   8.  W. 


Doreh  Vereinigung  dieser  Ausdrücke  mit  abwechselnden  Zei- 
len erhSlt  man: 

Gratis  sich  folgende  Integrale  ableiten: 
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4 

«) 

/"  (!-*') (Ig*)»  7*« 

J0         (!+*)*     öx-     60 +0' 

/'  (1-**)(IR*)»    _    7^  1871 
./  — (T+i)«"  -<te ~~  30  +  108  ' 

/•'  (l-f«*)(lg*)'a  7«*  79487 

./     -(!+*)»         — +  3456' 


U.  8.  W. 

Ferner  erhält  man: 

7) 


•  J  1  +  * 

Dies  fuhrt  zu  folgenden  Integralen: 

V'  (1  — a:)»(lgar)»Q  7««  2191 

./   T+i"  8ir-~T5'  +  "34  ' 

/'  (1— x*)(lgx)»a          14«*  297983 
"HF*  ö*  =  lF+"3456~' 


U.  8.  W. 


■ 

i 


Ferner  erhfilt  man  auf  dieselbe  Weise  folgende  Integralfor* 
inen  aas  Nr.  3) : 

/»  jp-* (1  (-)"^P)  (Iga)» 
(ro+l).7jt*     0  .    .  m— ti-f  I 

=  -  S^isr + Xl  (""}  ~~~ ^~ ' 

10) 

'     fl  xV~x  (2°m aPtt ^  (IS*)8  8j 
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Hieraus  kann  man  leicht  eine  Menge  specieller  Fälle  ablei- 
ten, da  die  Zahlen  werthe  hierzu  in  Nr.  4),  6)  und  8)  angegeben 
sind.  Hierin  ist: 

S'  (1,  1)*=  ^  =0,947032 829 497 2400 .... 


§.  m. 

Setzt  man  x*  statt  z  in  Nr.  6)  §.2.  und  verbindet  die  hiedurch 
ntetebende  Darstellung  mit 

f  x^Qgxydx  und   J    x2"**1  (Ig  xf  dx , 
io  erhält  man : 

i) 

» 

/  -1^-'^=-/'  (lg^)r(*i—!t  +  >"-♦+...  **+ 1)3* 

2) 

'  ^T-^.~' 8*  =-./  '  (lg^)r(^*m-1  +  **— *  +....*»  +  *)8:r 
fon  ist  aus  Nr.  8)  §.  21.,  wenn  /?  =  2,  9  =  2  gesetzt  wird: 

Kird  dieser  Werth  und  der  aus  Nr.  14)  §.  21  angegebene  fär 
pflg«)^*  eingeführt,  so  erhält  man  aus  Nr.  1)  und  2): 

3) 

/'  **"(!g*)ra* 

■(-r.i'  1 » «(1,  iy+h-y»  •  i"  l(i +5^-,  +  (ä^r^). 

Tkeil  XXXIX.  30 
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im»  I"1..     »       1    .        1  ^ 

=  (_)r.i_fiS(l,  !)'+»(-)'+».  ^,(1  +2^P  +  j^+I  +  •m'+i» 

Bei  dem  Üebergange  auf  besondere  Falle  ist  es  am  Besten,  bei« 
Formen  getrennt  zu  behandeln.  Aus  Nr.  3)  ergeben  sich  folgeix 
Integrale  für  r  =  l  und  nt  =  0,  1,2  

5) 

/•■^=-S(l,2).  =  -£. 

o 

/■  ^Ig*.  **  259 

jT^*0:r-~  8  +  225' 

/"  x*Wx~  n*  1-2916 

r=^te=s-8+nö3' 

/•l*lolg*0  «»117469 
./    T^aa?=""8  +  99225  ' 

o 

U.  8.  W. 

Durch  Vereinigung  erhält  man  \ 

/•»  (l-**)lg*a 

/r  (l-*6)lg*ft-  _     3*Ä  .  ]9 
o       (i_*2)i~ö*  "~  8  +9  ' 

/»  (l-x10)lg*n  5 «•  16294 

"7T^r*)«"d:r  -      8  +  3675  ' 


/»  (1— Ig*  a  (mj-j)«» 
(T^i*)*   S"- +  (2«-I)»' 


Eben  so  entsteht 
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7) 


»oraus  sich  folgende  Integrale  ableiten : 

8)  . 

/"  (l+:r*)lg:r  »» 

J       i-x*-dx  =  -Z' 

/*'  (H-J^'lgjr,  «»  28 

J  ^  =  -2  +"9' 

I— or*  +  2206  ' 


U.  S.  »'. 


Kenn  ist  |-  =  S(l ,  2)«  =  1,233700550136 1698. . . . 

I 

Aus  Nr.  4)  leiten  »ich  unter  den  nämlichen  Voraussetzungen 
olgende  Integrale  ab: 

ras- 

/'  **lg.ra  «*  ,  5 

„      \Z^J*      =-24  +  i6' 

J     T=&dx  24  + 144' 

J     l-x*öx  24  +  576' 

/•  -rnlgxa  5265» 
„      l^»ax     =-24+  144ÖÖ' 

•£         1-**  24  +  *  1  «« 

10) 

f>  »«1 

•J  öir— ~12  +  4' 

/•■  j(l-*«)lg:r„         »«  9 
•J        (!-*•)»    ö:r— 8  +16' 
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/i  *(I-ÄW)|g*  _     W  725 

( T^2)2  -  ^     -  -  24  +  576 * 

/»  jr(l  —  07M)l«ar  ft  3899 
(1  dr     — ~~  4  +  2400 ' 

/»  ar(l  — a*-»Ä)^af  a  (w  +  I) ,  t  „«m  — u  +  1 
 a^  ==  -  +¥A1  M* 

11) 

J  1  — i» 

*f  1  — tf2 


13 

-~  6  +  16 


73 

— ""  3  +  36 


•f.  I  ^ 


4**  71447 
—  ~  3  +  7200 


Auch  hier  lassen  sich,  wie  in  §.31. —35.  geschah,  aus  i 
Gleichung  Nr.  5)  §.  22;  noch  andere  Integrale  ableiten.  Ihre  Di 
stelluns  unterliegt  aber  nach  dem  früheren  Vorgange  keiner  w 
teren  Schwierigkeit.  Deswegen  werden  sie  hier  und  auch  kfinf 
nicht  weiter  berücksichtigt. 

§.  37. 

Setzt  man  r  =  2  und  m  =  0,  1,2        in  Nr.  3)  §.36.,  so  e« 

ben  sich  folgende  Integrale: 

1) 

/  J^S**  =2Ä(i.a>», 

/    Xi^18.r  =  2S(l,2)'— J, 
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445 


Hieran  schliessen  sich  durch  Stiraroirong  folgende  Integrale : 

f  (!-*'«)  (Ig*)*      _10S,,  ™  31W348 
Ferner  ist: 

3) 

«oraus  eich  mit  Hülfe  der  Rinnmial-Coeflicienten  folgende  Inte- 
pale  ableiten: 

4)  ■ 

./       -  j ■  -     —  ar_  105(1,  2)3-  „jjg- , 
/"  (l+*»»*(lg*>»  7154272 


u.  s.  w. 
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Hierin  ist  5(1,  2)»=  1,051 7997002640451 ..  . 

Aus  Nr.  4)  §.  36.  erhält  man  bei  Annahme  der  nfirolicben 
Werthe  für  r  und  nt  die  nachstehenden  Integrale: 

5) 

y"fg|)*ar  =is(i,i)»_i, 


6) 

y  ^^(^LV  =4s(i,i)»-i. 


?) 

y-'fi"Ji£^s£L,S;r=tS(,,,).-J, 


m — m  -}  1 
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•/   8ir-4'S(,'1),-6912  ' 


/"  (■£(('"oI,4.i.T*«+')(lg^)28j. 
Hierin  ist  S(l ,  1)»=  1,2020569031595942  .... 


§.  38. 

Wird  endlich  r=3  und  m=0,  1,2,  ...  in  Nr.  3)  §.36.  gesetzt, 
$0  erhalt  man  folgende  Integrale: 

1) 

/'  =-6S(l,2)«=-£, 

16 

*«(lg:r)»0   _  164 

^  102662 
16  +  16875  • 

|3„  246592712 
16  +  40516875 


./       \-x*  "  16  +  e-2,  (2a- 1)*- 
Hieraus  leiten  sich  durch  Summirung  folgende  Integrale  ab  : 

/*•  (1— a:«)(lga:)»  3»«  326 

-f        (1-**)»  ~  =     16"  +  2f' 

/"  (1— _     n*  306412 
,f        (l_  xtyi    0*      -~  4  +  16875  ' 

.(      -  8*=  16—  +  6J?,  (21T-T)»- 


> 


■ 

I 
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Ebeo  so  erhält  man: 

3) 

woraus  sich  folgende  Integrale  ergeben : 

4) 

fl  (I+**)3(lf^)3     _     «♦  713912 
./  H-a:2  *  2  +  17875  ' 


II.  8.  W. 

7t* 


Hierin  ist  S(l ,  2)*  =  (^=  1.014678031  604  1921 .... 

Aus  Nr.  4)  §.  36.  folgt  unter  denselben  Voraussetzungen : 


5)  . 

7t* 

240' 

1  —  :r2 

«•  3 
—  ~~240+8' 

«4  51 
-~  240  +  128' 

1  — j:2 

n*  1393 
~ ~~  240  +  3456' 

» 

1— *2 

7t*  22369 
~  ~  240  +  55296 ' 

J  fZT^a        — ~"  240  +  *  i  «« 

o 

Ferner  erhält  man : 

6) 

J         (1-i2)2  120  +  8' 

V»  (Ig*)»^  _     *4  .  '  W 

./   (1 -*«)»—  aar-~  80  +  128' 
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/*»  x*)(\gx)'         _        ,  2033 

J  <    —  60+1728* 

/'  *10)(lgg)»        _     «4  87425 

n     '      (l-**)*  -  -  48  +  55296« 

Jf    ;     (i_^«)t      8*=  m~  +  l£t     n*  ■ 

Eben  so  erhält  man: 

roraos  sich  folgende  Integrale  ableiten: 

*) 

/'  (Ig*)»       _       «4  3 

<** — 120+8' 

g(l  +  *»)»(lgg)»a   _     «4  147 

/•»  JP(H-a»)i(lgjg)»  «4^2353 
^  Är-- 3Q+  864  ' 

djr -"15+  55296  * 


u.  s.  w. 


§.  39. 


Setzt  man  2  =  x*  in  Nr.  2)  und  Nr.  3)  §.  2. ,  verbindet  die 
lierdoTch  entstehenden  Resultate  mit 

fl  a^{\^x)rhx    und  fl&4m+1(lgx)rdx 
dann  mit 

**"+*(|g*)rd«    und  /  *  ***+*(lg*Yd*, 
w  erhält  man : 

1) 


30» 
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n  I  "f"  *^ 

/»  1  x  Off  ar)r 


Werden  nun  die  einzelnen  Glieder  nach  Nr.  1)  §.  19.  beb* 
delt  und  wird  der  Werth  des  einen  begleitenden  Integrals  u 
Nr.  15)  §.  21.  eingeführt,  so  erhält  man,  da  nach  Nr.  9)  §.21. 

/ 1  =  (")r  * lr ' 1  • S' (2' 2)r+l  =  (~)r  •  5*  S' (l  • 1)f+1 

ist,  folgende  vier  Integralformen  aar  Bestimmung  der  hierin 
gehörigen  Integrale:  ^ 

=  (-)FjMI.S»(l,^.(-JrHJr|l(l_J*:r^_...._.^j_^ 

3)  . 

lr  1 1  1r|l  |1  1 

=  (_)rf. .  lr . . .  S'  (1, 2V+«  (-)'•  1' ' 1  •  (1  -^^-"•+(4^1)*' 

S) 


u  1  "T*  ^* 


lr|l  lr|l  ii  1 
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»raus  ergeben  sich  folgende  Integrale  füt  r=l  und  m=0,  1,2  : 

«) 

o 

J      l+x*OX~    4.12  ""4* 

o 

1  +  ä»0*—  "~  4. 12  +  16  * 

n 

J      IT**  >S('»2)»-2^. 

/»  *7\%x^  «•  31 

rr^*  47i2~i44' 

,/     1+^*=-*  0.2) *  +  ISK5' 
J      1  +  *»"*-    4. 12  +  576' 


U.   6.  W. 


Setzt  man  r=2  und  m=0, 1,  2,  3,       so  erhält  man  folgende 

tegrale : 

D 

/'nS8*    =    2S'd,2).=  f;, 


,/        1+*»  16T'" 

/•  *»(.gg)»  1 
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§ 

1+*«  djr-  16~27' 

wo.*-!. 


fl  x*{\**)*~  n*  0554 

J       1 16  +  3375' 

«> 

J     -T+Pr8*"-***1-^  +864* 


x»  (Ig*)*  «»  2241272 

— w-OX=      13  — 


U.  6.  W, 


igong  d| 


Hierin  ist  S'(l,  1)*  =  -=0,822467 033 424 1132...  und 

=  0,9015426773696957....  Die  übrigen  hierher  gehörigen  Wert! 
S'(l,2)*  und  S'(l,2)3  sind  oben  in  §'.27.  angegeben. 

Hieraus  lassen  sich,  wie  früher,    durch  Vereinigung 

gleichartigen  Gebilde  noch  weitere  Integrale 

i 

ableiten.    Da  die  Methode  der  Entwickelung  im  Früheren 
derholt  gezeigt  ist,  so  unterliegt  ihre  Ausführung  keiner  weil 
Schwierigkeit,  und  wir  stellen  die  hieraus  sich  ergebenden 
sultate  nicht  insbesondere  auf. 

§.  40. 

Setzt  man  x  =  :r8  in  Nr.  6)  §.  2.  und  verbindet  man  das 
durch  entstehende  Resultat  mit  /     <x8l"+P  (lgx)r  &r,  so 

man  : 

J) 

f  /  1  #s 

»> 

/i  /* 1  xp(\sjY 

(lg.?);(.r3'«4/»->ix8w'+P-Ä....jrP)ax+  / 
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Hier  kann  p  =  0,  1,2  sein.  Werden  die  einzelnen  Glieder 
auf  der  rechten  Seite  nach  Nr.  1)  §.  19.  und  j** '  *^*g-dx  nach 

Nr.  8)  j.  21.  bestimmt  und  die  hieraus  folgenden  Werthe  einge- 
führt, so  erhält  man  folgende  drei  Integralformen: 

2) 

\J  1  -~~3"3 

0 

=  (-)'.  MtS(l,3)^(-)^lr,.(1  +  i^  +  ^  ....  (ä|j^2yj:i), 

3) 

1  «■"•■H 


i— x 


« — 


4) 

•  P1  at»",+I(l(tar)'- 


.T3 


3a: 


Hieraus  leiten  sich  folgende  Integrale  für  r  =  1  und  m  =  0, 

l>  2j....  ab i 

5) 

f) 

/* 1  .r  lex  „  _  Ä  Ä 

•  ,/  ,~-i3*=— S<2,3)», 


Ii 


T-^,ear=-.S(l,3)»+l, 

o 

r--i-iSa:=-SC2>3)*+i, 
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rr^s^— 54  +  9'  . 

o 

o 

^^  =  -54  +  36' 

«> 

/i  «.io \QX  489 
^8*=-SC2,3)«+R88. 

o 

U.  8.  W. 

< 

Für  r=2  und  ro=0,  1,  2,  3....  ergeben  sich  folgende  Integrale: 

fl{£?jdx  =2S<1,3)\ 
'fl?g&gdx  =2S(2.3)», 

o 

y,l^^!ar=2«(1.8)»-8. 
J     -ntpr^=27S(I>1)  27' 

y,i^8,-.*(i.v-s; 
4(^=Js(I.I).-i 
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/>•  *«(lgg)'  .  22369 

J     T-^r»"  8*-2*(' -  »  - 1097« ' 

V«  *10(lg*)V  8637 
J      T-  x»       _  2S(2 ,  3)»  -  32000 , 


a.  s.  w. 


iwei 


Die  Werthe  für  5(1,3)*,  5(2,3)*,  u.  s.  w.  sind  in  {.27.  ange- 
eebeo. 

§.  41. 

Wird  i  =  x*  in  Nr.  2)  uod  Nr.  3)  §.  2.  gesetzt,  so  entstehen 
i  Formen.'  Wird  die  erste  mit  j     j;to,+i,(lg  xfhx,  die  zweite 

■it  J  '  x*»+»+J> (Ig x)rdx  verbunden,  so  erhält 

1)  ' 

2) 

I   ^^3*  = J       (lg^^^P-^+J»-»-  ....  +XP)d£ 


1  + 


7*  r 


Hier  kann  p  =  0,1,2  sein.  Werden  die  Glieder  auf  der  rech- 
ten  Seite  nach  Nr.  1)  §.  19.  und  wird  das  Integral  J**  ^^ö* 

nach  Nr.  9)  §.  21.  bestimmt  und  die  sich  ergebenden  Werthe  ein 
geführt,  so  erhält  man  folgende  secbs  Integralformen: 

3) 

/^s^lg*)' 

o 
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4) 

u  • 

8) 

o 

Irl  1  lr  |  1  1  1  1 

6) 

<» 

=  (-)'+•  IM  ■S'(l,3/+»(-)r]r.  •(1-jm  +  frTi--  +  (6^. +W 

7) 

=(-)M . IM .  S<(2, 8Kf »(_)r „ ,  .(^-^^..+fl5_^_.)[ 

8) 

/"  (|gar)<- 

lr  I  1    ;  lf  I  1  II  J 

=  (— )r+13FfiS,(,»1)r+1(~)r^i(1~2^i+3?+I--  *  -  +(2^+TjR^ 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  Integrale,  wenn  r  =  l,  m=& 
1,2,3 —  gesetzt  wird  : 

«) 

/'f|^ar=-S'(2,3)«. 

,/    r+"iia*=-S^l',>,=  -HIB' 
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T+x*Bx=  's"(».3)»-l, 
y>1fq^a*=  *'(2.3)«-J. 

<» 

J     J+ar»0*  108  +  12» 

11 

/"x'lgor  751 

/*  xw\«x  361 


15 
16 


u.  s.  w. 


Wird  r  =  2,  m  =  0,  1 ,  2,  . .  .*  gesetzt,  so  erhält  man  foj- 
Mde  Integrale: 

10) 

T+i***     =  2S'(1,3)», 

O 

f,T+08*=    25- (2,  3)», 

J     T^r^=    27*  (1,1)', 

«> 

J    -I^.-3*=-2*'(l.3)'  +  2. 

o 
o 
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«> 

Tp"8jr=  27  Ä  (1,  '  10» 

p '  j»(lg*)»Q   „  „ . ,  w  .  21673 

o 

u.  s.  w. 

Die  Werthe  für  S'(l,3)»,  S' (2,  3)»,....  sind  in  §.  27.  angegeb«. 

Man  kann  diese  Entwickelungsweise  weiter  fortführen  od 
hiezu  die  Gleichungen  des  §.2.  und  des  §.21.  benutzen. 

erhält  für  X^^**Y dx  folgende  Integralformeii : 

-(_)r  lr  I  1  S(\,  <-)»+>  1'  <  *0  +  £71  +  '9^1  +    "  (JjjjPä^d 


/»1  3?*»+1(lg:r)'-  9j 


/II  1  j 

=  (-)'  1- 1 1 5(2,  4)r-H(— )r+'  1- 1 1  +  gr+i  +  (4^2)r+5) 

» 

/ 1     1  .   1 

=  (_)rlrUS(3,4)>-+«(-)r+,lr|,^5Rri  +  -  (4m -1H 


=  l-y  fTi®1'  ,)r+i         FF» (1  +  FT«  +  JFF»  +  ^ 


<» 

Irl  1  Ml  11  1 
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12) 

'  TT^"3*  =  (~)"+r  v  1 1  s' (l ' 4)r+1 

^-j^f5^  =  ( 1"  1 «"  (8,  4)rH 

(_)-+rt .  lr  »  1  ( J,-,  -  ^  +  ....  (_)»-!  ^^p). 
r^^^9x  =  (-)"+'  l'l'S'(3f4)r+' 

(-)-*     I' > 1       -  tAt,  + ....  (-)->  (4^!,)^); 

l'U         i         i  1 

In  Nr.  lw2)  ist  nicht  zwischen  einen»  geraden  und  ungeraden 
i  unterschieden.  Geschieht  diess,  so  entstehen  acht  Integral- 
ormen. 

Auf  dieselbe  Weise  kann  man  mit  der  gleichen  Leichtigkeit 
ne  Integrale  J  j^iS — ^•r'    /  — 1  ^        &r,  u.  s.  w. 

o  o 

testimmen.  Das  allgemeine  Fortgangsgesetz  erkennt  man  leicht 
los  den  angegebenen  Darstellungen.  Diese  Integrale  führen  auf 
fie  reeiproken  Potenzreihen  mit  gleichen  und  abwechselnden 
Zeichen,  welche  einer  und  derselben  Zunahme  zugehören.  Da 
im  Frühem  gezeigt  wurde,  wie  die  Summen  dieser  Reihen  mit 
beliebiger  Schärfe  gefunden  werden  können,  so  ist  auch  das  Ge- 
setz, wornach  alle  hierher  gehörigen  Integrale  bestimmt  werden, 
peeeben,  und  das  vorliegende  Problem  ganz  allgemein  gelöst. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Darstellung  einer  andern  Art  hier- 
her gehöriger  Integrale. 

§  42. 

Verbindet  man  die  Gleichung  Nr.  1)§.  16.  mit  j*  x*m+  r(\gx)rdxt 
m  erhält  man  : 
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1) 

o  o 

=  ( - )r  1 r  1 1  Qp+vy+i  +  (p  +  5)'+i  +  *  " '  (3m  +  p - \f*) 

,  /»*gJ»(lgg)rQ        Xf|1|r||/        1,1.  1  > 

V    l+x+.r«d-r(~)     1  V(p+l)r+1+(p+4)r+1+"(3m+/i-2H 

Wird  rz — T~«  In  Reihen  nach  den  steigenden  Potemd 
von  a-  entwickelt  und  mit  J     {\e,x)Tdx  verbunden,  so  entsteht:' 


2) 

* 

I 


f '  f+i+&  dx=fl  te*r(*T + *r+' + **+,+-— 

o  » 

— j*  *  (Ig*)'  (JTP+1  +  xv\*  +  atf+r....)«** 

=  (-)r  lr  1 1  dp  +  i)r+i  +  (7+4)^"» +  o>+7rM  +  ••■•) 

Setzt  man  nun  für  p  die  Werthe  0,  1 ,  2  in  Nr.  1)  und  2) 
verbindet  die  hieraus  sich  ergebenden  Resultate  in  schicklicher* 
nung,  so  erhält  man  folgende  drei  Integralformen : 

3) 

TTi  +  *»'■  =  (~Y  |r "  5(1 ' 3)r+' (_)r+' '  l'S&' 3)r+1 

o 

(-)r+l.lf,,(I  + jf+i  +  Tf+i  '*-  (3jiir2y+t) 

J_'    _J!_     _l_   1  

(   )r-  Ir   (2r+i  +5r+i  +Hr+l  +  ""(3m  — 1V+1 
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o 

5) 

<-)*M' .       +  glj  +  ^+ . . f5~r+1) 

( ~)r  .  lf  1 1  (4^1  +7^+1+10^1+     (3//Tf  TT+i  > 

In  der  Darstellung  Nr.  5)  beginnt  die  Reihe  S(4,  3)r+i  nicht 
mit  dem  ersten  Gliede  (.1),  eben  so  nicht  das  vierte  Glied.  Zählt 
man  daher  ir  ■  U .  (— )r.  lr  • ».  1  =0  in  beiden  zu  und  ab,  wo- 

durch sie  ergänzt  werden,  so  geht  Nr.  5)  über  in : 

*>) 

/*/r3»H-2nff:r)röj:  lril 

<> 

lrl>         1  1  1 

I  Hieraus  ergeben  sich  folgende  Integrale,  wenn  r=l  und 
■=0,  1,  2,  gesetzt  wird: 


■ 
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r  \i*hfi* = - s(,,3),+ s(2'3),+3' 

u 

.  /    1  f        dx  =  -  S(2,3)S  1  M'+  ' 

, /    iTS+5» S*  =  ~  54  +       3)  - 2352  ' 

*  <> 

U.      i*.  W. 

Wird  r  =  2,  m  =  0,  1,2,  ...  gesetzt,  so  erhält  man  folgende 

8) 

/ (lg  *)*8.r  8«^  7 


Integrale: 


/..,.,,roy=^(,,1),_,2S1,3,,t.« 


/*  .T6(l<;ar)2(b'       8jr^_  TOM 


u.    s.  w. 


Die  Wcrtho  für  S(-2,3)*  502,3)*....  sind  in  §.27.  angegebe. 
Euler  hat  (Integr.- Rechn.  Bd.  IV.  p.  141.)  folgendes 
gehörige  Integral: 
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o 

angegeben.  Es  findet  sieb  auf  folgende  Weise.  Nimmt  man  das 
zweite  Integral  in  Nr.  7)  doppelt  und  zählt  es  zu  dem  ersten,  so 
erhält  man : 

_  _  5(1,  3)'  -  S(2, 3)*-,^  +  ~ 


j  =-5(1,3)«-  5(2,3)»-  5(3,3)*+  fg 

=  -5(l,l)»+18  =  -g+^=-|, 

»enn  man  Nr.  3)  §.  24.  berücksichtigt.  Man  ist  überrascht,  mit 
»elchem  Scharfsinne  Euler  bei  den  ihm  zu  Gebote  stehenden 
Mitteln  in  diese  Integrale  eindrang.  Auf  dieselbe  Weise  erhält 
»an  aus  dem  4ten  und  5ten  Integrale  in  Nr.  7) : 

10) 


/ i*3(l  +2*)Jg*         ^  37 


s.  w. 


§,43 

Wird  in  der  Gleichung  Nr.  1)  §.  17.  zwischen  einem  geraden 
m<J  ungeraden  m  unterschieden,  also  2m  statt  m  und  2m-f  1  statt 
■  geschrieben ,  und  werden  die  hierdurch  entstehenden  Resultate  mit 

i        J*X  afi'»+l>(\f>xydx      und  l^»H-P+ »(Ig  jr)ra.r 

verbunden  und  integrirt,  so  erhalt  man  : 

+/,f^^ax+y  '(iga;)r(x*»+p-»-a;»™+p-«' ....  -xf)ar 
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1  1  1  1 

=  (_)r-M  im  ((p+2)r+1  -  (7  + 5)rTi+(7T8FP  -~ (6m+ p-l)^ 


J       1 — ar-harx 


i         i  ,    i  i  , 

(-)'+'  • lr  ■ 1  <(p+i)r+t  -  (jrnFfi+(7+p-"  (ßm+p-vr»'' 

•  2) 

J         1  —  x  -f  X*  J 

-/'SS" 


Wird  auch    ,  y--t  in  eine  Doppelreihe  nach  den  steige» 

l  —  x  \  x 

«Jen  Potenzen  von  *  entwickelt,  mit (lg*)'d*  verbunden  owt 

o 

integrirt,  so  entsteht: 

3)  , 

J      1—  x  +  x*  J 

(>  ° 

+        0g*)r(*p+1  —  **r*  +  **+y  —  .. ..) 

/    1         1     .     1  \ 

=<-)'  •  i" 1  V(7+T)-r+'  ~  (7+ 4)v+l  +  Ip+W*  ~  •■'/ 

(-)'•  1' ' 1  ((jT+V+i  -  (7+V+1  +  \p  +  8)'+*  ~  '••) 
=  (-)'.  |r  l  •  S1  (P  +  « ,  3)'+'  (-)' .  1'  t '  5' (/;  +2,  3)'+'. 
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Setzt  man  nun  statt  p  die  Wertbe  0,  1,  2  in  Nr.  1),  2)  und  3), 
8hrt  die  hieraus  entstehenden  Resultate  in  schicklicher  Ordnung 
!io,  so  ergeben  sich  folgende  sechs  Integralformen: 

I  *  4> 

j^f^t  =  <->'• ]r  1 1  S?(h  3)'+l(-)'. 1' ' 1  S'(2,3)'+i 

}r+l  lr|  1/1  L_  _i  _L_  L___  \ 

(_)r+l .  lr  1 1£_  _  g^+^p (6m_,)r+i)» 

5) 

- 

IM  1  .11  1 

(~"}       3'-M(1-  fTI  +  3rT>  -      -  (tyfir+O 

(_)r+I .  lr  ,  l(_  _  +  J 

lr  1 1  1  J  1 

1  ]  ] 

•renn  ( — )r+1.Ir«  1C — )r.lr « J  =  0  zur  Ergänzung  der  Reiben  im 
weiten  und  vierten  Gliede  auf  der  rechten  Seite  verwendet  wird. 

fl  **H»(lg  xYdx 

/     "TTJ^i—  =  (-)r+1 1"  1  1  S'(l,3)'+l(_)r+l  lr  ,  1  S'{% 3)r+l 

(— K.  I"  *(1  -  jr+i  +  Tr+l  +  (6m+l)r+l) 


(    )f  - lr  '  1  (ir+1—  5r+l+8r+r "•+(Bmq^r+l)1 


31* 
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8) 

f 1  ^Oe^=Hrfl  ],  1 1  s'<2.3)'+,(-)r+,£r!  s<  (i. 

xJ        l  —x  -Y  x 

9) 

Pl  ?!^!M^==(«)r+l  tL)s'(l,l)r+l(^)r+Mr|  1  S'(4,3)^ 
°  Ml  1         J_  l 

,  lf/i     J  .  ]      .   L  ^ 

( ~)r  » r  1  \J  -  7M~i +  10r+i  *  +  (6m  +  4)N i/ 
=  ( -  )r » »^Ä'0, 1)"+ 1  (-)'  •  V 1 1  S'(  l ,  3)"+ 1 

ir  i  * .    i   .  j_      ,  L_ 

(-)r'3rT^|--2Hri+3'+1  +  C2m  +  1)^ 
(_)r+l.lr  ,  1(1  _  + 

wenn  (—y.  \r  1 1(— )r+i.  |r  1 1  =  0  zur  Ergänzung  der  Reihen  in  deä 
zweiten  und  vierten  Gliede  verwendet  wird. 

Die  Richtigkeit  der  zweiten  Formen  in  Nr.  6)  und  9)  mm 
sich  auch  dadurch,  dass  man  die  Gleichung 


benutzt  und  die  angezeigten  Geschäfte  ausfahrt. 

Hieraus   ergeben   sich    folgende   Integrale   für  r  =  I  uni 

m  =  0,  1,  2,  3....:  | 

10) 

/'  j^!|f5«8*=-'S'(l,3)«-S'(2,3)«.  • 

0 

/ '  r=Sf3-a*=- su3)«-Jm d*=- m 
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1-« +  S'(l,3)«  +  S'(2,3)«-; 

o 

O 

II.  s.  w. 

< 

r  =  2,  m  =  0,  1,2   entsteht: 

11) 

/'  r-(SÄ3x==  2S'C2,3)«+|S'(1,1)', 

^g^a*«    l2?*'(M)»-2«'(l,3)»  +  2, 

0 

7,l^(?S^=-2S'(2)3).-(JÄ'(,,.)S+». 

<l 

^^=-27^(M)>  +  2S'0,3)«- 

/>   j«(lgj:)*  a  10*3  551 

8l"v3  250' 


S()4 


u.  s.  w. 


Von  diesen  Integralen  hat  Euler  (Integr.-Rechn.  Bd.  IV.  S.  141.) 
folgenden  Fall: 

12) 


/»  (l-2g)lgarQ 
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entwickelt.  Man  findet  ihn,  wenn  man  das  »weite  Integral  io 
Nr.  10)  doppelt  von  dem  ersten  abzieht   Hiernach  ist : 

sr  —  S'(l,l)Ä  +  gg  =  — 12  +  36-""  18 


Wendet  man  das  gleiche  Verfahren  auf  das  4te  und  Öte  Integral 
in  Nr.  10)  an,  so  erhält  man: 

13) 

p  »  jr»(l-2*)lg«-      **  19 

o 

U.  8.  W. 

Die  Zahlenwerthe  für  S'(l,3)*,  S'(2,3)»,....  sind  in  §.27.  angegeben 

■ 

Legt  man  die  Darstellung 


zu  Grunde  und  verbindet  sie  mit  j*    jr**H»  (Ig x)rdat,  so  erhÜI 


o 

i) 


o  o 

/    1  1  1  \ 

=  (-)r  •  lr  1 1  {ip+Zy+i  +     +  9)r+i  +    •  •  (6m+p-3)r+i) 

o 

(^+IJr,I(^W1  +  (W^+1+     (6m  +  p-5)H"0 
Entwickelt  man  i  _|_  Js  +  j^  in  e'ne  Reine  nach  rfen  stc'?fB 


Digitized  by  Google 


Oe Hin 9 er:  Veber  bestimmte  Integrale.  469 

den  Potenzen  von  x  und  verbindet  da*  hiedtirch  entstehende  Re- 
saltatmit  J*   xP(lgar)ra*f  so  erhalt  man: 

o 

/*    xp  (\e  xY  P  1 

i  +  Jrf^*s*  =J    ('« +  aJ|,+8  +      +  »..)  a» 

- J*  *  (lgjr)'(*M-«  f         +  +  ....)a* 

= i-r  ir  1 1  ((p + 1)r+i  +  ^ + 7)r+i + (Tfispri  ) 

=  (-)'.  lr  1 1  S(p  + 1 ,  6)M-i  (-)'+*.  Mi%  +  3,  6)'+*. 

Setzt  man  nun  p  =  0,  1,  2,  3,  4,  5  in  Nr.  I)  und  2)  und  »  Gr- 
ündet die  biedurch  entstehenden  Resultate  mit  einander,  so  er- 
leben sich  folgende  sechs  Integralformeu : 

I  3) 

I        l  1 

(_)r+l.  lr  |  1  (1  +  _  +  +  _  ____  j 

i  Mi    i    i  i 

^^•a^^1  +  3'+>  +  5'+«  +   •  (2m  — 1 
4) 

f  fTS?Saa:  =  ("")^•1^,  ^«^(-y+Url  15(4,6)r+l 

(_)r+I.  lr  |  I  ^_  +  ^  +  ....  +  (6mJ4)7ri) 

(-)r  ,r|1(inri  +  iörVi+  •  +(6^27+1)» 

5) 

8 

lr|l  1  |  1 

(~)r+1  +3rTi  +  5>Ti  +  —  (2m— l)r-fl) 


(    ^  ^  1  1  +  l  lr+1  +  (6m-l)r+l)' 
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6) 

/II  1_  \ 

\r\l  1  1  1 

<-Y'&+i(l  +  tFH  +  3m  +  •••rit^ 

7) 

/» i  ^_li(!g£lrö:r=  (_)r.  !r  i  i5(5,6)r+M-)r+1.  lr  1 1  S(l,6)'+» 

/II  1  \ 

1     I  ' 


8) 

/•*  ^^8i  =  (_)r.^-;S(|,l)r+.(_)r+llr|  »«(2,6)'+' 

im        l       1  1  , 

<->r+1  6m(l  +      +  3^n + •  •  •  *  m'+J 

(-)r .  lr  1 1  (2^1  +  gTfi  +  •  *  •  •  (6ro+2r+i) 

Die  Formen  in  Nr.  7)  und  Nr.  8)  entstehen,  wenn  die  Keih« 
im  zweiten  und  vierten  Ausdrucke  ergänzt  werden,  denn  es  ist 

(-)r+l.lr|l(-)r.lr|l  =  0    Und    (-)'+*.  1'  I  »g^-)'.  lr  1  1  $+V=* 

Hieraus  ergehen  sich  folgende  Integrale  für  r=  I  und  m  =0,  1, 2,.-: 

■  »> 

/'  f^^ö.r  =  -^(l.6)H^I/2)*  =  -S(l,6)H^ 

i 
i 

i 
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f '  \  tlH'^x = ~ 5(3,6)1 + *'(,•6)*-, ' 

o 

T+^i  dx = - ?16  +  *<2'  6>*  ~  4 ' 

o 

/*     j-«|g.T  Q  C/Ä  4 


u.  s.  w. 


Wird  r  =  2  und  w  =  0,  1 ,  2,  3... .  gesetzt,  so  ergeben  sich 
»ende  Integrale: 

10) 

o 

1+^+^  =  27  «(l.3)»-2A-(»,6)». 


H^q-p3*  =  -'5(5, «)» -  2.S(  1 , 6)»  +  2 , 

./  i+^^=rö8s<,',>5-'2-sc-',6)»+i, 

O 

/»'  *70g.r)*  *8  7 

,/      I  +x*+x*öx~  81  v3""32 ' 


<> 

U.  8.  W. 


Aach  die  hier  angewendete  Methode  ist,  wie  man  sieht,  all- 
meio  und  lässt  sich  leicht  weiter  fortfuhren.  Sie  eröffnet  ein 
osseres  Feld  der  Anwendung.  Man  kann  nun  hiernach  das  Integral 
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1  &m(\gx)r 


dx 


i—X*  +  X* 

O 

entwickeln.  Es  wird  auf  zwölf  verschiedene  Integralformen  füh- 
ren. Bei  der  Anwendung  dieser  Methode  hat  man  die  vorlie- 
gende Funktion  auf  zweierlei  Weise  in  Reihen  mit  fallenden  und 
steigenden  Potenzen  von  x  zu  entwickeln  und  dann  die  sich  er 
gebenden  Resultate  nach  §.  19.  zu  behandeln.  Für  alle  Functio- 
nen von  x,  die  sich  in  solche  Reihen  entwickeln  lassen,  wird 
daher  diese  Methode  benutzt  werden  können.  Zur  Darstellung 
des  Integrals 

1  -f  x  +  x*+x* 


f 


1 


erhält  man,  wenn  \  +  x  +  x%  +  aut  die  anS*<tentete  Weite  ny 
Reihen  entwickelt  wird: 

11) 


12) 

/'  r+frSb^-T  ('**>'(*' +  *"4 +**'+••••>*' 

=  (_)r.  ]r  1 1  S(p  +  1 ,  4)'fl(-)r+l .  M  1  +  2,  4)'+l. 

Wird  nun  p  =  0,  1,2,3  gesetzt  und  werden  die  oothigeo  Est 
Wickelungen  gemacht,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  des  vorlie 
genden  Integrals  folgende  vier  Formen: 
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<-)r- lr ' 1         +  6^1  + '  *  (2m  -  2)'+0' 
14) 

/  iS^^8^  =  (~)r  • lr  1 1  S(%  4)r+1  ( ~)r+l  • lr  1 1  Ä(3' 4)r+1 

<-)r+1- lr '  1(W*  +  <FR  +  ~  (4m^+>) 

(_)r .  ]r  |  1  +  _  +   # .  (4w^_J)r+1)> 

15) 

f  iSJSf = (-)r  ■ lr  1 1  s&  tr^-r*1- 1££  so,  in* 

(_)r+i. lr  |  +  7rTi  + '  ••(4m^^+0 

Irl  1  l  1  1 

(— )r  •       ( 1  +  2rT* +  3Hh*  +  *  •  •  •  mHF1^ 
16) 

'  r+7+^fi5a-e=(-)r-4^5(,'1)^1(->r+,-,r|  1  s(1'4>r+l 

Uli        11  1 

(_)r .  lr  I  I  (1  +  j^-.+j^l  +  . . . .  Ji^ly+i)- 

Die  Ermittelung  besonderer  Fälle  ergibt  sich  hieraus*  leicht, 
ho  sieht ,  dass,  wie  bemerkt,  diese  Methode  ein  grosses  Feld  für 
fc  Anwendung  eröffnet*  Sie  ist  eben  so  einfach,  als  allgemein, 
as  sich  durch  die  Torliegenden  Resultate  verdeutlicht. 

§.  45. 

Eine  besondere  Gruppe  von  Integralen  erhält  man  aus  den 
ij. 22.  aufgestellten  Gleichungen,  wenn  man  statt  p  gebrochene 
tbleo  schreibt    Setzt  man  p  =  i  in  Nr.  5)  §.  22. ,  so  entsteht : 

1) 


/l  3r"(lg, 


.  dx 

!WU'  I  1  Ä(l ,  2)r+l  (_)r+l  2'+* .  V\  1  (1  +  J^i  + 

* +  *     (2m -l)'+i)- 

Theil  XXXIX.  358 
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Hieraus  ergeben  sich  für  r=l,  m  =  0,  1 , 2,....  folgende  Integral« 


ar'lgar    .  »*  40 

dar=—  -j-  + 


/'     _? 1 
.  (>-" 

/"     o-'lga:    a  TT«,  1036 

„     (T^)vi  2  +  225  * 

/«     *«lg*    Q  ,  51664 

0     (1~*)V*  =~  2  +  11025' 

ff=5)v5      2 +4ii  (2«- 1)»* 

Eben  so  erhält  man  nach  der  früher  angegebenen  Methoch 

•f     (1  —  x)*Vx 

/»'  (l-ar»)lgxa_  _    3?r»  76 

./    (1_*)«V*ÖX  —  2  +  9 

/*'  (1— **)lg*a  „  ,  .  2936 

/•  (1— Ig*  a  (m  + 1)  »*    ,  „m  m—u  +  I 

Ferner  ist: 

V 

woraus  sich  folgende  Integrale  ableiten: 

5) 

.£      (1  — *)  V*  9 
/"  (l+»)Mgi.         .  ,  6736 

J     (l-x)V*dx—*n  +  220S 


n.  s.  w. 
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Wird  r=2,  >*=0,  1,2,  3,....  In  Nr.  1)  gesetzt,  ao  entsteht: 

6) 

/'   x»(lg*)»  B  M  448 

„     (l-*)V*aar=,ÄS(1'2)— 27' 
/"  *»(lgaQ»  ,  56432 

>'  *«(lgx)'  19410176 
f     (\-x)Vxdx     165(1 '  2)— 057626  ' 

/  00;**  =      2)«-  le*:;^. 

Hieraus  erhält  man  folgende  Integrale: 

7) 

/'tÄSS?*     =325(1,  2).- 16, 

/'  ^^^=1«^"^)5(1.2),-16^"°-(<(^^ 

Diese  Darstellungen  lassen  sich  beliebig  fortsetzen. 

Setzt  man  p  =  i  in  Nr.  6)  §.  22. ,  dann  2m  und  2m  +  1  statt 
so  erhält  man  folgende  zwei  Integralformen  : 

8) 
9) 

/,ffTSS^Je=(-),+,•2r+,•lr,IS,(,•2)^f, 

(_),.2r+..  lr ,  —^.J. 
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8eUt)  man  r«sl  und  msxO,  1,  2, .... ,  so  leiten  eich  bieraos  fol- 
tuende  Integrale  ab: 

10) 

/■     x*\sx   „  836 

u.  8.  w.    Fflr  r=2,  m  =  0,  1,  2,....  entsteht: 

11) 

/' o^a*=16S'(,'2),=?' 

^     fl+^vi8*  2  +  16' 

/*'  *»(lg*)«  *»  416 

(1+*)V*        +  2  27' 

/'  j8(Irj)*  a  _    *»  52432 
<l+ar)V»4te~~  2  +  3375  ' 


/•■  **(!»*)■ .  _  ,  »» 
•{     (H-or)V;r<fce-+2  - 


17984176 
1 157625 


u. ».  «r.  Diese  Gruppe  von  Integralen  lässt  sieb  auf  jeden  Wi 
zelexpooenten  ausdehnen.   Setzt  man  nämlich  ^  statt  p  io  Nr. 

und  Nr.  8)  §.22.,  so  erhält  man  folgende  bieber  geborige  all* 
meine  Integralformen: 


13) 


/'  '""1^a.=<-)-.^V(.*+.,^, 

Hieraus  ISsst  sich ,  wie  früher ,  eine  grosse  Reibe  besonda 
Integrale  ableiten,  je  nachdem  die  Werthe  von  Ar,  p9  r  ond  m  1 
wählt  werden. 

(Fortsctrong  «achitens.) 
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M  i  s  c  e  1  1  e  n. 


Summirung  der  Reihen: 

u«,   (u+d)«,   (a-f2d)«,   (a+3d)*  ,  (a-fnd)*; 

a»,   (a+d)».    (a+2d)»,   (a+3d)>,  (a-rnd)* 

Von  dem  Herausgeber. 
Wenn  der  Kürze  wegen: 

_(g  +  *d)(q  +  (n  +  1)d)(2q  +  (2n+  l)d) 

1.2.3  ' 

1U0: 

p     _  (fl  +  (n  - 1 )  d)  (q+  wd)  (2o+ (2w— ))  d) 

"   ~  Ol 

gesetzt  wird,  so  überzeugt  man  eich  durch  einfache  Rechnung 
wf  der  Stelle  von  der  Richtigkeit  der  Relation : 

d(a+nd)*=Pn-Pn-lf 

fiid  «etzt  man  nun  in  dieser  Relation  fir  n  nach  and  nach : 

0,   1,   2,   3,   4, — ,  n; 

•0  erhält  man  die  folgende  Reibe  von  Gleichungen : 

"  d(a-fi£)t=PI-P0, 

d(a+2d)»=P1-P1, 

1 

U.  8.  W. 

d  (a  +  (n  - 1)  d)*  =        -  Pn_2 , 
d(a+wd)»=Pn— Pn_i; 
»fco,  wenn  man  addirt  und  aufhebt,  was  sich  aufbeben  lasst: 

d\a*  +  (a  +  d)*+(a  +  2rt)*+  ....  +  (a+nd)*\  =  Pn~  p_lt 
«•Wich: 

a«+(a+d)«  +  («  +  2d)*  +  ....+  (a+nd)* 
1  /     (a-fnd)  (g+(n+l)d)  (2q  +  (2n  +  l)d 

_  L ) 

~~  rf  /      (a—d)  c(2a  —  d) 
1  1.2.1 
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oder : 

a»  +  (a  +  d)*  +  (a+2d)*  +  ....+  (fl  +  ftrf)* 

_  (g  4-  nd)  (a  +  (n  + 1)  d)  (2a  +  (2n  + 1)  d)  —  (o — d)  a  (2a  -  rf) 

6f/ 


Ferner  erbellet  sogleich  die  Richtigkeit  der  Gleichung: 

J  ,  a+(n-l)d     q  +  (n  +  l)d 
tf+       1.2       -       O  ' 

also  auch  der  Gleichung: 

d(a+nd)  +  =  —  

und  quadYirt  man  nun  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung, 
erhfilt  man,  weil  offenbar 

d*(a+nd)*+d{a  +  nd)*  (a  +  (n— l)d)  =  d(a +  *«*)» 

ist,  die  Gleichung: 

oder : 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen: 

qb==  5  (fl-Kn-H)d)  («-»-^^  Q  ^  =  <  (o+»td)(a+(»-l)<*) 

f  1.2  3  '  f  1.2 

setzen,  die  Gleichung: 

d(a  +  = 
Wird  nun  in  dieser  Gleichung  für  n  nach  und  nach 

0,    1»   2,   3,   4,  .... ,  n 
gesetzt,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

da»  =  ©0-G-i, 
d(a+d)» 
d(a+2d)» 

u.  s.  w. 

d(a  +  (»-l)d)*=  Qn-x-Qn- 1, 
d(a+nd)»  =  Qw  — C—i; 
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also,  wenn  man  addirt  und  aufhebt,  was  sich  aufheben  lässt: 

rf{a»+(a+rf)s  +  (a+2<Z)a  +  ....  +  (<*  + w*)5!  =  Q„-  O-i, 
folglich : 

a»+(a  +  d)3+(a+2ii)>  +  ....  +  (a  +  »d)» 

=a*L  T2  J  -L— T2~J  v 


)der: 


a»  +  (a+d)8  +  (a+2rf)>  +  ....  +  (a+nd)" 

_  {(o-Kn-f  l)tl)  (a  +  yirQ)»-|fl(<i  —  rf) I* 
-  Ad  * 


Von  dem  Herausgeber. 

Ueber  den  vielfach  verdienten  und  berühmten  Astronomen 
Friedrich  Theodor  Schubert,  den  Verfasser  des  „Tratte 
^Astronomie  theorique.  T.  I.  II.  Hl.  St.  Peters  bourg. 
1822.  4."  und  mehrerer  anderer  werth  voller  Schriften  und  vieler 
Abhandlungen  spricht  Ernst  ÄI oritz  Ar nd  t  in  seinen  „Erinne- 
rungen aus  dem  äusseren  Lehen.  Zweite  Auflage. 
Leipzig.  1840.   S.  159."  sich  auf  folgende  Art  aus: 

„Unter  vielen  bedeutenden  MSnnern  lernte  ich"  —  (in  Pe- 
tersburg im  Jahre  1812)  —  „auch  Schubert  den  Astronomen, 
Klinger  den  Dichter,  und  den  Weltumsegler  Krusenstern 
kennen,  alle  drei  Deutsche,  der  letzte  aus  einer  schwedischen 
Familie  stammend.  An  Schubert  war  ich  gewiesen  als  einen 
Hann  aus  meiner  Heimath  *).  Ein  hoher,  schöner  und  geistreicher 
Mann,  aber  durch  Hochmuth  verdorben.  Er  war  ein  Vergötterer 
Napoleons,  zweifelte  an  jedem  Erfolge  gegen  ihn  **),  schien  über- 
haupt Geist  und  Glück  anzubeten,  kalter  Hohnlächler  und  Men- 
schenverächter. Vielleicht  hatte  er  dies  hier  gelernt;  indessen 
gehört  zu  allem  irgend  eine  geborene  Anlage.  Er  gab  mir  die 
Lehre:  der  Mensch  ist  eine  dienstbare  und  lastbare  Bestie;  ge- 
wöhnen Sie  Sich  hier  recht  grob  und  hoch  aufzutreten,  dann  hält 
man  Sie  für  etwas  ***).    Solche  widerliche  Lebensregeln  mügten 


*)  So  viel  ich  weiss,  war  F.  T.  Schubert  in  Wolgast,  in  Ncuvor- 
pwnmern,  geboren;  E.  M.  Arndt  war  aus  Schoritz  auf  der  Insel  Rügen 
gebürtig  und  geboren  1769.  G. 

M)  Man  bedenke,  dass  dies  sich  auf  das  Jahr  1812,  welches  dem  Jahre 
der  Erhebung,  1813,  vorausging,  bezieht 

***)  Arndt  trat  in  die  Dienste  des  damals  vom  Kaiser  Alexander 
nach  Petersburg  gerufenen  Ministers  von  Stein. 
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auch  anderswo  für  gewisse  Karaktere  ihre  praktische  Gültigkeit 
haben.  Ich  war  ein  paar  Mal  bei  diesem  hochfahrenden  und  vor- 
nehmen Gelehrten  und  kam  nicht  wieder." 

Wie  schon  spricht  er  sich  dagegen  über  den  aus  einer  achwe 
dischen  Familie  stammenden  Deutschen,  den  hoch  berühmten 
Krusenstern,  aus:  „Krusenstern  —  ja  das  war  ein  ganz 
anderer,  obgleich  im  rauhen  Norden  an  Ehstlands  Küsten  gebo- 
ren, der  menschlichste,  anspruchsloseste,  liebenswürdigste  Mario, 
bei  welchem  jeder  Seele  wohl  ward,  der  nur  die  schlichte  Eid 
falt  des  Seemanns,  aber  nichts  von  der  Rauhigkeit  des  rauhen 
Elements,  mit  welchem  er  su  kämpfen  hatte,  an  sich  trug. 


Berichtigung. 

In  der  Abhandlung  „Ueber  die  der  Ellipse  parallele  Corte  Kr 
im  Uten  Hefte  diese«  Bünde»  sind  vor  der  ersten  Formel  auf  p.  20.  i\t 
folgenden  Zeilen  einzuschalten: 

/8   0^,0  0*6»- q«(/?»-r») - p«(a» - r») 

+ 6«-(««  +  |3»--r«)  1 
+  *•  a«0*  +  a*0a  — u 

(in  Bezug  nnf  die  Veränderliche  Ar)  die  Gleichung  der  tnrj 
betrachteten  Ellipse  parallelen  Curve  liefert,  d.i.  die  Gl  ei- 1 
ihnng  der  Curve,  deren  auf  den  Normalen  der  Ellipse  gemessener  Afc-J 
stand  von  dieser  Letzteren  unveränderlich  und  =r  ist/' 

Als  ich  im  VI.  Bande  der  ,,  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Phj- 
*ik'4  p.  140  f.  in  der  Abhandlung:  „lieber  Dreiecke  und  Tetraeder, 
welche  in  Bezug  auf  Curven  und  Oberflächen  zweiter  Ordnung  sich  seil* 
conjugirt  sind"  die  Ausdehnung  der  wichtigsten  Resultate  jene«  Zotttte* 
auf  Flächen  zweiter  Ordnung  vorlegte,  behielt  ich  •  die  entsprechest 
Erweiterung  des  hier  wiederholten  Schlunssaizes  einer  besonderen  Ge- 
legenheit vor.    Diese  Erweiterung  liefert  den  Satz:    Die  Discrimi- 

nante  der  Gleich nng  

Man  lese  ferner  p.  20  Zeile  2.  v.  o.  statt  Ca*  . 

p.  22    .,   13.  v.u.  gegeben  egeben . 

p.  27  „  2,  v.  u.  Curre  .,  Curven , 
p.  34    „    1.  v.  n.  Durch  mes«erend punkte 

messerpunkte. 

Chemnitz.  23.  Octbr.  1862.  Dr.  W.  Fiedler. 


Druckfehler  im  Literarischen  Berichte  Nr.  CLV. 
8.  15.  Z.  9.  v.  u.  ror  „Schönlein"  8.  ro.  „Schönbein-'. 


Digitized  by  Google 


Literarischer  Bericht  CLIN. 


i 


Literarischer  Bericht 

CLIII. 


Am  28.  Juli  1862  starb 

Dr.  Edmund  Külp, 

* 

Professor  und  Oirector  der  höheren  Gewerbeschule  in  Darm 
Stadt,  der  sich  auch  als  Schriftsteller  im   Fache  der  Mathe- 
matik odcI  Physik  einen  geachteten  Namen  erworben  hat. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Professor  Schulz  von  Strasznitzki  als  Gelehrter 
und  Mensch.  Eine  Erinnerung  an  dessen  zehnten 
Sterbetag  (9.  Juni  1862.).  Wien.  Manz&Comp.  1862.  8. 

Die  warme  Pietät  für  einen  der  verdientesten  Lehrer  der 
Mathematik,  ausgezeichneten  Gelehrten  und  trefflichen  Menschen, 
dessen  ausführlicherer  Necrolog  schon  im  Liter.  Ber.  Nr.  LXX1V. 
$.942.  geliefert  worden  ist,  welcher  diese  Schrift  Ausdruck  ver- 
einet, macht  einen  ungemein»  wohlthuenden  Eindruck,  und  zeigt, 
wie  hoch  und  allgemein  wahres  wissenschaftliches  Verdienst  in 
Oesterreich  geschätzt  und  erkannt  wird.  Auf  24  Seiten  giebt  uns 
der  Herr  Verfasser  einen  ziemlich  ausführlichen  Lebensabriss 
and  eine  sehr  interessante  Charakteristik  des  trefflichen  Mannes 
*U  Lehrer,  als  Gelehrten  und  Mensch,  aus  welchem  auch  in  der 
erfreulichsten  Weise  deutlich  hervorleuchtet,  wie  aufmerksam  auch 
in  Oesterreich  von  den  Unterrichtsbeburden  jedes  aufkeimende 
wissenschaftliche  Talent  beachtet,  jedes  wissenschaftliche  Ver- 
dienst, ohne  es,  so  lange  es  sich  bewährt,  jemals  aus  dem  Auge 
zn  verlieren,  gefördert  und  belohnt  wird.  Wir  machen  unsere 
Leser  auf  die  Schrift,  die  ihnen  gewiss  eine  angenehme  Lecture 

Thl.XXXlX.Hfi.i.  1 
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gewähren  wird,  aufmerksam.  Ausser  den  schon  in  der  .erwähnten 
Nummer  des  Literarischen  Berichts  S.  24.  verzeichneten  Schriften 
bemerken  wir  noch  die  folgenden,  dort  nicht  angegebenen,  von 
Schulz  von  Strasnitzki  veröffentlichten  wissenschaftlichen 
Arbeiten: 

Kennzeichen  der  Convergenz  unendlicher  Reihen.  1828. 
Lieber  binomische  Reihen  und  Lambertische  Formeln.  18*). 
Cissoiden  der  Curven.  1829. 

Der  Euler 'sehe  Lehrsatz  von  den  Polyedern.  1829. 

Neue  allgemeine  Eigenschaften  der  Linien  zweiter  Or 
1829. 

(Wahrscheinlich  finden  sich  diese  Abhandlungen  in 
denen  Journalen  und  ähnlichen  Sammelwerken,  die  aber 
der  vorliegenden  Schrift  nicht  angegeben  sind.) 

Anleitung  zur  Rechnung  mit  Dezimalbrüchen.    Wien.  1844. 

Logarithmen-  und  andere  nützliche  Tafeln.    Wien.  1844. 

Die  Reise  zum  Volkstag  nach  Frankfurt  am  Main.  Wien.  1 

Stellung  der  Astronomie  im  Bereiche  der  Menschheit. 
1850. 


Arithmetik. 

4 

Handbuch  der  Kngelfun cti onen  von  Dr.  E.  Heioe* 
ordentlichem  Professor  der  Mathematik  an  der  Uni* 
versitat  in  Halle.   Berlin.    Reimer.   1801.  8. 

Die  Theorie  der  Kugelfunctionen.  Von  Dr.  Georfl 
Sidler.  (Aus  dem  Programm  der  Berner  Kanto  nsschult  j 
für  1861.).    Bern.   Haller.    1861.  4. 

Die  sogenannten  Kugelfunctionen,  ursprünglich  hauptsächlich 
bearbeitet  von  Laplace,  nnd  daher  auch  Laplace'sche  FaochV 
nen  genannt,  finden  bekanntlich  die  vielfachste  and  wichtigste 
Anwendung  in  der  Theorie  der  Anziehung  und  Abstossung  nach 
dem  umgekehrten  Quadrat  der  Entfernung,  besonders  dann,  wew 
die  Gestalt  der  anziehenden  Massen  von  wesentlichem  Belang  irf, 
also  weniger  in  der  Theorie  der  planetarischen  Störungen  als  bei 
den  mehr  in  das  Gebiet  der  eigentlichen  Physik  fallenden  Pro- 
blemen, wie  wir  hier,  übrigens  natürlich  nur  ganz  in  der  Kurse, 
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bemerken  wollen.  Eben  so  wollen  wir  nur  ganz  in  der  Kürze 
laran  erinnern,  dass  man  die  nte  Kugelfunction  den,  wie  sich  von 
reihst  versteht,  nur  von  x  abhängenden  Coefficienten  von  <r*  in 
ler  convergirenden  Reihe  nennt,  in  welche  sich  die  Potenz 

(1—  2*r+a*)-* 

mter  der  Voraussetzung,  das«  aa  <  1  ist,  nach  aufsteigenden  Po- 
emen von  a  entwickeln  lässt. 

Herr  Professor  Heine  hat  sich  jedenfalls  ein  sehr  wesent- 
iehes  Verdienst  erworben,  dass  er  in  sehr  grosser  Vollständig- 
st alle  Arbeiten,  welche  bis  jetzt  Ober  die  genannten  wichtigen 
nnctionen  veröffentlicht  worden  sind,  nicht  ohne  Zuthun  eigener 
erdienstlicher  Untersuchungen,  als  ein  systematisches  Ganzes 
B  dem  obigen  Werke  mit  grosser  Sachkenntnis*  zusammenge- 
heilt, und  neben  der  reinen  analytischen  Theorie  auch  die  An- 
rendoogen  in  eingehender  Weise  berücksichtigt  hat.  Dieses 
verdienst  ist  um  so  grösser,  je  grosser  die  Anzahl  einzelner  Ab- 
andlungen  ist,  in  welchen  zerstreut  die  in  Rede  stehende  wich- 
ige Theorie  sich  findet,  und  je  schwieriger  diese  Abhandlungen, 
»ei  deren  Kenutniss  man  bis  zum  Jahre  1782  zurückgehen  niuss, 
beilweise  zu  erhalten  sind.  Wir  schlagen  dieses  Verdienst  sehr 
»ch  an,  verhehlen  jedoch  nicht,  dass  das  sehr  grosse  in  diesem 
Verke  zusammengehäufte,  besonders  analytische  Material,  wenn 
araentlicb  der  Physiker,  welcher  diese  rein  analytischen  Theorien 
«i  seinen  /Speciellen  Untersuchungen  zu  benutzen  beabsichtigt, 
ich  eine  klare  Uebersicht  verschaffen  will  und  diese  Uebersicht 
»ter  de*r  Masse  nicht  verlieren  soll,  in  dieser  Beziehung  Schwie- 
•ekeiten  herbeiführen  zu  können  uns  scheinen  möchte. 

Deshalb  dürfte  auch  der  freilich  weit  kürzeren,  sich  auf  das 
Wesentlichste  beschränkenden,  und  einen  nicht  so  umfassenden 
ipparat  analytischer  Vorkenntnisse  voraussetzenden  Schrift  des 
ferro  Dr.  Sidler,  neben  dem  Heine' sehen  Werke,  ihr  Werth 
icht  abzusprechen  sein,  weshalb  wir  einen  Jeden,  der  sich  mit 
icht  zu  grossem  Zeitaufwande  eine  aligemeine  Uebersicht  über 
ie  (genannte  wichtige  Theorie  in  ihren  hauptsächlichsten  Resol- 
uten tu  verschaffen  wünscht,  auf  dieselbe  aufmerksam  machen. 

■ 

Da  die  Sidler'sche  Schrift  in  einzelne,  mit  besonderen 
Jeberschrilten  versehene  Unterabtheilungen  nicht  getheilt  ist,  so 
lassen  wir  eine  genaue  Angabe  des  Inhalts  derselben  uns  Ver- 
den, geben  daher  im  Folgenden  nur  den  Hauptinhalt  der  ein- 
ten Kapitel  des  Heine'schen  Werkes  an : 
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A.  Theorie  der  Kugelfunctionen.  Einleitung.  Ent- 
führung der  Kugelfunctionen.  —  Erster  Tb  eil.  Die  KugehW- 
tionen  einer  Veränderlichen.  1.  Verschiedene  Formen  der  Kugel- 
functionen. %  Entwickelung  nach  Kugelfunctionen.  3.  Die  Kugel- 
functionen zweiter  Art.  4.  Zugeordnete  Functionen  erster  Art 
5.  Zugeordnete  Functionen  zweiter  Art.  6.  Die  Kettenbruche. 
Zweiter  Theil.    Die  Kugelfunctionen  mehrerer  Veränderlichen. 

1.  Ent Wickelung  der  Kugelfunctionen  erster  Art  nach  Laplace. 

2.  Entwickelung  der  Kugelfunctionen  zweiter  Art.  3.  Einführung 
und  Eigenschaften  der  Lame  sehen  Functionen.  4.  Entwickelung 
der  Kugelfunctionen  nach  Lame  sehen  Functionen.  5.  Dirichlefi 
Beweis,  dass  Functionen  zweier  Veränderlichen  nach  Kugelfunc- 
tionen entwickelt  werden  können.   —  B.   Anwendung  der 


»neu.     I.    Mechanische  Quadraturen. 
Anziehung  und  Wärme.     I.  Die  Kugel.    2.  Das  Rotation* 
ellipsoid.   3.  Das  dreiachsige  Ellipsoid. 


Geometrie. 

Geometrische  Untersuchungen  über  Curven  höhe- 
rer Ordnungen  und  Klassen.  Von  Dr.  Sarres,  Lehr« 
am  Friedrichs-Gymnasium  in  Berlin.  Wittenberg 
Herrosäe.    1862.  4. 

Die  in  dieser  Schrift  mitgeteilten  Untersuchungen 
ursprünglich  zu  dem  Zwecke  begonoen,  die  durch  anmly 
Hilfsmittel  gefundenen  Eigenschaften  der  Curven  der  3.  und  4. ~ 
durch  rein  geometrische  Betrachtungen  herzuleiten,  und  zugleich  die* 
Curven  wirklich  zu  construiren.  Die  angewandten  Mittel  zeigte» 
sich  aber  nicht  ausreichend ,  indem  sich  jedoch  auf  der  ander» 
Seite  ergab,  dass  die  gebrauchte  Metbode  einer  grossen  Verall- 
gemeinerung fähig  sei,  dass  sie  sich  mit  Leichtigkeit  auf  Cunei 
höherer  Ordnungen  anwenden  liess,  und  dass  namentlich  die 
Steiner  mit  so  grossem  Erfolge  angewandten  Strahlbüschel  tiA 
Geraden  nur  specielle  Fälle  sind  von  vielfachen  Strahlbüscheb 
und  Geraden,  die  bei  den  Curven  höherer  Ordnungen  dieselbe 
Bolle  spielen,  wie  jene  bei  den  Kegelschnitten.  Die  Leichtigkeit, 
mit  welcher  nach  dieser  Methode  Bilder  von  höheren  Cnrren 
dargestellt  werden  können,  bewog  den  Herrn  Verfasser,  dieselbe 
weiter  zu  verfolgen  und  auf  die  vollständige  Allgemeinheit  «° 
verzichten,  da  es  ihm  schien,  dass  nur  durch  bestimmte  Anscbao 
ungen  eine  tiefere  Einsicht  in  das  Wesen  geometrischer  Gebilde 
ermöglicht  werde,  Anschauungen,  die  man  sich  a  priori  niciit  bil 
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den  kann.  In  der  ersten  der  beiden  Abtheilungen,  in  welche  die 
Schrift  zerfällt,  wird  die  Construction  der  Carven  durch  rein  gra- 
phische Hfllfcmittel  bewirkt,  in  der  zweiten  kommt  das  anharmo 
nisebe  Verhältnis«  zur  Construction  derselben  Curven  in  Anwen- 
dung; beide  Abtheilungen  stehen  in  inniger  Beziehung  zu  ein- 
ander, uod  auch  hier  waltet  das  Princip  der  Dualität  ob. 

Wir  glauben  die  Liebhaber  der  neueren  Geometrie  auf  diese 
Schrift,  welche  wir  im  Vorhergehenden,  absichtlich  grösstenteils 
jnit  den  eigenen  Worten  des  Herrn  Verfassers,  etwas  näher  zu 
ch&rakterisiren  gesucht  haben,  aufmerksam  machen  zu  müssen. 

Die  Lehre  der  geometrischen  Beleuchtungs-Con- 
»truetioneu  und  deren  Anwendung  auf  das  technische 
Zeichnen.  Fflr  technische  Lehranstalten  und  zum 
Selbstunterrichte  verfasst  von  Franz  Tilscher,  Haupt- 
mann im  k.k.  Genie-Stabe,  Professor  der  darstellenden 
Geometrie  ao  der  k.  k.  Genie- Academie.  Mit  einem 
Atlas  von  13  lithographirten  Tafeln  und  einem  Far- 
bendrucke.  Wien.    1862.  8. 

So  weit  wir  uns  bis  jetzt  mit  dieser  neuen  Darstellung  der 
Lehre  von  den  Scbatten-Constructionen  nach  grösstenteils  dem 
Herrn   Verfasser   eigentümlichen,     besonders   auf   die'  mög- 
lichst   leichte   praktische    Anwendung    berechneten  Methoden, 
bekannt  gemacht  haben,  glauben  wir  dieselbe  allerdings  den  be- 
(heiligten  Lehranstalten  zur  Beachtung  empfehlen  zu  müssen. 
Nachdem  dem  Herrn  Verfasser  —  so  sagt  er  in  der  Vorrede  — 
in  der  Theorie  der  darstellenden  Geometrie,  und  zwar  durch  ein- 
fache Constructionen ,  die  directe  Losung  des  Problems  gelungen 
war:  an  eine  gegebene  Fläche  Berührungsebenen  zu  legen,  welche 
mit  einer  gegebenen  Geraden  einen  bestimmten  Winkel  bilden; 
lag  ihm  der  Versuch  nahe,  dieses  Resultat  zur  Darstellung  der 
IntensitfitsliniQn  der  Flächen  anzuwenden  und  auf  Grund  bereits 
bekannter  Wahrheiten  zu  dem  Systeme  einer  „Lehre  der  Be- 
leuchtungs-Constructionen"  in  der  Art  auszuarbeiten,  dass 
e*  den  mit  den  Elementen  der  darstellenden  Geometrie  vertrauten 
Anfanger  in  die  Lage  setzt,  in  jedem  gegebenen  Falle,  bei  be- 
liebig angenommener  Richtung  der  Lichtstrahlen,  das  wahre  Mo- 
dell für  seine  Darstellung  direct  und  einfach  selbst  construiren 
in  können.  —  Damit  diese  Lehre  aber  auch  dort  Nutzen  stifte, 
wo  dem  Constructeur  die  nöthige  Zeit  oder  Gewandtheit  mangelt, 
üind  die  Erklärung«  -  Figuren  in  einem  grösseren  Maassstabe  und 
mit  solcher  Vollständigkeit  dargestellt,  dass  sie  als  Vorlagen  beim 
Laviren  zweckmässig  benutzt  werden  können.  —  Um  endlich  die 
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nach  der  angewandten  Methode  erzielten  Resultate  ersichtlich 
zu  machen,  und  zugleich  für  jene,  denen  wegen  Mangels  der  Dufti- 
gen Vorkenntnisse  der  Unterricht  im  Laviren  nach  Vorlagen  er- 
theilt  werden  muss,  eine  sichere  Grundlage  zu  bieten,  wird  der 
Herr  Verfasser  demnächst  die  meisten,  in  den  ersten  zwölf  TafeU 
construirten  Figuren  nebst  noch  einigen  anderen  Beispielen ,  auf 
welche  häufig  im  Texte  hingewiesen  wurde,  einzelne  jedoch  aio- 
nometrisch  dargestellt,  in  derselben  Manier  ausfuhren  lassen,  u 
welcher  die  Figuren  auf  Taf.  XIII.  und  XIV.  bebandelt  erscheinen, 
zugleich  aber  die  Einrichtung  treffen ,  dass  diese  Vorlagen  aU 
eigentliche  Vorlagen  zum  Laviren  einen  besonderen  Anbang  » 
der  Lehre  der  Beleuchtungs-Constructionen  bilden. 


Physik. 

Recherches  sur  les  proprietes  magnltiques  da  fer 
Par  T.  R.  ThaUn.  Extrait  des  Actes  de  la  Societ* 
Royale  des  Sciences  d'Upsal.  Sdrie  IIIÄ.  T.1V.  üpsal 
Leffler.    1861.  4° 

Mit  der  die  schwedischen  Mathematiker  und  Naturforscher 
auszeichnenden  Schärfe  und  Präcision  hat  der  Herr  Verfasser« 
dieser  ungemein  lehrreichen  Schrillt  die  magnetischen  Eigenschafte« 
der  verschiedenen  Arten  des  schwedischen  Eisens  untersucht,  sh* 
dabei  anschliessend  hauptsächlich  an  die  von  W.  Weber  aw^ 
gebenen  Methoden.  Keineswegs  aber  bloss  in  Bezug  auf  diesen 
speciellen  Zweck  ist  die  ausgezeichnete  Schrift  von  Wichtigkeit 
und  grossem  Interesse;  vielmehr  kann  dieselbe  nach  unserer1 
Meinung  als  ein  wahres  Muster  für  die  Art  und  Weise,  wie  solch*1 
Untersuchungen  auszuführen  sind,  betrachtet  werden,  und  enthalt1 
zugleich  die  trefflichste  Anleitung  zu  deren  Anstellung,  weshalb 
wir  recht  dringend  auf  dieselbe  aufmerksam  machen.  Nach  ein« 
kurzen  Einleitung  über  Zweck  und  Veranlassung  der  angestellten 
Untersuchungen  beschreibt  der  Herr  Verfasser  zuerst  in  1.  «Iii 
angewandten  Instrumente,  und  verbreitet  sich  dann  in  II.  « 
sehr  eingehender  Weise  über  die  Methode  der  B eo haebtong, 
worauf  ferner  die  nachstehend  nach  ihren  Ueberschrifteii  von  um 
angegebenen  Abschnitte  folgen:  III.  1'HeTice  (1°.  Determinativ 
de  la  force  eMectro-magnetique  de  TheTice  sur  uo  point.  situe  dan< 
son  interieur.  2°.  Determination  expeYimentale  de  l'intensite  do 
conrant  d'induction  produit  par  une  force  induetive  qui  öroane 
successivement  de  potnts  differents  de  Tinte'rieur  de  rhelice.  3*. 
Determiuation  de  la  valeur  du  rayon  moyen  de  1'heTice.)   IV.  Ue- 
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teriuination  de  la  valeur  absolue  du  changement  dans  le  moment 
iuaijnetique  du  barreau  en  fer,  V7.  Sur  Tinfluence  de  la  forme  du 
barrean  en  fer  aar  Ja  graodeur  de  6ou  moment  roagnätique.  VI. 
Yerification  de  la  formule  de  M.  Neumann,  au  cas  des  cylindres. 
Vü.  L'influence  de  la  chaleur  sur  la  grandeur  de  l'induction 
tuagnäique  du  fer.  VIII.  Determination  de  la  grandeur  d'induc- 
twu  magne'tique  de  differentes  especes  du  fer. 

Schon  diese  kurze  Inhaltsanzeige  wird  unser  obiges  Urtbeil 
ttstätigen,  dass  jedem,  der  Untersuchungen  dieser  Art  anzustellen 
leabgicht'igt,  in  dieser  ausgezeichneten  Schrift  das  beste  Muster 
ind  die  beste  Anleitung  dazu  geboten  wird.  Dass  er  darin  auch 
ille  nuthigen  Formeln  und  Recbnungsniethoden  findet,  versteht 
äcb  von  selbst. 


Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  königl.  bayerischen  Akade 
lic  der  Wissenschaften  zu  München.    (Vgl.  Literar. 
ler.  CXLIX.  S.8.). 

1861.  II.  Heft  III.  Robert  v.  Sc  hlagin  twei  t:  üeber 
feHöbenverhältnisse  Indiens  und  Hochasiens.  S.  261.  —  Seidel: 
feroerkungen  Ober  die  Möglichkeit  mit  Hülfe  der  Photographie 
K  direeten  Leistungen  optischer  Apparate  in  Ansehung  der 
'ergrusserung  zu  verstärken.    S.  290. 

1862.  I.  Heft  I.  Jolly:  üeber  die  Molecularkräfte.  S.38. 
ierr  Jolly  gab  eine  vorläufige  Nachricht  von  dem  Resultate 
einer  Untersuchungen.  Er  bestimmte  für  14  verschiedene  Salz- 
aflfeungen  die  Grössen  der  Contractionen,  welche  durch  allmäli- 
*n  Zusatz  von  Wasser  eintreten,  und  zeigt,  dass  zwei  Gesetze 
ich  begründen  lassen : 

1)  Die  Contractionen  verhalten  sich  unter  sonst  gleichen  Ver- 
rissen wie  die  Aequivalentzahlen  der  gelösten  Korper. 

2)  Die  Contractionen  erfolgen  durch  einen  Zug  der  auf  ein- 
»der  wirkenden  Molecule  des  gelösten  und  des  lösenden  Körpers, 
md  ihr  Zug  nimmt  ab,  wie  die  Quadrate  der  Entfernungen  der 
«feinander  wirkenden  Molecule  wachsen,  und  ist  verkehrt  pro- 
wtional  der  Summe  der  auf  einander  wirkenden  Molecule. 

Herr  Jolly  wird  diese  Untersuchungen  selbststfindig  beraus- 
chen, und  dadurch  gewiss  alle  Physiker  zu  besonderem  Danke 
erpflichten. 
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Annali  di  Matematica  pura  cd  applicata  pubblieati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pisa 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torfno,  B.  Torto 
lini  a  Roma.   4°.   (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXLIX.  8.  11.) 

No.  2.  tom.  IV.  1861.  La  teorica  delle  fnnzioni  elittiche 
Monografia  del  Sig.  Prof.  E.  Betti.  p.  57.  —  Intorno  la  com 
gobba  del  quart'  ordine  per  la  quäle  passa  una  sola  superficie  d 
secondo  grado.  Memoria  del  Prof.  C.  Cremona.  p.  71.  —  In 
torno  «ad  alcuni  sistemi  di  corve  piane.  Nota  di  Eugenio  Bei 
trami.  p.  102.  —  Rfvista  blbllografica.  ü.  Hesse:  Leiioo 
di  geometria  analitica,  articolo  del  Prof.  L.  Cremona.  p.  109  - 
Pubblicazioni  recenti  p.  112. 

No.  3.  tom.  IV.  1861.  Memoire  aar  la  resolution  da 
equations  dont  le  degrd  est  une  puissance  d'un  nombre  premi« 
Par  M.  Emile  Mathieu.  p.  J13.  —  Sur  un  Systeme  de  coorbd 
et  surfaces  de>ivees,  et  en  particulier  sur  qaelques  surfaces  an* 
logues  aax  ellipses  de  Cassini.  Par  M.  Will iam  Robert* 
p.  153.  —  Solution  d'un  problerae  par  M.W.  Ro  berts.  p.  J5&  - 
Sulla  determinazione  della  Parte  Algebrica  rielf  integra 
zione  in  funzione   finita  esplicita.     Nota  di  C.  M.  Piuma.  p.  15^ 

—  Rftvlsta  biMiografica  Quadratura  della  doppia  ellissoiA 
di  riroluzione.  Articolo  del  Prof.  B.  Tortolini.  p.  170.  —  R* 
sultati  di  Geometria  elementare.   Articolo  del  Prof.  B.  Tortolini 

—  Sur  la  transformation  du  troisieme  ordre  des  fonctions  ellip» 
tiques.    Lettres  de  M.  Herrn  ite  ä  M.  Borchardt.  p.  176. 


Monatsbericht  der  kunigl.  preussischen  Akaderoi« 
der  Wissenschaften  zu  Berlin.  (Vrgl.  Literar.  Ber.  M 
CL.   S.  12.)  < 

April  186*2.  A.  v.  Bezold:  Ueber  die  Natur  der  negativ» 
Stroroesschwankungen  im  gereizten  Muskel,  mitgetheilt  tod  Hem 
du  B  ois-Rey  mond.  S.  199  —  S.  202.  —  Ehrenberg:  Erl« 
terung  eines  neuen  wirklichen  Passatstaubes  aus  dem  atlantisch« 
Dunkelmeere  vom  29.  Oct.  1861.  (Mit  einer  Karte).  S.  202- 
S.  222.  —  Weber:  Ueber  die  Identität  der  Angaben  ?oo  der 
Dauer  des  längsten  Tages  bei  den  Cbaldäern,  Chinesen,  Jod». 
S.  224. 

Mai  1862.    Ehrenberg:  Mittheilung  über  den  Orkan 
Passatstaub  am  27.  März  bei  Lyon.    S.235  —  S.  236.  —  Kr«* 
necker:  Ueber  einige  neue  Eigenschaften  der  quadratischen  For- 
men mit  negativer  Determinante.   S.  302  —  S.  311. 
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Wiederum  haben  die  Mathematik  und  Astronomie  den  Verlust 
nes  ihrer  würdigsten  Vertreter  zu  beklagen.  Am  5.  September 
62  starb  in  Lund  der  ausgezeichnete  schwedische  Mathema- 
ier  und  Astronom 

Dr.  J.  HL  Agardh, 

Professor  der  Astronomie  an  der  Universität  in  Lund  und 
Director  der  dortigen  Sternwarte, 

i  Alter  von  49  Jahren  8  Monaten  und  14  Tageo,  dem  der  Her- 
sgeber des  Archivs  sich  zu  manchem  Danke  verpflichtet  fühlt, 
esto  mehr  wünscht  derselbe,  dass  ihm  von  kundiger  Hand  recht 
ld  ein  Necrolog  des  trefflichen  Mannes  zur  Publicatioo  im  Ar- 
ft eingesandt  werden  möge. 


Am  29.  August  starb  in  Folge  einer  kurzen  aber  schmerz- 
llen  Krankheit  im  77sten  Lebeosjahre  der  berühmte  Director 
d  erste  Astronom  der  Sternwarte  zu  Mailand 

i 

Franz  Carlini, 

boren  im  Jahre  1785.  Seine  thatenreiche  astronomische  Lauf- 
hn  begann  sehr  frühzeitig  mit  der  Berechnung  des  Jahrgangs 
04  der  Mailänder  Ephemeriden  und  erstreckte  sich  fast  durch 
i  eines  Jahrhunderte.  Während  dieser  langen  Zeit  arbeitete 
mit  ununterbrochener  Thätigkeit  für  die  Fortschritte  der  Wis- 
ttschaft  Im  Jahrgange  1863  der  Mailänder  Ephemeriden  er- 
beint noch  eine  Abhandlung  von  ihm,  und  vier  Wochen  vor 
mem  Tode  hat  er  noch  Elemente  für  den  Cometen  II.  1862  be- 
chnet 

♦ 

Carlini 's  Verdienste  sind  jedem  Astronomen  bekannt.  Er 
»  mit  fremden  Sprachen  und  deren  Literatur  sehr  vertraut; 
TM.XXXIX.  Hft.2.  Sf 
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auch  liebte  er,  eich  mit  mechanischen  Arbeiten  zn  beschäftigte 
Sein^  ganzes  Wesen  war  für  den,  der  ihn  genau  kannte,  sehr  Tie 
benswürdig;  sein  moralischer  Charakter  fleckenlos. 

¥ 

Dass  uns  auch  ein  ausfuhrlicher  Necrolog  dieses  ausgezeict 
neten  Mannes  eingesandt  werde,  wünschen  wir  sehr.  Vorstehen* 
Notizen  sind  aus  den  Astronomischen  Nachrichten  Nr.  13H 
entlehnt,  und  mitgetbeilt  von  Herrn  J.  V.  Sc hiaparelli,  *oW 
wir  jedoch  bemerken  wollen,  dass  nach  dem  AI  mansch  der  W 
serlichen  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien  Carlini 
8ten  Januar  1783  in  Mailand  geboren  ist,  worüber  wir  eine 
tere  Aufklärung  wünschen  möchten. 


Unterrichtswesen 

Indem  wir  für  die  uns  wiederum  gütigst  zugesandte: 

■ 

Anzeige  der  Vorlesungen  an  der  Grossherti 
lichßadischen  Polytechnischen  Schule  zu  Carl 
ruhe  für  das  Jahr  1862—1863.  Carlsruhe. 

.verbindlichst  danken,  bemerken  wir,  auf  die  frühere  Ae*e*£* 
Literar.  Bericht  Nr.  CXV1II.  S.  1.  uns  beziehend,  nur,  dass 
diesmal  der  Unterricht  auf  dieser  treulichen  und  berühmten 
anstatt  in  jeder  wünsebenswertben  Vollständigkeit  von 
ausgezeichneten  Lehrern  ertheilt  wird. 

*   Li  ■•  ' 


■  i 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Scritti  di  Leonardo  Pisano,  Matematico  del  sect 
deeimoterzo,  puhbltcnti  da  Baldassarre  Boncompagl 
Socio  ordinario  deH"  Accademia  Po^tifleta  de'  nfl 
Lincei  e  Socio  corrispondente  dell'  Aoeademia  Ret 
delle  Scienze  di  Torino*).  Volume  IL  (Leonard i  PUi 
Practica  Geometriae  ed  opuscoli).  Roma.  Tipograf 
delle  scienze  materaatiche  e  fisiche.  Via  Lata  fii 
2 U.A.  186  2.  40. 


•)  Auch  die  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  hat  zu  unserer 
Freude  die  wichtigen  Verdienste,  welche  der  Füret  Boncompagni  sich 
wahrend  um  die  mathematischen  Wissenschaften  erwirbt,  durch  die  AI 
unter  Ihre  Ehrenmitglieder  vor  Kurzem  anerkannt 
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efi  ungemein  grossen  Verdiensten  Nachricht  zu  geben,  welche 
*  Fürst  Bald&ssarre  Bonooropagn  1,  aus  dem  reinsten  la- 
eresse Air  unsere  Wissenschaft,  sich  fortwährend  am  die  Ge- 
dachte der  Mathematik  erwirbt,  Verdienste ,  die  uro  so  höher 
nzuschiagen  sind,  wenn  man  bedenkt,  wie  eifrig  und  mit  wel- 
kem Erfolge  von  den  ältesten  Zeiten  an  die  Mathematik  und 
liysik  namentlich  auch  in  Italien  von  den  gröesten  Männern, 
eneo  ihre  Entdeckungen  die  Unsterblichkeit  siebern,  gepflegt 
orden  sind»  und  wie  unvollständig  verhältnismässig  die  näheren 
Imstande  dieser  Entdeckungen  und  Arbeiten  bis  jetzt  bekannt  sind. 

In  einem  283  Seitön  starken,  prachtvoll  ausgestatteten  Quart- 
ande  liegt  eine  neue  Frucht  der  wichtigen  Publicationen  des 
Arsten  Bai dassarre  Boncompagni  jetzt  vor  uns.  Es  ist  dies 
er  zweite  Theil  der  Schriften  des  Leonardo  Pisano  aus  dem 
Jten  Jahrhundert,  der  den  Lesern  aus  früheren  Berichten  in  un- 
fern Archiv  schon  bekannt  genug  Ist,  und  dessen  Schrillen 
terr  B.  Boncompagni  mit  Recht  zunächst  vorzugsweise  seine 
tftnerksamkeit  gewidmet  hat. 

Es  besteht  dieser  zweite  Theil  der  Schriften  des  Leonardo 
•nPUa  aus  zwei  Abtbeilungen. 

Die  erste  Abthetlutig  hat  den  Titel: 

La  Practica  Geometriae  diLeonardo  Pisano  secoodo 
tlezione  del  Codice  urbinate  n°.  292  della  ßibliotheca 

aticana. 

Der  Raum  verstattet  uns  hier  nur,  auszusprechen,  dass  wir 
lese  Schrift  für  die  Geschichte  der  Geometrie,  und  Mathematik 
berhaupt,  für  höchst  wichtig  halten,  und  dass  Jeder,  der  sich  mit 
'atorischen  mathematischen  Studien  und  Untersuchungen  be- 
kräftigt, derselben  die  sorgfältigste  Berücksichtigung  schenken 
ums,  welehes  allgemeine  UrtheU  wir  durch  die  nachfolgende  An- 
ibe  der  Uebertochriften  der  Hauptabschnitte  etwas  näher  bektäf- 
gen  wollen: 

bcipit  practica  geometriae  a  Leonardo  pisano  de  niij*  bo- 
iceij  anno  M°.  CC°.XX°.  p.  1—5.  —  Iocipit  distincüo  prima  de 
Hüttplicatione  latitudinum  camporum  quadratorum  rectos  angules 
abeutium  in  eorum  longitudine,  in  quibus  multiplicationibus  eorum 
ßbadft  continentor.  p.  5 — 18.  Distinctio  secunda.  Incipit  ca- 
itulotn  de  inuenctione  radicum.  p.  18 — 30.  De  mulliplicatione 
»dicum  p.  25—  26.  De  addictione  radicum.  p.  26  — 28.  De  ex- 
•actione  radicum»  p.  28 — 20.  De  divieione  radicum«  p.  29 — 30. 
Jedenfalls  sehr  wichtig,  auch  für  die  Geschichte  der  älteren 
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Arithmetik).  —  locipit  distinctio  tertia  in 
camporum.,  p.  30— 110.   locipit  pars  prima  tertiae 
de  mensuratione  triangulorum.  p.  *10 — 56  (enthält  vieles 
dige).    Incipit  pars  secunda  tertiae  distinctionis  de  niensnn 
qoadrilaterorum.   p.  56  —  83.     Incipit  pars  tertia   in  diraeriMO 
camporuni  plura  latera  quam  qiiatuor  habentium.  p.  83 — 85. 
cipit  pars  quarta  io  dimensione  circulorum  et  eorum  part 
p.  86  — 107.    (Das  Verhältniss  des  Durchmessers  zur  Periphe 
findet  Leooardo  von  Pisa  p.  91.  =  275:864  =  1:3,1418}  J 
cipit  pars  quinta  in  dimensione  camporum  qui  in  montibus 
p.  107— 110.  —  Explicit  distinctio  tertia,  incipit  quarta  de 
sione  inter  consortes.  p.  110—148.  (Sehr  viele  Tbeilungsai 
Gber  Dreiecke,  Vierecke,  mehrseitige  Figuren  und  den  Kreis, 
wir  sehr  zur  Beachtung  empfehlen).  ■—  Explicit  distinctio  q 
de  diuisione  camporum  inter  consortes.    Incipit  quinta  de  r 
bus  cubicis  extrahendis.  p.  148—158.  (Sehr  bemerkenswert!)  weg 
der  Ausziehung  der  Cubikwurzeln).    Incipit  distinctio  VI*  u 
roensione  corporum.  p.  158  —  202.    (Viele  interessante  sterea 
trische  Betrachtungen  enthaltend).  —  Incipit  septima  dis 
de  inuentione  altitudinum  rerum   elevatarum    et  profan 
atque  longitudioum  planitieruro.  p.  202 — 207.  ■-■  Incipit 
octaua  de  quibusdam  subtil itatibus  geometricis.  p.  207 — 216 
züglich  reguläre  Vielecke  im  Kreise  betreffend).  — 
questiones  geometricales  et  incipiunt  questiones,  quorum 
nes  non  sunt  terminate,  hoc  est  quod  non  cadunt  ad  unum 
tantum,  sed  ad  ptures  (also  unbestimmte  Aufgaben  „ut  est 
qua  proponitur  inuenire  aliquis  quadratus  numerus,  cui  si 
5,  proueniat  inde  quadratus  numerus  et  boc  potest  fieri 
citer")  p.  216—224 

Die  zweite  Abtheilung  hat  den  Titel: 

Opuscoli  di  Leonardo  Pisano   secondo   la  lezi 
di  un  codice  della  ßibliotheca  Ambrosiana   di  M 
contrassegnato  E.75,  Parte  Superiore. 

Incipit  flos  Leonardi  bigolli  pisani  super  solutiotiibus 
dam  questionum  ad  numerum  et  ad  georoetriaro,  uel  a~ 
pertinentium.  p.  227  —  234.  De  trihus  hominibus  pecuniam 
nem  babentibus.  p.  234—236.  De  quinque  numeris  repeft 
proportionibus  datis.  p.  230 — 238.  De  quatnor  hominibus  et 
ab  eis  reperta,  questio  notabilis.  p.  238  — 239.  De  eadem 
p.  239  —242.  De  quatuor  hominibus  bizantios  habentibus.  p 
243.  De  quatuor  hominibus  qui  inueneruut  bizantios.  p.243— 
similis  suprascripte  de  tribus  bomioibus.  p 
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Epistota  suprascripti  Leonardi  ad  Magistrum  Tbeodorum  phyloso- 
phum domin i  Imperatoris.  De  auibus  emendis  secundum  proportionem 
datatn.  p.247 — 248.  Item  de  auibus  p.  248 — 249.  De  compositione 
pentagonj  equilateri  in  triangulura  equicrurum  datum.  p.  249 — 250. 
Modus  alias  soluendisimilesquestionesp.250 — 251.  lnuestigatiouode 
procedat  inuentio  suprascripta.  p.251 — 252.«  lncipit  über  quadra- 
tonun  compositum  a  leonardo  pisano.  Anni.  B1CCJLXV.  p.253-283. 

Wir  glauben  durch  das  Vorstehende,  so  weit  es  hier  der 
Raum  erlaubt,  unseren  Lesern  eine  deutliche  Anschauung  von  dem 
Inhalte  dieses  für  die  Geschichte  der  Mathematik  hochwichtigen 
Werks  gegeben  zu  haben,  für  dessen  Publication  Herrn  B.  Bon- 
compagni  jedenfalls  der  grösste  Dank  gebührt.  G. 


Arithmetik. 

* 

Factoren-Tafeln  für  alle  Zahlen  der  siebenten 
Million,  oder  genauer  von  6000001  bis  7002000,  mit 
den  darin  vorkommenden  Primzahlen.  Von  Zacharias 
Daee.  Hamburg.  Perthes  ,  Besser  und  Mauke. 
1862.  Fol. 

m 

„Durch  die  von  mehreren  Beförderern  der  Wissenschaften  in 
Hamburg  ihm  gewährte  Unterstützung  wurde  Dase  vor  etwa 
einem  Jahre  in  den  Stand  gesetzt,  sich  ganz  der  Ausführung  des 
von  Gauss  ihm  aogerathenen  Unternehmens  widmen  au  können. 
Bis  zu  seinem  am  11.  September  d.J.  „—(1861) — "  plötzlich  erfolgten 
Tode  hatte  er  die  7te  Million  vollständig  und  die  8te  bis  auf  einen 
kleinen  Tbeil  berechnet.  Von  der  9ten  und  lOten  Million  hat  er, 
bei  Anwendung  der  Bure khar dt' sehen  Methode,  die  Factoren- 
tafeln  zu  construiren,  auch  schon  einen  beträchtlichen  Theil  der 
Faetoren  bestimmt.  Die  Fortführung  des  Werks  hat  Herr  Dr. 
Kosen borg  in  Hamburg  übernommen." 

Die  Dase' sehen  Tafeln,  so  wie  dieselben  jetzt  im  Druck 
erscheinen,  haben  dieselbe  Einrichtung  wie  die  Burckhardt'- 
*chen,  so  dass  also  jedesmal  nur  der  kleinste  Factor,  mit  Aus- 
schluss der  Faetoren  2,  3  und  5  angegeben  ist.  Es  scheint  uns 
daher  auch  nicht  erforderlich,  den  Gebrauch  derselben  hier  zu 
erläutern,  da  solches  bereits  in  den  Burckhar dt' sehen  Tafeln, 
als  deren  Fortsetzung  sie  angesehen  werden  können 
geschehen  ist.,f 

„Auf  vollständige  Correctheit  ist  die  grosse  Sorgfalt  verwendet.« 
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Der  Druck  der  8ten  Million  wird  sogleich  nach  Heraus 
dieser  7teo  Million  beginnen." 

Hamburg,  im  November  1861. 

Das  Comite*  der  Dase-Stiftung.    D.H.  Jacob  j,  Dr. 
W.A.  Lepper.  —  C.  C.  H.  Maschwitz.  —  C.A.F.Peten 
Dr.  und  Professor. —  H.  M.  Sc  egel  mann,  Pastor.  — L.  Stern 

feld. 

Die  trefflichen  Männer,  welche  die  Herausgabe  dieses  wid 
tigen  Werkes,  dem  ein  sehr  interessanter  Brief  von  Gauss  a 
Dase  vorgedruckt  ist,  möglich  machten  und  dessen  Fortsetziij 
sicher  stellten,  verdienen  den  grüssten  Dank  aller  Mathematik« 

und  der  ganzen  Wissenschaft;  näher  auf  dasselbe  einzugeben 
würde  überflüssig  sein,  da  es  als  eine  Fortsetzung  der  allgemei 
bekannten  Burckhardt'schen  Tafeln  zu  betrachten  ist. 


Astronomie. 

ü  A  13  G  ft         .  II     132  «  0  <i  -  .»mI  I  !  ••  1         .    lqüu  .,  I  • 

Am  9ten  October  1862  wurde  auf  Veranlassung  des  Prikte 
von  Kremsmünster,  des  hochverdienten  Astronomen  und  Meteorf 
logen  Herrn  Reslhuber,  an  dem  Hause  Nr.  324  in  Linz  ein 
marmorne  Gedenktafel  eingemauert,  welche  den  Namen  Keple 
und  die  Jahreszahlen  1614 — 1627  trägt.  In  diesem  Hause  wohnt«, 
der  grosse  Astronom  während  seines  Aufenthalts  in  Linz  vier 
zehn  Jahr. 

tm  * « *tr  Im  Ii  '  m  MM  «rtT  nth  «iüäMM 

it  lurt  mnWiU  HtM  r-^- — ; — 7     ■  ^. 

•«'nohil    ...     ri  >  i.d>)  . 

Vermischte  Schriften. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubbli 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  P  i  *  *  • 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto 
lini  a  Roma.   4°.    (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CL1II.  8.  8.) 

No.4.  tom.  I V.  1861.  Ricerca  fondamentale  per  In  studio  c 
un  certa  classe  di  proprieta  delle  superGcie  curve.  Memoria  del  Pro/- 
F.Casorati(Continuazione  efine).  p.117.  —  LaTeorica  dei  Coi-arUi^ 
e  degli  invarianti  delle  forme  binarie  e  le  sue  prineipaii  applicaiiow 
Monografia  del  Prof.  F.  Brioschi  (Coutinuazione  e  (ine),  p.  186.  - 
Sur  un  problerae  concernant  la  Theorie  des  surfaces  du  2"*  ordre 
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>ar  M.  A.  C lebst*.  >  195.  —  Proposiziooi  di  geometria,  Nota 
el  Prof.  V.Jaoni.  p.  199.  —  Risoluzione  di  tre  dato  equaaloai 
i  tre  mcognlte.  Nota  del  Prof«  B.  Tortoliol.  p.  202.  —  Rieerche 
eometriehe  sulte  fanzioni  elliticbe  del  Prof.  B.Tor  toi  In  I*  p.204. 

-  Rivistj»  blbliographlen.  Soluzione  generale  del  problema: 
lappresentare  le  parti  di  uoa  superficie  data  sopra  un'  altra  su* 
lerücie  parimenti  data  in  guisa  che  la  rappresentazione  rtesca 
alle  spe  parti  infiniteOime  una  figara  simile  alla  figura  roppresen- 
ata  di  C.F.Gauss.   Traduaione  di  Eageoio  Bei  trerai.  p.214. 

-  Pobblicazioni  receoti.  p.  232. 

Rendicooto  delle  sessioni  dell'  Accedemia  delle 
leienze  delT  Istituto  di  Bologna.  Anno  accademico 
1861-1862.    Bologna  1862. 

Der  Bericht  über  die  Arbeiten  der  berühmten  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Bologna  für  1860—1861  ist  im  Literar.  Ber. 
Nr.  CXLVII1.  S.  14.  angezeigt  worden,  und  wir  freuen  ans,  jetzt 
loch  den  Bericht  für  1861—1862  zur  Anzeige  bringen  zu  können, 
io  weit  der  Inhalt  in  den  Kreis  des  Archivs  gehört,  wobei  wir 
bemerken,  dass  die  Einrichtung  des  Bericht*  ganz  dieselbe,  wie 
i.a.  0.  angegeben,  geblieben  ist,  so  dass  ausser  dem  Titel 
der  gelesenen  Abhandlung  immer  auch  deren  wesentlicher  In» 
halt  angegeben  worden  ist  —  p.  20— p.  21.  Prof.  Besplfftots 
OtseTvazione  del  Paaeaggio  di  Mercurio  eul  dtsco  so« 
lare  nelta  rnattlna  del  12  Novembre  1861.  Mit  dem  gros- 
sen Rtfraetor  von  Steinheil  mit  250 maliger  Vergrößerung 
konnten  die  Zeiten  der  Inoeren  und  Süsseren  Berührung  mit  gros- 
ser Genauigkeit  beobachtet  werden.  —  p.  30— -»p.31.  Prof.  Ii, 
Cremona  legge  un  sunto  d'ona  sua  Memoria  solla  Teoria 
geaetale  delle  oorve  piane.  Steiner  hat  in  der  Abhandhing: 
Allgemeine  Eigenschaften  der  algebraischen  Curven 
(CrelU's  Journal,  Thl.  47.  1853)  viele  wichtige  Theoreme 
über  die  algebraischen  Curven  bekannt  gemacht,  von  denen  em 
Theil  neuerlich  yon  Clebech  mittelst  der  höheren  Analysis  und 
der  Theorie  der  Covarianten  bewiesen  worden  tat.  Herr  L.  Cre- 
foona,  von  der  Ansicht  ausgehend,  dass  Steiner  diese  Theoreme 
wf  rein  geometrischem  Wege  gefunden  hat,  hat  dagegen  eine 
fein  geometrische  Theorie  der  ebenen  Curven  zu  geben  versucht, 
*elche  nicht  nur  die  von  Steiner,  Hesse,  Clebsch  u.  A.  ge- 
fundenen Resultate  umfasst,  sondern  ibn  auch  zu  vielen  neuen 
Sätzen  und  interessanten  Anwendungen  auf  die  Curven  der  3ten 
^  4ten  Ordnung  geführt  hat.    Wir  müssen  ans  hier  mit  die- 
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ser  vorläufigen  Notiz  begnügen,  und  hoffen  auf  die  interessante 
Abhandlung,  wenn  dieselbe  erst  vollständig  erschienen  sein  wird, 
später  zurück  zu  kommen.  —  p.  35— p.54.  Prof.  Ifcoliico 
Filopanti*  Sülle  Cteuranle,  ossia  di  alcune  singolari 
relazioni  cosmiche  delle  Terra  et  del  Cielo.  —  p.71— 
p.73.  Prof.  Maurtsio  BrlgheuUi  Sulla  Portata  dei  tibi 
addizionali  cilindrici  o  divergenti.  —  p.  79—  p.80.  Prof. 
Chellni:  De*  moti  geometrici  e  loro  leggi  nello  6posta 
mento  d'una  figura  di  forma  invariabile.  Die  aus  rein 
geometrischen  Gesichtspunkten  aufgefasste  Bewegungslehre  bat 
man  bekanntlich  mit  dem  Namen  Phoronomie  oder  Kinematik 
(von  mvtlv  bewegen)  nach  Ampere  belegt,  und  Euler,  Monge, 
Chasles,  Poinsot,  Möbius,  Giorgini,  Rod rigues  u.  A. 
sind  auf  geometrischem  und  analytischem  Wege  zu  merkwürdigen 
Resultaten  in  dieser  Beziehung  geführt  worden.  Herr  Cbelini 
hat  jedenfalls  eine  buchst  verdienstliche  Arbeit  unternommen 
wenn  er  versucht  bat,  alle  Gesetze  der  geometrischen  Bewegungs- 
lehre in  einer  vollständigen  möglichst  elementaren  Theorie  zusam- 
menzufassen, und  wir  sind  sehr  gespannt  auf  die  Publication  der 
betreffenden  Abhandlung,  die  wir,  sobald  sie  zu  unserer  Kenntnis* 
gelangt,  ausführlich  zur  Anzeige  zu  bringen  uns  beeilen  werden. 
—  p.88—  p.91.  Prof.  Ii.  Creinona:  Intorno  alla  Irasfor» 
mazione  geometrica  di  una  figura  piana  in  un'  altra 
pur  piana,  sotto  la  condizione  che  ad  una  retta  qualan- 
que  di  ciascuna  delle  due  figure  corrispooda  nell'altr» 
una  sola  retta.  Der  Zweck  dieser  Abhandlung»  in  welcher 
der  Herr  Verfasser  auf  eine  frühere  Arbeit  von  Herrn  Schis« 
parelli  Bezug  nimmt,  ist  hierdurch  mit  hinreichender  Deutlich- 
keit angegeben,  und  nach  den  in  dem  Bericht  gemachten  weiterei 
Angaben  ist  Herr  L.  Crem o na  in  derselben  zu  sehr  merkwürdi- 
gen und  interessanten  Resultaten  gelangt,  die  sich  hier  nur  erst 
weiter  besprechen  lassen  werden,  wenn  die  vollständige  Abhand- 
lung uns  vorliegt  —  p.  91 — 97.  Prof.  Reapfght*  Sulla  Li- 
titudiue  Geografica  dell'  Osservatorio  di  Bologna.  Die 
Breite  der  Sternwarte  von  Bologna  ist  schoo  oft  zu  verschiedenen 
Zeiten  von  verschiedenen  Beobachtern  mit  verschiedenen  Instrumen- 
ten bestimmt  worden.  Mittelst  des  berühmten  Gnoroons  in  der  Kircbf 
S.Petronio  fand  Man  fr edi  1706  dieses  Element  =  44°  29*.  38",  3 
nördlich.  Spätere  Bestimmungen  von  demselben  Astronomen,  ▼<* 
Zanotti,  Zach,  Caturegli  schwanken  zwischen  44°.  29A  5? 
und  44°.  29'.  54".  Mit  einem  Meridiankreise  von  Ertel  bat  Herr 
Prof.  Respighi  durch  eine  sehr  fleissige  Arbeit  die  Breite  neuer- 
lich im  Mittel  zu  44°.  29'.  54",  8  festgesetzt  —  p.  97 — p.J0I. 
Dottor  Giulio  Casonl:  Intorno  alle  i  n  fluenze  della  luna 
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solla  nostra  atmosfera.  —  p.  101  —  103.  Prof.  Lorenzo 
UeUa  Cm*:  Sul  i'equi  v  alente  meccanico  del  calore. 
Der  Herr  Verfasser  findet  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme 
=  417,76.  —  p.l06-p.lll.  Prof.  M  Fforinis  Sülle  triango- 
lazioni  topografiche,  worin  auch  eine  neue  Behandlung  der 
Pothenofschen  Aufgabe  gegeben  wird. 


Nova  Acta  Regiae  Societatis  scientiarum  Upsa- 
liensis.  Scriei  tertiae  Vol.  III.  Upsaliae.  C.  A.  Löff- 
le r.  1861.  4° 

Seriei  tertiae  Vol.  IL  Fasciculus  posterior  dieser 
wichtigen  Schriften  einer  der  ersten  und  berühmtesten  Gesell- 
schaften der  Wissenschaften  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.CXLL  S.  15. 
ron  uns  angezeigt  worden.  Der  uns  vorliegende  neue  Theil 
(Ser.  HL  Vol.  III.)  enthalt  ausser  mehreren  zoologischen  und  bo- 
tanischen Abhandlungen  eine  Abhandlung  physikalischen  Inhalts 
unter  dem  Titel: 

Kecherches  sur  la  conditctibilite'  des  corps  pour  la 
cbaleur,  par  A.  J.  Ingström.  p.  51  —  p.72. 

Nachdem  Herr  Ängstrum  in  der  Einleitung  zu  dieser  wich- 
tigen Abhandlung  in  sehr  lehrreicher  Weise  die  Arbeiten  seiner 
Vorgänger,  namentlich  auch  rücksichtlich  der  Beziehung  der  Warme 
und  Elelttricität  zu  einander,  näher  beleuchtet  und  beurtheilt  bat, 
bezeichnet  er  in  §.  1.  als  einen  namentlich  noch  nicht  hinreichend 
ungeklärten  wesentlichen  Punkt  in  der  Theorie  der  Wärme  o>n 
Uebergang  der  Wärme  von  einem  Metall  zu  einem  an- 
leren, dessen  nähere  Erörterung  der  Hauptzweck  seiner  eben  so 
scharfsinnigen  als  gründlichen,  in  dieser  auch  in  mathematischer 
Rücksicht  interessanten  Abhandlung  niedergelegten  Untersuchun- 
gen ist.  Der  weiteren  Details  und  der,  unmittelbar  anschliessend 
u  die  beiden  von  Poisson  in  der  Theorie  dej  la  chaleur 
».254  aufgestellten  Gleichungen,  experimentell  nachgewiesenen 
Sesetze  wegen  müssen  wir  auf  die  Abhandlung  selbst  verweisen, 
wd  wollen  nur  noch  wörtlich  anfahren,  was  der  Herr  Verfasser 
in  Schluss  In  §.  9.  über  die  erhaltenen  Resultate  sagt ; 

„Quoique  nous  puissions  ainsi  regarder  les  lois,  determinees 
»  dessus  pour  le]  passage  de  la  chaleur  d'un  me'tal  ä  l  autre, 
:omme  verifie'es  par  les  observations  que  nous  venons  d'exposer, 
Ni  pourralt  neanmoins  supposer  quil  existe  certains  cas,  oü  ces 
m  cessent  d'dtre  satisfaites  d'une  maoiere  rigoureuse.  En  adr 
nettant  —  comme  il  nous  semble  n^cessaire  —  qu'it  y  a  diffe- 

2» 
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fetrte*  esfpeces  de  chaleur  iherfMoffi^trfque,  de  m*m*  que  p*it  b 
chaleur  rayonnahte ,  et  que  tout  mtital  condnit  deslofs  pr  ßr*fe 
rence  certaines  especes  de  chaleur,  on  peüt  notarament  distingutr 
les  deu*  cas  suivants: 

1°.  La  chaleur  conserve  ga  composition  d'une  maoiere  iov* 
viable  au  passage  d'un  metal  ä  lautre,  tout  aussi  bien  que  la  la- 
miere  et  la  chaleur  rayonuante,  tant  que  celles-ci  se  montrwt 
sous  la  forme  d'un  mouvement  vibratoire; 

2°.  La  composition  de  la  chaleur  se  Change  ä  la  surface  laittt 
de  contact  et  dopend  seulement  de  la  Constitution  moleculaift 
du  corps,  ainsi  qu'on  la  trouve,  qulod  la  chaleur  rayonuante  m 
transforme  par  absorption  en  chaleur  tliermometrique. 

Si  Ton  admet  le  premier  de  ces  deux  cas  et  qu*on  f Seoul 
süßposer  que  le  pouvoir  conducteur  varie  pour  les  difflreoiet 
especes  de  chaleur,  ce  pouvoir  d'un  seule  et  menie  raetal  derrait 
6tre  different,  seloh  que  la  chaleur  vient  de  l*uu  ou  de  laadt 
conducteur", 

worüber  weitere  Untersuchungen  zu  publiciren  der  Herr  Verfasser 
sich  vorbehält. 

Ausser  dieser  wichtigen  physikalischen  Abhandlung  enthält 
der  vorliegende  Band  noch: 

Resultats  des  Observation^  m  eUor  ologlques  faitei 
au  nouvel  observatoire  d'Opsal  pendant  l'anne*e  1857* 
Observateurs:  Ä.  9<<halfc  (Janv.— Juin),  Ht.  tfogelmarel 
(Jüillet  —  Dec).   itddacteur:  M .  WackerbArth. 

Resultats  (u.  s.w.  wie  vorher)  pendant  l'annee  I85i 
Observateuri  M.  «•rdlnlad.   Redacttur:  Ä.  WAckerbarth. 

Die  Beobachtungen  sind  äusserst  vollständig,  ganz  den  nert* 
rVh  Ansprüchen  der  Wissenschaft  entsprechend,  und  die  Redadfo* 
Ist  offenbar  im  höchsten  Grade  sorgfaltig  und  genau. 

Sitzungsberichte  der  kfcnigl.  böhmischen  Geftell- 
schaft  der  Wissenschaften  in  Prag.  Jahrgang  1861 
Januar— Juni.  Mit  einer  Tafel-Abbildung.  Prag.  1*61 
8°.    (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CL.  S.  U.) 

S.  1— S.  12.  Jahresbericht  für  1861  vom  Secretär  Dr.  W.R 
Weitenweber.  ~  S.  13—17.  Herr  Pierre  hielt  einen  (hier 
mügetheHten)  Vorträfc  «t>*r  den  Elnflüss  der  Biegung d«i 
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Wagebalkens  üuf  die  Richtigkeit  der  Wag*.  —  S.  27  — 
8.31.    tieft  VVeitenweber  machte  einige  Mittheilungen 
aua  einer  grosseren  hydrologisch- meteorologischen 
Studie  des    Herrn  Dr.  Nowak  über  das  todte  Meer 
and  die  Verdunstung.  —  8.  4I  —  S.4S.  Herr  Karlinski  hielt 
einen  Vortrag  über  die  schnellste  Praxis  der  Auflösung 
der  Kepler 'sch eo  Gleichung  M=E  —  esin£  bei  grosseh 
Excentricitäten  der  elliptischen  Cometen  bah  neu.  (Herr 
Karlinski  versucht  die  bekannte  G auss'sche  Auflösung  für  den 
Fall  sehr  excentrischer  Cometenbahnen  zweckmässig  abzuändern 
und  erläutert  die  Methode  durch  ein  Beispiel,  bei  dem  man  aller- 
dings leicht  und  sicher  zum  Zweck  gelangt).  —  S.  57  —  S.  70. 
Herr  Dir.  Bö  h  in  demonstrUte  einen  neueu  Zeitbestimmungs- 
Apparat  für  populäre  Zwecke,  den  Uni versal -Gnomon. 
(Der  betreffende  Aufsatz  ist  ausführlich  mitgctheilt  und  durch 
eine  Zeichnung  erläutert;  wir  glauben,  dass  der  neue  Apparat 
iHerdiftfcä  weitere  Beachtung  verdient;  er  wird  von  dem  Herrn 
«ecbanikerW.  Spitra  in  Prag  Inder  Grösse  von  7  Zoll  ausgeführt)»-* 
8.78-S.  87.    Herr  Nowak  las  eine  grössere  (in  ausführlichem 
Auszage  mitgetheilte)  Abhandlung:  Heber  die  Gewitter» 
8.101 — S.  107.    Herr  Böhm  sprach  über  ein  in  Prag  befindliches 
Original-ManuscriptTycho  Brahes:  Canon  Doctrinae  Tri an- 
gulorum.    Das  Manuscript  ist  dem  auf  der  Prager  Üniversitäts- 
ßibliüthek  befindlichen:    Canon   Doctrinae  Triangulorum. 
Nunc  primum  a  Georgio  Joachimo  Retico,   in  lucem 
tditus,  cum  Privilegio  Imperiali.  Lipsiae.    rix  officina 
Wolfgangi  Gunteri.    Anno  M.  D.  L.  L.  beigefügt,  umfasst 
*  Blätter  und  hat  folgenden  Titel: 

Triangulorum  Pianorum  et  Sphaeri cororn  Praxis 
Irihmetica.  Qua  maXimns  eorum  praesertim  In  Astro- 
lomicis  usus  compendiose  cxplicatur.  Tyehö  Brahe 
ßalend.  Januar.  1991.  In  Trtgorio  Invenies  satagit  quae 
loeta  Mathesls  llle  aperit,  clausum  quicqttld  Olympus 
■abet.   A.  C.  1595.  13.  Cal.  Xbris. 

Nach  den  Mittheilungen,  welche  Herr  Böhm  aus  diesem, 
Jine  Zusammenstellung  der  zu  jener  Zeit  bekannten  Au  flog  Ungs- 
tein und  eigentümliche  Beweismetboden,  die  mit  den  jetzigen 
•enig  gemein  haben,  enthaltenden  Manuscript  macht,  scheint 
dasselbe  allerdings  von  nicht  geringem  Werthe  zu  sein,  und  dürfte 
noe  vollständige  Publication  desselben  zu  wünschen  sein,  wodurch 
4ie  Königliche  Gesellschaft  der  Wissenschaften  gewiss  den  Dank 
w  Mathematiker  erwerben  würde.  Das  Exemplar  dieses  „Ca- 
Ä°nsM,  io  dem  dieses  Manuscript  sich  befindet,  ist  aus  Tycho's 
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Nachlasse  im  Jafare  1642  an  das  Jesniten-Collegium  zu  Prag  UDd 
später,  nach  Aufbebung  der  Jesuiten,  au  die  „Bibliotbeca  Ma- 
tbematica"  ubergegangen,  welche  letztere  seiner  Zeit  io  dit 
Bibliothek  der  künigl.  Akademie  (nun  k.  k.  Universitäts-Bibliothek] 
einverleibt  worden.  '  Auf  dem  Titel  steht  unten  mit  deutliche« 
Hand  geschrieben: 

■ 

„Vide  in  fioe  Dogmata  Tycbonis  Brahe  m.  p.  scripta". 


Indem  ich  diese  Nommer  des  Literarischen  Berichts  schliefe, 
beeile  ich  mich  die  Leser  noch  aufmerksam  zu  machen  auf  dei 
mir  so  eben  zugegangenen: 

Catalogo  di  Manoscritti  ora  posseduti  da  D.  Bai- 
dassarre  Boncampagni,  compilato  da  Enrico  Nardacci 
Roma.  Tipografia  delle  scienze  matematiche  e  fi siehe. 
Via  Lata.   Num°.  211  A.    1862.  8°. 

Dieser  für  die  Literatur  der  Mathematik  u.  s.  w.  unbedingt 
sehr  wichtige  Catalog  ist  alphabetisch  geordnet  und  enthält  auf 
176  Seiten  368  Nummern;  er  wird  dadurch  noch  wichtiger,  da*» 
alle  Manuscripte  sorgfältig  beschrieben  sind  und  ihr  Inhalt  sekr 
genau  und  vollständig  angegeben  ist.  Ausserdem  ist  ein  „Ap- 
pendice"  beigefügt,  welcher  mehrere  auf  einzelne  Manuscripte  bfJ 
zugliche  besondere  Aufsätze  enthält,  unter  denen  sich  auch  einer 
von  Herrn  Woepcke  beöndet.  Zwei  Indices:  „Indice  alfabetiee1 
degli  autori  e  traduttort  i  cui  scritti  trovansi  nei  co- 
dioi  indicati  nel  presente  catalogo«'  und  „Indice  alfabe- 
tico  delle  persone  menzionate  nelle  pagine  1  —  176, 
179 — 200  del  presente  volumine"  beschliessen  das  litera- 
risch-historisch wichtige  Werk,  für  dessen  Publicatioo  wir  det 
Herren  Boncompagni  und  Narducci  besonderen  Dank  zollen; 
auch  die  Vorrede  des  Letzteren  enthält  eine  grosse  Menge  der 
interessantesten  und  wichtigsten  literarischen  Notizen.  G. 
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Unterrichtswesen. 

* 

Personal-Stand  des  königlichbtthmischen  Poly- 
echnischen  Landes -Instituts  in  Prag  und  Ordnung 
kr  öffetitlic hen,  or den tlichen  und  ausserordentlichen 
Vorlesungen  an  demselben  im  Studienjahr  lH6*/«. 
'rag  (Gottlieb  Haase  Söhne).   1862.  4« 

Aus  dieser  Schrift,  für  deren  Uebersendung  wir  verbindlichst 
Iankeo,  gewinnt  mau  eine  sehr  deutliche  Anschauung  von  der 
Einrichtung  des  polytechnischen  Instituts  in  Prag4),  und  wir  em- 
ifehlen dieselbe  daher  einem  Jeden,  der  diese  ausgezeichnete 
Lehranstalt  näher  kennen  lernen  will.  Hier  können  wir  nur  in  der 
lürze  Folgendes  bemerken.  Wie  bei  der  berühmten  polytech- 
litcben  Schule  in  Carlsrühe  ist  auch  hier  in  sehr  zweckmäß- 
iger Weise  ein1  vorbereitender  Jahrgang  eingerichtet.  Die  Vor- 
wogen auf  dem  eigentlichen  polytechnischen  Institut  betref- 
fe: Elementar- Mathematik,  Höhere  Mathematik,  beschreibende 
Geometrie,  Physik,  Naturgeschichte  und  Waarenkunde,  Geographie, 
Paläontologie,  Allgemeine  Chemie,  Praktische  Geometrie  mit  Feld- 
nessübungen (niedere  und  höhere  Geodäsie),  Land-,  Wasser-  und 
Strassenbaukunst  und  Bauökonomie,  Mechanische  Technologie, 
Chemische  Technologie ,  Analytische  Chemie  und  Lothrohrprobir- 
knnat,  Landwirthschaftslehre,  Verwaltungskunde  der  Landgüter, 
Agrikulturcbemie,  Forstwissenschaft,  Industriestatistik,  Bühmische 
Sprache,  Englische  Sprache,  Französische  Sprache,  Italienische 


')  H&bWe  tccfcniicbe4  LeliranktHltefi  besitzt  Oesterreich  in  Wien,  Prag, 
Hemberg,  Brünn;  Ofen  und  Grat 7. 

Thl. XXXIX.  Hfl. 3.  3 
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Sprache,  Russische  und  Serbische  Sprache,  Stenographic,  tech 
nisches  Modelliren.  Der  vorbereitende  Jährgang  umtost  Ele 
mentar-Mathematik,  Experi  mental- Physik,  Naturgeschichte  alle 
drei  Reiche,  Aufsatelehre,  Vorbereitendes  technisches  Zeichne) 
und  Projectionslehre.  Für  die  Physik  besteht  ein  deutscher  un< 
ein  böhmischer  Cursus,  eben  so  für  beschreibende  Geometrie  um 
Industriestatistik,  und  auch  für  die  Elementarmathematik  soll  nebei 
der  deutschen  noch  eine  böhmische  Abtheilung  eingerichtet  wer 
den.  Reiche  Sammlungen,  Kabinete  und  Werkstätten  stehen  den 
Institut  zu  Gebote.  —  Die  statistischen  Nachweisungen  fiber  dh 
Studirenden  zu  Anfang  des  Studienjahres  1861—62  sind  ausser 
ordentlich  vollständig,  genau  und  interessant.  Die  Gesammtzab 
derselben  betrug  815,  einschliesslich  68  Schüler  des  V orberei 
tungsjahrgangs.  Der  grffssten  Anzahl  von  Hörern  erfreuten  siel 
die  Elementar- Mathematik  (227)  und  die  Physik  (267).  Die  An 
zahl  der  Lehrer  und  Beamten  ist  40,  wovon  zur  Zeit  nur  ein  Paa 
Stellen  unbesetzt  sind,  nämlich  die  Docentenstelle  für  Element 
tar  -  Mathematik  mit  böhmischer  Unterrichtssprache  und  zwei  Die 
nerstellen.  Beigegeben  sind:  l.  Disziplinar- Vorschriften  fifir  d* 
Studirenden;  2.  Bestimmungen  über  die  Aufnahme  der  Höre* 
des  polytechnischen  Instituts  und  der  Schüler  des  Vorbereitung 
Jahrgangs ;  3.  Stiftungen  am  polytechnischen  Institut.  Man  ver<H< 
Literar.  Ber.  Nr.  CIX.  S.  7.  G. 


Turin,  12.  Novbr.  1862.  Die  offizielle  Zeitung  enthält  eia 
Decret  über  die  Gründuog  technischer  Lehranstalten  in  Berga 
ido,  Bologna»  Brescia,  Cagliari,  Caltan isetta,  Carrara, 
Catania,  Cremona,  Messina,  Neapel»  Palermo,  Porto- 
mauricio  und  V  ige  van o.  —  Man  sieht  hieraus  in  der  erfreu 
liebsten  Weise,  wie  kräftig  und  schnell  das  neue  Italien,  sowie 
im  gesammten  Unterrichtswesen»  insbesondere  auch  auf  dem  Ge- 
biete des  technischen  Unterrichts  vorzusebreiteo  bemüht  ist  b 
Turin  selbst,  und  gewiss  auch  noch  in  anderen  Städten,  besteht 
schon  längst  ein  höheres  technisches  Institut. 

I 


Geometrie. 

Introduzione  ad  una  Teoria  geometrica  delle  corre 
piane.   Pel  Dr.  Luigi  Cremona,  Professore  di  Georae 
triaSuperiorenellaR.  Univers ita  di  Bologna.  Bologna 
Tipi  Ganiberini  e  Parmeggiani.    1862.  4°. 
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Es  Bind  in  neuerer  Zeit  so  viele  Untersuchungen  über  die 
allgemeinen  Eigenschaften  der  algebraischen  Curven  angestellt, 
and  so  viele  solcher  grösstenteils  sehr  merkwürdiger  Eigen- 
schaften gefunden  worden,  dass  es  für  den,  der  sich  nicht 
ausschliesslich  oder  wenigstens  vorzugsweise  mit  diesem  Ge- 
genstände beschäftigt,  ungemein  schwer  ist  und  immer  schwe- 
rer wird,  sich  mit  demselben  bekannt  zu  machen,  bei  dem 
fast  täglichen  Fortschritt  bekannt  zu  erhalten  und  die  Ueber- 
sicht  nicht  zu  verlieren.  Dazu  kommt  noch,  dass  diese  Unter- 
suchungen bisher  keineswegs  nach  einer  einheitlichen  Me- 
tbode angestellt  worden  sind,  indem  man  bei  denselben  theils  den 
rein  geometrischen,  theils  den  analytischen  Weg  betreten  hat 
Wir  halten  es  daher  för  ein  sehr  grosses  Verdienst  um  die  Wis- 
senschaft, dass  Herr  L.  Oremona  eine  leicht  ubersichtliche  sy- 
stematische Darstellung  der  genannten  Untersuchungen,  wenig- 
stens rucksicbtlich  der  ebenen  Curven,  in  dem  vorliegenden  schö- 
nen Werke  geliefert,  und  sich  dabei  als  einer  einheitlichen  Me- 
thode der  rein  geometrischen  Methode  bedient  bat,  wodurch 
das  Interesse  nur  erhobt  wird,  da  bei  diesen  so  allgemeinen  Un- 
tersuchungen die  genannte  Methode  bei  grosser  Eleganz  jeden- 
falls besondere  Befriedigung  gewährt.  Ja,  man  kann  sagen,  dass 
Herr  L.  Cremona  ein  wirkliches  Elementarwerk  über  die  allge- 
meinen Eigenschaften  der  ebenen  Curven  geliefert  hat,  zu  dessen 
Verst&ndniss  kaum  mehr  als  die  gewöhnlichen  Kenntnisse  der 
ebenen  Geometrie  erforderlich  sind.  Noch  mehr  wird  das  Ver- 
stäodniss  des  ganzen  Werks  dadurch  erleichtert,  dass  in  der  ersten 
Section  die  fundamentalen  Principicn  entwickelt  worden  sind, 
welche  zwar  aus  der  gewöhnlichen  sogenannten  neueren  Geome- 
trie wenigstens  theilweisc  bekannt  sind,  hier  aber,  mit  Rücksicht 
äuf  den  vorliegenden  specicllen  Zweck,  auf  theils  neue  Weise  und 
-  wie,  um  nur  eins  anzuführen,  z.  B.  die  Theorie  der  Involution 
oach  der  G6neralisation  de  la  the*orie  de  l'involution 
von  Jonquieres  —  in  verallgemeinerter  Gestalt  dargestellt  wor- 
den sind.  Dass  Herr  L.  Cremona  seinen  Gegenstand,  so  wie 
derselbe  in  einer  grossen  Menge  einzelner  Abhandlungen  jetzt  vorliegt, 
sehr  nahe  erschöpft  hat,  sieht  der  Kundige  aus  der  grossen  Menge 
beigefügter  sehr  schätzenswerther  literarischer  Nachweisungen, 
die  «gleich  des  Hrn.  Vfs.  weit  ausgebreitete  Kenntniss  des  ganzen 
^treffenden  Feldes  und  die  sorgfältigste  und  eifrigste  Benutzung 
«Her  vorhandenen  Quellen  auf  das  Deutlichste  bekunden.  War 
«hon  grosser  Scharfsinn  uod  ungemeiner  Fleiss  erforderlich ,  um 
die  grosse  Anzahl  theilweise  nur  vereinzelt  dastehender  Sätze  in 
€,n  ao  schönes  und  wohlgegliedertes  System  zu  bringen,  wie  es 
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hier  vorliegt;  so  konpte  es  doch  auch  nicht  fehlen,  * 
scharfsinnige  Herr  Verfasser  dabei  auch  auf  manche 
und  wichtige  neue  Sätze  geführt  wurde,  die.  vorzüglich  i» 
»weiten  Section  sich  finden  dürften.    Solleu  wir  nun 
in  der  Kurie  noch  im  Allgemeinen  aussprechen,  so  wird« 
dasselbe  in  den  Worten  zusammenfassen:  dass  wir  da* 
liegende  schftne  Wenk  für  ein  vortreffliches»  *<>ftr  Ji 
ständiges,    in    seiner    Art   jetzt    einzig  dastei| 
des    Lehrbuch  der  rein-geometrischen  Theorie 
ebenen  Curven  halten,  durch  welches  ein  J ede^ 
den  Stand  gesetzt  wird,  sich  mit  Leichtigkeit  I 
grosser  Befriedigung  eine  vollständige  KenntnUi 
betreffenden  Gegenstandes  zu  verschaffen.  Der 
Verfasser  verdient  für  die  Publication  dieses   Werks  jed* 
den  grössteu  Dank,  und  wir  würden  eine  sofortige  Ce|J 
Setzung  desselben  iu's  Deutsche  für  ein  ü betau« 
dienstliches  Unternehmen  und  eine  wahre  Bereicj 
rung  unserer  Literatur  halten*).  Eine  vollständigere  Al 
des  Inhalts,  wie  wir  sie  nachstehend  geben,  scheint  uos  bei 
solchen  Werke  von  selbst  geboten: 

Prefazione.  Sezfone  I.  Principii  fondame» 
I.  Del  rapporto  anarmonico.  II.  Projettivita  delle  punteg 
delle  stelle.  III.  Teoria  de*  centri  armonici.  IV.  Teoria  de1 
voluzione.  V.  Definizioni  relative  alle  linee  piane.  VI. 
tangenti  communi  a  due  curve.  VII.  Numero  delle  condizioni 
determinano  una  curva  di  dato  ordine  o  di  data  classe.  V1D. 
rismi  di  C  hast  es  e  teorema  di  Carnot.  IX.  Altri  teoreii| 
damentali  sulle  curve  piane.  X.  Generazione  delle  linee 
XI.  Costruzione  delle  curve  di  second'  ordine.  XII.  Cos 
della  curva  di  terz*  ordine  determinata  da  nove  punti.  — 
zione  II.  Teoria  delle  curve  polari.  XIII.  Definizi 
proprieta  fondamentali  delle  curve  polari.  XIV.  Teoreroi 
tivi  ai  sistemi  di  curve.  XV.  Keti  geometriebe.  XVI.  F 
di  Plücker.  XVII.  Curve  generate  dalle  polari,  quaodo  H 
si  muova  con  legge  data.  XVIII.  Applicazione  alle  curve  ÖH 
cond*  ordine.    XIX.  Curve  descritte  da  un  punto,   le  ind'n 


catq 


*)  Da  da«  Werk  in  «einer  je  tilgen  Ausstattung  nnr  16  Bagea  im  s& 
Quart  umfasst,  so  würde  die  Herstellung  einer  Ueberaetsong  W 
grossen  Kosten  erfordern  und  kein  sehr  grosses  Unternehmen  ton  *N 
buchhändlerischen  Standpunkte  aus  «ein,  welches  wir  nur  bemerken,  | 
zu  einein  solchen  too  uns  sehr  gewünschten,  Unternehmen  noch  m< 
an  ermuntern,  da  wir  wohl  wissen,  dass  unsere  deutschen  Buchhorn! 
vor  grossen  Unternehmungen  jetzt  leicht  zurückschrecken. 
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\~  quäle  variino  con  legge  data.  XX.  Alcune  proprieta  Hella 
~H  rJessiana  e  della  Stemeriana.  XXI.  Proprieta  delle^seconde 

tot.  —  Sexione  III.    Curve  del  terz'  ordine.  XXII- 

lessiaoa  e  la  Cayleyana  di  una  curva  del  terz*  ordine.  XXIII. 

<eio  di  enrve  del  terz*  ordine  aventi  i  niedesimi  flessi.  XXIV. 
corva  dal  tera'  ordine  considerata  come  Hessiana  di  tre  di- 

nereti  di  cöniche. 

Möge  dem  von  uns  hochgeachteten  Verfasser  Anerkennung 
reichlichsten  Maasse  und  in  der  weitesten  Ausdehnung  für 
»es  so  verdienstliche  Werk  zu  Theii  werden !  G. 


Sulla  trasfor mazi one  geometrica  delle  figure,  ed 
particolare  sulla  trasformazione  ipcrbolica,  di  ©. 
SchiaparelU.   Torloo.    Stamperia  Reale.    1862.  4° 

Herr  Schi aparel Ii,  der  Nachfolger  des  vor  Kurzem  ver- 
tanen berühmten  Carlini  in  der  Direction  der  Sternwarte  zu 
laod,  welcher  mit  gleichem  Eifer  und  gleichem  Geschick  seine 
He  der  Astronomie  und  der  Geometrie  widmet,  hat  so  eben 
Wissenschaft  mit  der  obigen  interessanten,  in  das  Gebiet  der 
Mischen  Geometrie  gehörenden  Schrift  bereichert,  welche  wir 
Iren  Lesern  recht  sehr  zur  Beachtung  empfehlen»  und  mit  wel- 
I  wir  dieselben  im  Folgenden  etwas  näher  bekannt  machen 
pn.  Nach  einer  interessanten  historischen  Einleitung  charak- 
jirt  Herr  Schiaparelli  auf  S. 8.  ff.  seinen  Zweck  ganz  im 
*  jenieinen  auf  folgende  Art. 

fWenn  F(x,  y)  =  0  die  Gleichung  einer  Curve  in  der  Ebene 
jsnd  zwischen  den  Coordinaten  x,  y  und  den  neuen  Coordi- 
jn  I,  fi  zwei  Gleichungen  von  der  allgemeinen  Form 

f'(*>  !/<  t,  1?)  =  Ü,    fix,  yt  l  1?)  =  0   .  .  .  (1) 

frben  sind;  so  werden  sich  mittelst  dieser  Gleichungen  sowohl 
y  durch  £,  als  auch  umgekehrt  |,  rj  durch  x,  y  ausdrücken 
ien,  und  die  Punkte  (xy)  und  (|^)  können  einander  entspre- 
wide  Punkte  genannt  werden.  Führt  man  aber  die  Ausdrücke 
ij*,  ii  durch  £,  t]  in  die  Gleichung  F(x,y)  =0  ein,  so  erhält 
n  eine  Gleichung  zwischen  £,  17  von  der  allgemeinen  Form 
&v])=:0,  durch  welche  eine  neue  Curve  charakterisirt  wird, 
'als  die  stetige  Folge  der  den  Punkten  (xy)  entsprechenden 
akte  {Jsrj)  zu  betrachten  ist.  Von  den  beiden  in  der  vorwer- 
fenden Beziehung  zu  einander  stehenden  Curven  wird  die  durch 
>  Gleichung  F(xty)-0  chaeakterisirte  die  primitive,  die 
*b  die  Gleichung  17)  =  0  cbarakterisirte  die  transfor- 
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mirte  genannt.  Ist  die  primitive  Curve  eine  Curve  im  Räume, 
so  müssen  natürlich  zwischen  den  Coordinaten  x,  y,  i  nnd  £,  %  t 
drei  Gleichungen  wie  (1)  gegeben  sein;  das  Verfahren  bleibt  aber 
im  Allgemeinen  und  Wesentlichen  ganz  dasselbe.  Die  Gleichuu 
gen  (1)  können  natürlich  nach  sehr  verschiedenen  Gesetzen  ge- 
bildet werden;  als  Grundlage  fruchtbarer  Untersuchungen  zu  die- 
nen, werden  sie  aber  nur  geeignet  sein,  wenn  ihre  Auflösung  is 
bestimmter  und  allgemeiner  Weise  möglich  ist  Der  Herr  Ver- 
fasser betrachtet  nun  vorzugsweise  die  drei  folgenden  Fälle: 

1« 

*  i 

*-  Qf+an+s9  y~  Qi+Rv  +  s  * 

ni. 

und  nennt  diese  drei  Transformationen  nach  der  Reibe  die  Ii  neare 
die  homographische  und  die  conische.  Alles  dieses  vrirtf 
späterhin  auch  auf  den  Raum  Oberhaupt  ausgedehnt,  und  die« 
drei  Transformationen  werden  ausführlich  untersucht.  Rücksicht 
lieh  der  conischen  Transformation  namentlich  zeigt  der  Herr  Vsj 
fasser,  dass  dieselbe  drei  wesentlich  verschiedene  Fälle  unts 
sich  begreift,  die  nach  gewissen  Transformationen  in  der  einfach 
sten  Form  durch  die  Formeln:  j 


i     l  t)  l 

dargestellt,  und  nach  der  Reihe  die  cyclische,  hyperbolisch* 
und  parabolische  Transformation  genannt  werden.  Die  Lese 
werden  aus  diesen  wenigen  Bemerkungen  wenigstens  die  ailge 
meine  Grundlage  der  Untersuchungen  des  Herrn  Verfassers  «1 
kennen;  auf  weitere  Einzelnheiten  einzugehen,  gestattet  die  Nata 
dieser  literarischen  Berichte  nicht  Wir  können  im  Allgemeioei 
nur  noch  bemerken,  dass  die  in  Rede  stehenden  Transformation« 
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ungemein  fruchtbar  an  den  interessantesten  Folgerungen  sind,  und 
so  eieer  sehr  grossen  Anzahl  der  merkwürdigsten,  theils  schon 
bekannter,  theils  unbekannter  geometrischer  Sätze  fahren,  wobei 
auch  noch  besonders  hervorgehoben  werden  muss,  dass  der  Herr 
Verfasser  gezeigt  hat,  wie  mehrere  der  in  der  Einleitung  bespro- 
chenen älteren  besonderen  geometrischen  Transformationen  unter 
diesen  allgemeinen  Transformationen  als  besondere  Fälle  enthalten 
sind.   Wir  halten  daher  diese  Schrift  in  jeder  Beziehung  für  eine 
sehr  interessante  und  wichtige  Erscheinung  auf  dem  Gebiete  der 
«eueren  mathematischen  Literatur,   und   wünschen   sehr,  dass 
derselben  auch  in  Deutschland  ganz  die  Beachtung  gewidmet  werde, 
(reiche  sie  in  so  hohem  Grade  verdient,  wobei  wir  nur  bedauern 
müssen,  dass  der  Raum  uns  hier  nicht  erlaubt  hat,  noch  weiter  auf 
dieselbe  einzugehen.     Ein  Jeder  wird  sie  mit  besonderem  In- 
teresse lesen,  und  mit  hoher  Achtung  vor  dem  Herrn  Verfasser 

von  ihr  scheiden.  G. 

< 


Tetraed rorae tr ie  von  Dr.  Gustav  Junghann.  Erster 
fheil:  Die  Goniometrie  dreier  Dimensionen;  mit  9 
Kthographirten  Tafeln.  Gotha«  Thieuemann  1862. 
\S\  und  142.   S.  8. 

*  Der  Aufforderung  des  geehrten  Herrn  Herausgebers  des  Ar- 
Urs,  in  demselben  eine  kurze  Anzeige  des  vorliegenden  Buches 
fli  geben,  komme  ich  desto  lieber  nach,  als  ich  den  Verfasser 
taselben  vor  mehr  als  30  Jahren  zu  meinen  Zuhörern  gezählt 
n  haben  mir  zur  Ehre  rechne.  Die  Schrift  gehört  nämlich,  niei- 
kr  innigen  Ueberzeugung  nach,  sowohl  wegen  des  schonen  und 
fichtbaren  ihr  zu  Grunde  liegenden  Gedankens,  als  wegen  der 
*>r«falt  und  Treue,  mit  welcher  derselbe  verfolgt  und  aus- 
beutet worden  is,t,  zu  den  heachtenswerthesten  der  neueren 
leit,  und  die  hier  begonnenen  Untersuchungen  werden,  da  sie  ein 
wocs  Element  in  die  geometrische  Rechnung  einführen,  wenn 
lieb  nicht  Alles  täuscht,  bald  auch  von  Andern  aufgenommen 
irden.  Ich  will  nun,  so  kurz  als  möglich,  angeben,  um  was  es 
fch  handelt.  Der  Verfasser  ging  von  der  Bemerkung  aus,  dass 
Inden  fünf  verschiedenen  Grundformen  räumlicher  Ausdehnung: 
Ifoie,  Fläche,  Körper,  Winkel  und  Ecke,  die  letzte  bis  jetzt 
»ch  nicht  als  selbständiges  Element  in  den  Bereich  der 
übenden  Geometrie  gezogen  worden  ist.  Um  aber  die  Ecke 
Ii  selbständiges  Gebilde  in  die  Rechnung  einführen  zu  können, 
tai  es  darauf  an,  Functionen  aufzu6nden,  die  zu  den  Ecken  in 
Richer  Beziehung  stehen,  und  durch  welche  die  Ecken  in  der- 
*K>en  Weise  für  Ate  Rechnung  repräseotirt  werden,  wie  die  Win- 
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kel  durch  ihre  trigonometrischen  Functionen.  Eine  solche  Function, 
nämlich  den  Exponenten  des  Verhältnisses  der  von  dem  (dreisei- 
tigen) Eckenraum  durch  eine  Ebene  gleichschenklig  abgeschlos- 
senen Pyramide  zu  der  rechtwinkligen  gleichschenkligen  Pyramide 
von  derselben  Seitenkante,  uennt  der  Verfasser  den  Eckensiou8 
und  im  ersten  Capitel  werden  nun  die  verschiedenen  Arten  auf 
gestellt,  wie  derselbe  durch  je  drei  ßesümmnngsstücke  der  drei- 
seitigen Ecke  ausdruckbar  ist.  —  Wenn  nun  aber  zu  den  Kanten 
einer  dreiseitigen  Ecke  ein  vierter  vom  Scheitelpunkt  ausgehende! 
Strahl  tritt,  der  mit  je  zwei  Kanten  eine  neue  Ecke  bestimmt, 
oder  wenn  die  drei  Ebenen  einer  Ecke  von  einer  vierten  ge- 
schnitten  werden,  die  mit  je  zweien  derselben  neue  Ecken  bildet, 
so  treten  Systeme  auf,  deren  Elemente  die  Ecken  sind 
und  in  den  drei  folgenden  Capiteln  werden  nun  die  Gleichung 
aufgestellt,  welche  für  diese  vierstrahljgen  und  vierebenigen  Ecken 
Systeme  stattfinden.  In  diesen  Gleichungen  tritt  uns  sogleich  eiue 
auffallende  Analogie  mit  den  Gleichungen  für  die  gewöhnlichen 
Winkelfunctionon,  also  mit  denen  für  sin («:fc|3)u. s.w.  entgegen.  - 
Das  5te  und  6te  Capitel  behandelt  dann  auf  gleiche  Weise  die 
fünfstrahligen  und  die  fünfebenigen  Eckensysteme,  und  diese  Glei- 
chungen entsprechen  dann  wieder  denen,  welche  für  die  Wio*| 
kelsysteme  von  vier  in  einer  Ebene  liegenden  Strahlen,  so  wie 
für  das  vollständige  Vierseit  aufzustellen  sind.  Das  7te  und  Ste 
Capitel  betrachtet  endlich  noch  andere  Functionen  ausser  den 
Eckensinus,  und  zeigt,  in  weichem  Zusammenhange  unter 
der  und  mit  den  Eckensinus  sie  stehen. 


euuu»: 


Eine  ausführlichere  Angabe  des  reichen  Inhaltes  der  Schriö 
dürfte  wohl  kaum  ohne  tieferes  Eingehen  in  die  Bezeichnvng* 
weise  möglich  sein.  Dass  bei  einer  so  neuen  Untersuchung  eise 
grosse  IM  enge  neuer  Resultate  zu  Tage  kommen,  wird  sich  jede* 
Einsichtige  selbst  sagen;  aber  man  ist  doch  auch  anderseits  er- 
freut, auf  diesem  neuen  Wege  auf  Resultate  zu  stossen,  zu  denea 
andere  Mathematiker  bereits  früher,  zum  grossen  Theil  auf  gra- 
sen Uniwegen  gelangt  waren,  auf  Umwegen,  weil  sie  eben  (titN 
Ecken  nicht  als  Grundform  räumlicher  Ausdehnung  betrachtete»« 
sondern  die  bestimmenden  Elemente  derselben,  die  Winkel,  er* 
einführen  und  dann  wieder  eliminiren  mussteu.  So  z.  B.  findet 
der  Verfasser  mehrere  von  Feuerbacb  in  seinem  „Grirodri* 
zu  analytischen  Untersuchungen  über  die  dreiseitige  PyranudeV 
von  Carnot  in  dem  „Memoire  sur  la  relation,  qui  existe  eotre lef 
dimensions  respectives  de  cinq  points  pris  dans  1'espace",  f>>A* 
zum  Theil  als  Corollarien  allgemeinerer  Sätze.  —  Hiernach  glaube 
ich  annehmen  zu  dürfen,  dass  Jeder,  der  diese  Schrill  stodirt,  mit 
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ir  dem  Erscheinen  des  zweiten  Theilee  m'rt  Begierde  entgegen- 
ben  wird.         Bremen.  H.  F.  Scherk. 


Astronomie. 

Kalender  für  alle  Stände.  1863.  Herausgegeben 
d  Karl  von  Littrow,  Director  der  k.  k.  Sternwarte  in 
ien.   Mit  einer  Sternkarte.    Wien.    Carl  Gerold.  8°. 

Wir  baben  Liebhabern  der  Astronomie  diesen  Kalender  in 
fierea  Anzeigen  der  früheren  Jahrgänge  (Literar.  Ber.  Nr.  CXL. 
y.ood  Nr.  CXLVI1I.  S.7.)  als  ein  für  ihre  Zwecke  sehr  brauchbares 
polares  astronomisches  Jahrbuch  empfohlen,  welches  sie  mit 
en  bemerkenswerthen  Himmelserscheinungen,  auf  welche  sie  in 
m  betreffenden  Jahre  ihre  Aufmerksamkeit  zu  richten  haben, 
kannt  macht.    Auch  die  Ephemeride  der  Sonne,  des  Mondes 
d  der  Planeten  reicht  für  den  in  Rede  stehenden  Zweck  sehr 
bl  aus,  und  kann  selbst  Lehrern  an  Schulen  empfohlen  werden, 
les  dieses  gilt  auch  von  dem  vorliegenden  Jahrgange,  welcher 
Ganzen  völlig  dieselbe  Einrichtung  wie  seine  Vorgänger  hat, 
dass  wir  uns  also  in  dieser  Rücksicht  auf  unsere  früheren 
zeigen  beziehen  können.    Rücksichtlich  der  äusseren  Einrich- 
ig  bemerken  wir  nur,  dass  der  vorliegende  Jahrgang  mit  Papier 
rchschossen  ist,  und  daher  zugleich  die  Stelle  eines  Notizbuchs 
rtreten  kann.    Die  Uebersicbt  des  Planetensystems  ist  wieder 
der  musterhaftesten  Vollständigkeit  gegeben,   wie  man  sie 
iiveriicb  überhaupt  anderwärts  linden  dürfte;  und  gleich  voll- 
ndige  Nachrichten  über  die  neuereu  Entdeckungen  fehlen  auch 
diesem  Jahrgänge  keineswegs.     Ausserdem  enthält  derselbe 
ei  interessante  Aufsätze :  „Cr  escbichte  der  beobachtenden 
itronorqie  nach  Grant  (Fortsetzung  und  Scbluss  zum 
Bender  1861)"  und  „Galilei'  eine  ziemlich  vollständige 
bensheschreibung  des  berühmten  Mannes  nach  A.v. Reu raont, 
Men  Untersuchungen  zu  manchen  von  den  bisherigen  Erzählun- 
ii  abweichenden  Resultaten  geführt  haben,  weshalb  dieser  Auf» 
ti  jedenfalls  besonderes  Interesse  für  sieb  in  Anspruch  zu  neb- 
in  geeignet  ist.    S.  118.  heisst  es  z.  B.:  „Die  drastischen  Er- 
klungen, die  spätere  Schriftsteller  von  Galilei's  Leidensgeschichte 
ben,  entbehren,  alles  Grundes;  Galilei  hatte  eben  so  wenig 
>rtureo  auszustehen,  als  er  wenigstens  öffentlich  unwandelbar 
st  hielt  an  der  von  ihm  erkannten  Wahrheit.   Die  Worte:  e  pure 
maove,  mit  denen  man  ihu  zu  einem  Typus  des  Wissenschaft- 
:hen  Märtyrtbums  machte,  sind  unverbürgt.    Auch  nach  gefäll 


• 
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tera  Urlheil  hatte  er  kein  eigentliches  Gefängnis«  zu  erdulden, 
und  wenn  er  gleich  bis  zu  seinem  Ende  gewisse,  allerdings  n 
die  Länge  peinigende  Beschränkungen  seiner  persönlichen  Frei- 
heit «ich  gefallen  lassen  mtisste,  so  muss  man  doch  derMii- 
sigung  seiner  Richter  desto  mehr  Gerechtigkeit  wi- 
derfahren lassen,  je  mehr  die  Zeit,  in  der  sie  wirktet, 
sich  jeder  Apologie  entzieht"  Die  Inquisition  mag  es  als« 
hiernaeh  doch  nicht  so  schlimm  gemacht  haben,  wie  gewöhnlich 
erzählt  wird.  —  Wir  wünschen  sehr,  dass  das  vorliegende  Büch- 
lein, welches  in  seiner  Anspruchslosigkeit  doch  recht  viel  Nüa- 
liches  fllr  die  oben  angegebenen  Zwecke,  ancb  ffir  Lehrer  u 
Schulen,  und  manche  interressante  nnd  lehrreiche  MittbetloDget 
enthält,  sich  immer  mehr  Freunde  erwerben  möge.  G. 


Nautik. 

Reise  der  österreichischen  Fregatte  Novara  um  die 
Erde  in  den  Jahren  1857,  1858,  1859  unter  den  Befül- 
len des  Commodore  B.  von  YV  rtllerstorf- Urbair.  Nau- 
tisch-physikalischer Theil.  I.  Abtbeilung.  Geogri- 
phische  Ortsbestimmungen  und  Fluthbeo bachtungea 
Mit  drei  beigegebenen  Curskärtchen  und  ein  er  Beilage 
von  sieben  lithographi rten  Plänen.  Mittheilungen  der 
hydrographischen  Anstalt  der  k.  k.  Marine.  I.  Band, 
1.  Heft.  Wien.  Aus  der  k.  k.  Hof-  und  Staatsdruckerei. 
1862.   4°.   In  Coromission  bei  Carl  Gerold's  Sohn. 

j 

Von  der  k.k.  hydrographischen  Anstalt  in  Triest,  die  von 
Herrn  Professor  Dr.  Schau b  dortselbst  dirigirt  wird,  einer  A§>  i 
stalt,  wie  man  sie  jeder  Marine- Verwaltung  wünschen  mochte, 
und  die  wohl  jetzt  in  ihrer  Art  und  der  ihr  gegebenen  Ausdeh- 
nung einzig  dasteht,  ist  schon  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXLVIU. 
S.  10.  ausführlicher  Nachricht  gegeben  worden.  Eine  neue  Pa- 
blication  dieser  grossartigen  Anstalt  liegt  jetzt  vor  uns.  Es  ist 
dies  die  Berechnung  der  auf  der  merkwürdigen  Reise  der  Norara 
gemachten  geographischen  Ortsbestimmungen  und  Fluthbeobach- 
tungen.  Die  Längenbestimmungen  sind  in  überwiegender  Mehr- 
zahl durch  Chronometer  gemacht,  zu  welchem  Behuf  die  Novara 
sieben  Box-Chronometer  und  zwei  Taschen-Chronometer  an  Bord 
hatte,  von  denen  die  zwei  letzteren  sich  jedoch  in  ihren  Gängen 
so  unverlässlich  zeigten,  dass  sie  verworfen  werden  mussteo.  Za 
den  Breitenbestimmungen  diente  u.  A.  (s.  S.  15.)  ein  ausgezeichne- 
ter Pistor'scher  Theodolit.  Unter  den  bestimmten  Punkten 
werden  Hauptstationen  (St.  Paul,  Saooi,  Condul,  Singaport, 
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Cavite,  Hongkong,  Shanghai,  Auckland,  Papiete,  Valparaiso)  und 
Nebenstationen  (Komios- Bucht,  NovaraBocht,  Hafen  Nong- 
covri,  Galatheabucht,  Insel  Guam,  Hafen  Koan-Kiddi,  Simpson- 
Inseln,  RiffBradley,  Gower-lnsel,  Stewarts  Inseln,  Insel  Sta.Anna, 
Afooloseln,  Riff  Bampton-Shoal)  unterschieden.    Die  B  erechnung 
ist  augenscheinlich  mit  grosser  Sorgfalt,  Genauigkeit  und  umsich- 
tiger Kritik  angestellt,  auch  ist  uberall  auf  ältere  Bestimmungen 
gehörig  Rücksicht  genommen  worden.  —  Zur  Anstellung  der  Floth- 
Beobachtungen  diente  ein  auf  S.  51.  beschriebener  besonderer 
Flatbmesser ;  sehr  sorgfältige  nnd  ausgedehnte  Beobachtungen  dieser 
Art  sind  angestellt  worden  io  St.-Paul,  Carnicobar  (Saoui-Bucht) 
Tahiti.    Graphische  Darstellungen,  welche  von  dem  Commandan- 
teo  der  Expedition,  Herrn  von  Wüllerstorf-Urbair,  mit  gros- 
ser Sorgfalt  ausgeführt  worden  sind,  sind  überall  beigegeben  und 
erhüben  das  Interesse  dieser  Beobachtungen  wesentlich.  —  Die 
Beobachtungen  und  Rechnungen  für  die  Ortsbestimmungen  sind 
wn  dem  Hydrographen  Herrn  Robert  Müller  unter  Mitwirkung 
lies  Seecadetten  Herrn  Alexander  Kalmar  ausgeführt,  die 
Huthbeobachtungen  sind  von  dem  Seecadeten  Herrn  Andreas 
Graf  ßorelli  angestellt.   Die  Küsteuaufnabmen,  auf  denen  die 
beiliegenden  sehr  schonen  und  wichtigen  sieben  Karten  (Insel 
St.  Paul,  Bucht  von  Saoui  auf  Garnicobar,  Generalkarte  der  Ni- 
cobareo,  Komios-  (Arrow-)  Bucht  auf  Carnicobar,  Insel  Tillang- 
•ebong,  Naogcovri- Hafen,  St.  Georgs- Canal,  sfiramtlich  im  indi- 
schen Ocean)  beruhen,  sind  hauptsächlich  von  den  Offizieren 
Herrn  Eugen  Kronowetter  und  Herrn  Gustav  Battlogg  ge- 
macht worden.    Auch  die  drei  CurskÜrtcben  sind  eine  sehr  dan- 
bnswerthe  Beilage.   Zwei  weitere  Abtheilungen  dieses  trefflichen 
«nd  für  Nautik  und  Geographie  wichtigen,  auch  äusserlich  in 
^hwer  su  übertreffender  Weise  ausgestatteten  Werks,  welches 
ebenso  wie  die  ganze  Novara  -  Expedition  dem  Österreichischen 
Kaiserstaate  und  allen  dabei  betheiligten  Personen  zur  grössten 
Ehre  gereicht,  sehen  wir  mit  grossem  Verlangen  entgegen;  die- 
selben werden  die  magnetischen  und  meteorologischen  Beobach- 
tungen der  Novara*Expedition  enthalten.  G. 


Physik. 

■Untersuchungen  über  das  Sonnenspectrum  und  die 
Spectren  der  chemischen  Elemente  von  G.  Kirchboff. 
Besonderer  Abdruck  aus  den  Abhandlungen  der  Akt» 
d«*it  der  Wissenschaften  in  Berlin.    Zweite,  durch 
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einen  Anhang  vermehrte  Ausgabe.     Mit  drei  Tafeln. 
Berlin.    Dümmlers  Verlagshandluiig.    1862.  4°. 

Die  das  Sonnenspectrum  betreffenden  berühmten  Entdeckung« 
von  Bunsen  und  Kirch  hoff  sind  zwar  bereits  bekannt  genif, 
indess  wird  die  vorliegende  Schrift,  in  welcher  Kirch  ho  ff  sich  weiter 
aber  dieselben,  namentlich  auch  (Iber  die  Art,  wie  die  Versuch« 
anzustellen  sind,  und  Ober  das  dazu  erforderliche  lostrurnent,  w 
breitet,  jedenfalls  mit  besonderem  Danke  aufzunehmen  seh*  k 

1 


kurzen  Vorwort  sagt  der  Herr  Verfasser!  „Einer  vos  <!« 
Zwecken,  welche  die  Abhandlung  verfolgt,  ist  der,  den  VVef  i* 
zugeben,  auf  welchem  die  chemische  Beschaffenheit  eines 
der  Sonne,  ihrer  Atmosphäre  nämlich,  untersucht  werden 
und  die  Existenz  einiger  irdischen  Elemente  in  derselben 
anweisen4'.    Demzufolge  werden  in  dem  ersten  Abschnitt, 
„das  Sonnenspectrum"  tiberschrieben  ist,  die  Linien  im 
gemeinen  beschrieben,  welche  in  dem  durch  ein  Fernrohr 
trachteten  Sonnenspectrum  sich  zeigen,  auch  auf  Taf.l.  und  Taf. Iii 
(mit  Rücksicht  auf  den  zweiten  Abschnitt)  sehr  schöne  und  genaift  j 
Zeichnungen  davon  geliefert,  über  welche  eine  in  Millimeter  jey 
theilte  Scala  gesetzt  ist,  welche  zunächst  dazu  dient,  eine  je^ 
der  gezeichneten  Linien  mit  Leichtigkeit  zu  bezeichnen.  Zogfe 
ist  das  zu  den  Beobachtungen  erforderliche,  von  Steinheil 
ausgezeichneter  Weise  angefertigte  Instrument  und  sein  G 
sehr  deutlich  beschrieben  und  auf  Taf.  III.  abgebildet.  Der 
Abschnitt  ist  überschrieben :  „Die  Spectren  der  che  misch« 
Elemente",   worin  die  Resultate  der  die  Darstellung  dieser 
Spectren  betreffenden  Versuche,  die  auch   näher  beschriebt!, 
werden,  und  worauf  sich,  wie  schon  bemerkt,  auch  die  Zeichnun- 
gen auf  Taf.  I.  und  Taf.  Ii.  beziehen ,   in  höchst  lehrreicher  urni 
interessanter  Weise,  jedoch  meistens  nur  mehr  im  Allgemeinen» 
dargelegt  werden.  In  dem  dritten,  die  Ueberschrift  „Umkehraag 
der  Flammenspectren"  tragenden  Abschnitte  werden  sehr 
merkwürdige  Erscheinungen  beschrieben  und  zu  erklären  versuch«, 
auf  die  wir  hier  aber  nicht  weiter  eingehen  können.  Hervorhebe» 
müssen  wir  aber,  dass  der  Herr  Verfasser  S.U.  sagt:  „Nach 
diesen  Tbatsachen  liegt  die  Annahme  nahe,  dass  jedes  glühend« 
Gas  ausschliesslich  die  Strahlen  von  der  Brechbarkeit  derer, 
es  selbst  aussendet,   durch  Absorption  schwächt,  mit  andere* 
Worten  die  Annahme,  dass  das  Spectrum  eines  jedeo  glühendea 
Gases  umgekehrt  werden  rauss,   wenn  durch  dasselbe  Strahle 
einer  Lichtquelle  treten,  die  hinreichend  bell  ist  und  an  siehe« 
eontinuirliches  Spectrura  giebf*.    Einen  sicheren  Aufschlag*  da- 
rüber, in  wie  weit  diese  Annahme  richtig  ist,  findet  der  Herr  V> 


Digitized  by  Google 


Uterarischer  Bericht  CLV. 


fasser  io  einem  theoretischen  Satze,  welcher  im  Anhange  §.  3. 
S.  24.  auf  folgende  Art  ausgesprochen  wird:  ,;Das  Verhält- 
nis* zwischen  dem  Emissionsvermögen  und  dem  Ab- 
sorptionsvermögen ist  für  alle  Korper  bei  derselben 
Temperatur  dasselbe.  Für  diesen  Satz  wird  m  dem  Anbange, 
dsrcb  welchen  sich  die  zweite  Auflage  vor  der  ersten  auszeichnet, 
ein  auf  gewisse,  in  §.  I.  klar  ausgesprochene  Annahmen  gegrün- 
deter mathematischer  Beweis  gegeben.  Die  beiden  letzten  Ab- 
schnitte endlich  sind  überschrieben:  „Chemische  Beschaf- 
fenheit der  Sonneoatmosphäre"  und  „Physische  Be- 
schaffenheit der  Sonne".  In  dem  ersten  dieser  beiden  Ab- 
schnitte sagt  der  Herr  Verfasser  auf  S.  13:  „Die  Beobachtungen 
Jes  Sonnenapectrums  scheinen  mir  hiernach  die  Gegenwart  von 
Eisendämpfen  in  der  Sonnenatmosphäre  mit  einer  so  grossen* 
Sicherheit  zu  beweisen,  als  sie  bei  den  Naturwissenschaften  über- 
taupt  erreichbar  ist",  und  späterhin  auf  S.  14.  wird  erwähnt, 
iass  auch  das  Vorhandensein  von  Nickel  in  der  Sonneoatmosphäre 
«ehr  vrahrscheipüch  ist;  über  Kobalt  hält  der  Herr  Verfasser  sein 
(Jrtheil  zurück;  dagegen  sind  Gold,  Silber ,  Quecksilber,  Alumi- 
aom,  Cadmium,  Zinn,  Blei,  Antimon,  Arsen,  Strontium  und  Li- 
4hm  in  der  Sonnenatmosphäre  nicht  sichtbar.  Ein  Theil  der 
lunkeln  Linien  des  Spectrums  rührt  nach  dem  Herrn  Verfasser 
'OD  einer  Absorption  in  der  Sonnenatmosphäre  her.  In  dem  zwei- 
en der  beiden  oben  erwähnten  Abschnitte  sagt  der  Herr  Ver- 
gaser: „Um  die  dunkeln  Linien  des  Sonnenspectrums  zu  erklären, 
tyiss  man  annehmen,  dass  die  Sonnenatmosphäre  einen  leuch- 
«nden  Körper  umhüllt,  der  für  sich  allein  ein  Spectrum  ohne 
lunkle  Linien  und  von  einer  Lichtstärke  giebl,  die  eine  gewisse 
Creme  übersteigt.  Die  wahrscheinlichste  Annahme,  die  man 
machen  kann,  ist  die,  dass  die  Sonne  aus  einem  festen  oder  tropf« 
tar  flüssigen  in  der  höchsten  Glühhitze  befindlichen  Kern  besteht, 
der  umgeben  ist  von  einer  Atmosphäre  von  etwas  niedrigerer. 
Temperatur"  eine  Hypothese,  die,  mit  ganz  besonderer  Rücksicht 
auf  die  Sonnenflecken ,  des  Weiteren  in  sehr  lehrreicher  Weise 
besprochen  wird,  woraus  man  sieht,  wie  wichtig  dieser  ganze 
Gegenstand  namentlich,  auch  für  die  Astronomie  ist.  —  Je  schwie- 
rig* es  ist,  von  einer  so  inhaltsreichen  und  wichtigen  Schrift, 
im in  der,  Kürze  eine  auch  mir  oäberungsweise  richtige  An- 
»«bauong  zn  gehen:  desto-  dringender  müssen  wir  unsere  Lesen 
die  Schrift  selbst  verweisen,  mit  der  Versicherung*  dass.  sie 
dieselbe  mit  hohem  Interesse  lesen  und  mit  grosser  Befriedigung 
von  ihr  scheiden  werden. 
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Vermischte  Schriften. 

Upsala  Universitets  Ärsskrift  1861.  Upsala,  tryck 
ho»  Edquist  &  K.    1861.  8°. 

So  wie  einige  andere,  auch  deutsche»  Universitäten,  giefa 
auch  die  berühmte  Universität  zu  Upsala  in  sehr  nachabroungj 
würdiger  Weise  Universitätsschriften  heraus,  deren  Jahrgang  186 
in  einem  schon  gedruckten,  im  Ganzen  916  Seiten  umfassend« 
Bande  vor  uns  liegt.  Nach  den  Facultäten  ist  dieser  Jahrgang  in  fön 
Abtheilungen  getheilt,  nämlich:  I.Theologie.  II.  Rechts-  und  Staat* 
Wissenschaften.  III.  Medicin.  IV.  Philosophische  Facultät  um 
a^var:  1.  Philosophie,  Sprachwissenschaft  und  historische  Wissen 
Schäften.  2.  Mathematik  und  Naturwissenschaft.  Uns  kann  hi« 
nur  die  letzte  Abtheilung  interessiren,  welche  mehrere  sehr  wertb- 
volle  Abhandlungen  im  Fache  de>  Mathematik  und  Astronomie 
enthält,  mit  deren  Titelangabe  wir  uns  hier  leider  begnügen  müssen 
Zuerst  enthält  diese  Abtbeilung  eine  in  das  Gebiet  der  höheren  Geome 
triegehörendeAbhandlungiUndersökning  af  nägra  correspon 
deranda  Cur  vor,  af  H.T.Daaa;,  auf  welche  wir  unsere  Lese] 
recht  sehr  aufmerksam  machen.  Hierauf  folgt  eine  astronombct* 
Abhandlung:  Ephemerider  for  Asteroiden  Alexandra 
(54)  1862,  af  H.  Schölts,  welche  nicht  bloss  eine  sehr  genas 
berechnete  Ephemeride  des  genannten  Asteroiden  enthält,  sondert 
auch  eine  vollständige  Darlegung  der  angewandten  analytische! 
Formeln  und  Rechnungsvorschriften  liefert,  wodurch  dieselbe  auch 
im  Allgemeinen  für  die  Ausfuhrung  aller  Rechnungen  dieser  Ar 
sehr  lehrreich  und  werthvoll  ist.  Den  Beschluss  macht  C.  A. ». 
Steinbeils  justeringsmethod  for  par  al  lak tiska  'Instru- 
ment af  egen  construction.  Bearbetning  a f  JH. Schuhs, 
welche  gleichfalls  sehr  instructive  und  werthvolle  Abhandlung 
die  von  Steinheil  in  den  Gelehrten  Anzeigen  derMruo- 
ebener  Akademie.  2. April  1860  angegebene  Metbode  betrill 

Beigegeben  ist  diesen  Universitäts-  Schriften  die  Chronik  der 
Universität  für  18«V01  (Program  m  für  Rectors -omby tet  186) 
af  F.  F.C*rlson),  worin  auch  genauere  Nachrichten  aber  die 
reichen  Sammlungen  und  Institute  der  Universität  gegeben  sind,  unter 
denen  uns  vorzüglich  die  sehr  werthvollen,  ziemlich  ausführlichen 
Nachrichten  Ober  die  trefflich  ausgestattete  Universitäts  Sternwirte 
auf  S.  12  —  S.  14  (am  Ende)  interessirt  haben,  wo  auf  S.  13  suei 
einer  reichen  Schenkung  des  verstorbenen  verdienstvollen  Profes- 
sors der  Astronomie  B  red  man  gedacht  wird.  Den  Schluss  de« 
Buchs  macht  das  Verzeicbniss  der  öffentlichen  Vorlesungen  f5rlS6l 
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Wir  wössten  nicht,  dass  ein  so  reich  ausgestatteter  and  au- 
leich  so  ausgedehnter  Jahrgang  von  Universitätsschriften  von 
»deren,  namentlich  deutschen  Universitäten  uns  schon  vorgekom- 
wo  wäre,  so  verdienstlich  diese  Schriften  auch  sind,  und  so 
tnkbar  wir  dieselben  jederzeit  aufgenommen  haben.  Besonderer 
>ank  für  die  Publication  dieser,  wie  schon  gesagt,  in  einem  Star- 
en, schon  ausgestatteten  Bande  uns  vorliegenden  Universitäts- 
chriften, von  denen  die  einzelnen  Abheilungen  aber  auch  abge 
»odert  zu  haben  sind,  gebührt  gewiss  auch  der  Universität  in 
Ipsala.  G. 


Sitzungsberichte  der  konigl.  bayerischen  Akade- 
mie der  Wissenschaften  zu  München.  (Vergl.  Literar. 
ler.  CLII1.    S.  7.) 

1862.  I.  Heft  II.  Lamont:  Ueber  die  «gliche  Oscillation 
es  Barometers.  (Diese  ausführliche  Abhandlung  zur  Erklärung 
es  Vielbesprochenen  Gegenstandes  fallt  nebst  den  ihr  beigegebe- 
en  Tafeln  das  ganze  vorliegende  Heft.  Wir  gestehen,  dass  wir 
teselbe  mit  besonderem  Interesse  gelesen  haben.  Jedenfalls  ge> 
ijhrt  der  in  ihr  gegebenen  Erklärung  vor  den  meisten  sonstigen 
rMärungsversucben  der  wesentliche  Vorzug,  dass  dieselbe,  ans- 
ehend wie  jede  strenge  Erklärung  einer  Naturerscheinung  von 
«wissen  bestimmten  Voraussetzungen,  die  man  wohl  zuzugeben 
»neigt  sein  kann,  einer  strengeren  mathematischen  Fassung  und 
Urstellung  fähig  ist  und  an  vielfache  Beobachtungen  sich  an- 
ebliesst,  also  nicht  besteht  in  einem  blossen  vagen,  wenn  auch 
weilen  in  gewisser  Beziehung,  wenn  man  so  sagen  darf,  ganz 
fistreichen,  oder  wenigstens  geistreich  klingen  sollenden,  Gerede, 
'ie  man  es  leider  auf  dem  Felde  der  Meteorologie  noch  häuflg 
^uog  antrifft,  worauf  sich  aber  Herr  Lamont  nie  einläset,  was 
ins  bei  seinen  meteorologischen  Untersuchungen  immer  besonders 
gesprochen  hat  Dies  ist  auch  bei  der  vorliegenden  Abband- 
an?  der  Fall,  welche  wir  daher  unseren  fär  Meteorologie  sich 
*teressirenden  Lesern  recht  sehr  zur  Beachtung  empfehlen.) 

1862.  I.  Heft  III.  Schönlein.  Fortsetzung  der  Beiträge 
*  "äheieo  Kenntniss  des  Sauerstoffs.  S.  165.  —  v.  Kobell: 
L^er  Asterismus  und  die  ßrewster'scben  Lichtfig  uren  (mit  drei 
Tafeln).  S.  199.  (Zwei  interessante,  wenn  auch  nicht  unmittet- 
w  in  das  Gebiet  des  Archivs  gehörende  Abhandlungen,  beson 
jj**8  die  letztere,  welche  einen  wichtigen  mineralogischen  oder 
Stenographischen  Gegenstand  bespricht). 

^62.  I.  Heft  IV.  Pettenkofer:  Die  Bewegung  des 
^ndwassers  in  Manchen  vom  März  1856  bis  März  1862  (mit 


- 


Digitized  by  Google 


16  Literarischer  Bericht  CIV. 

einer  Tafel).  S.  272.  (Interessante  an  4,  später  5  Brunnen  ii 
München  angestellte  Beobachtungen,  wobei  auch  eine  lehrreiche 
Anleitung  zur  Anstellung  solcher  Beobachtungen  gegeben  wird 
Eine  graphisehe  Darstellung  der  Beobachtungen  ist  beigegeben.) 
—  Nägeli:  Beobachtungen  über  das  Verhalten  des  polarUirter. 
Lichts  gegen  pflanzliche  Organisation  (mit  einer  Tafel).  &  W. 

1862.  11.  Heft  1.  Pettenkofer:  Ueber  die  Bestimmen* 
des  Wassers  bei  der  Respiration  und  Perspiration.    S.  56. 


Monatsbericht  der  künigl.  preussischen  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Berlin.  (Vergl.  Literar.  Bei. 
Nr.  CL111.   8.  8.) 

Juni  1862.  Hagen:  Ueber  das  Verhalten  der  Meereswellfii 
beim  Auflaufen  auf  Untiefen  und  auf  den  Strand.  S.  313— S. 316.) 
—  Riess:  Ueber  die  Abhängigkeit  elektrischer  Ströme  von 
Form  ihrer  Schliessungen.  S.343— S.362.  —  Dove:  Einen 
Metbode  die  Intensität  der  Interferenzfarben  zu  bestimme 
S.362— S.363.  —  Kronecker:  Ueber  die  coroplexe  Multi 
der  elliptischen  Functionen.  S.  263-S.372.  -  Du  Bois-Rc 
mond:  Ueber  den  zeitlichen  Verlauf  voltaelektrischer  lndu 
ströme.  S.  372  —  S.  404.  —  Kummer:  Ueber  ein  Modell  der 
mungsmittelpunktsfläcbe  des  dreiaxigen  Ellipsoids.    S.  426— 4Ä 

Juli  1862.  Quincke:  Experimentelle  Untersuchung  in 
optischen  Strahlenbiindel ,  mitgetheilt  von  Herrn  Kummer. 
S. 498— S. 509.  —  Encke:  Die  Tafeln  der  Melpomene.  S.536- 
S.537.  —  Dove:  Ueber  die  Unterschiede  der  bei  sehr  feuchte» 
Scirocco  und  heftigen  Niederschlägen  erfolgenden  Staubfölle  uil 
den  trockenen  Staubwinden  der  afrikanischen  Küste.  S.  542.  (Ab* 
handlung  nicht  mitgetheilt). 

August1  1862.  Du  Bois  Keymond:  Ueber  die  ungleiche 
Stärke  des  Stromes  je  nach  der  Richtung  in  der  er  durch  m 
Elektrodenpaar  geht.  S<  560.  (Abhandlung  nicht  mitgetheUt).  - 
Magnus:  Ueber  die  Absorption  der  Wärme  durch  Luftsebieht« 
von  verschiedener  Dicke.  S.5Ö9  — S.572.  —  Magnua:  Ueber 
Absorption  de*  Wärme  durch  feuchte  Luft.   S.  572— S.  574. 
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Arithmetik. 

9 

Grundriss  der  Differential-  und  Integral-Rechnung 
lit  Anwendungen.  I.  Theil.  Di fferential-Rechnung  mit 
SIFiguren  im  Texte  von  M.  Stegemann.  Hannover.  Hel- 
riog'sche  Hof-Buchhandlung.    1862.  8°. 

In  dieser  Schrift  tritt  bei  der  Darstellung  der  Differential- 
Rechnung  dem  in  den  Geist  der  neueren  strengen  Analysis  wahr- 
st eingeweihten  Leser  ein  Gemisch  der  älteren,  jetzt  als  anti- 
pirt  zu  betrachtenden  (sogenannten)  Begründungsweise,  wo  die 
Jte  Reibenentwickelung  nach  der  Methode  der  unbestimmten 
^eflicienten  in  der  uogeuirtesten  Weise  in  Anwendung  gebracht 
?ird,  mit  an  die  neuere  strenge  Begründung  erinnernden,  und 
iercelben  entlehnten,  freilich  oft  in  wenig  genügender  Form  au« 
gestellten  Betrachtungen  entgegen.  Dass  aber  gerade  bei  diesen 
fingen  eine  solche  Vermischung  nur  zur  Unklarheit  führt  und 
ienAnfäoger  in  Widersprüche  verwickeln  muss,  giebt  wohl  jeder 
Kenner  der  neueren  Analysis  ohne  Weiteres  zu.  Auf  eine  ein- 
gehendere Kritik  uns  einzulassen,  halten  wir  nicht  für  nüthig  und 
fösst  auch  der  beschränkte  Raum  unserer  literarischen  Berichte 
bei  Schriften  dieser  Art  nicht  zu.  Will  man  daher  das  obige 
Unheil,  weil  wir  es  hier  nicht  ausführlicher  begründen  können, 
för ein  blosses  subjectives  erklären:  so  müssen  wir  uns  das  schon 
gefallen  lassen. 


Expose  de  la  theorie,  des  propriät4s,  des  formules 
de  transformation  et  des  mäthodes  d'evaluation  des  In- 
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t4grales  deTmies  par  D.  Bierens  de  Haan.  Publiee  par 
l'Acadlmie  Royale  des  sciences  a  Amsterdam.  Amster- 
dam, C.  G.  van  der  Post.    1862.  4«. 

Herr  Bierens  de  Haan  hat  dem  sehr  grossen  Verdienst, 
welches  er  sich  schon  durch  die  Publication  seiner  schönen,  in 
Literar.  Ber.  Nr.  CXXVI.  S.  1.  angezeigten  Tafeln  der  bestimon 
ten  Integrale  erworben  hat,  ein  neues  nicht  minder  grosses  Ver1 
dienst  hinzugefügt  durch  die  Herausgabe  des  obigen,  702  Seiten 
in  gr.  Quart  umfassenden  Werks.    Wie  der  Titel  besagt,  ist  das- 
selbe lediglich  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  gewidmet, 
und  steht  jedenfalls  gegenwärtig  in  seiner  Art  einzig  da,  da  dJ 
mathematische  Literatur  kein  Werk  besitzt,  welches  sich  de^ 
vorliegenden  gleichstellen  könnte,  was  namentlich  Vollständigkeit 
und  Strenge  der  Darstellung  betrifft,  in  welcher  letzteren  Beziej 
hung  besonders  hervorzuheben  ist,  dass  das  Werk  ganz  deo  rod 
der  neueren  Analysis  gestellten  Anforderungen  entspricht.  Di^ 
bisher  zur  Entwicklung  der  bestimmten  Integrale  angewandt^ 
Methoden  treten  in  sehr  grosser  Mannigfaltigkeit  auf  und  etebe^ 
meistens  sehr  vereinzelt  da,  so  dass  es  gewiss  nicht  gerinrt 
Schwierigkeiten  hatte,  diese  Metboden  unter  gewisse  allgemeine) 
Gesichtspunkte  zu  bringen,  welche  aber,  wie  es  uns  scheid,! 
von  dem  Herrn  Verfasser  so  glücklich  überwunden  worden  «d4| 
wie  es  bei  dem  gegenwärtigen  Standpunkte  der  W'issenschaAj 
überhaupt  möglich   sein  dürfte.    Um  diese  Methoden  aber  alle 
kennen  zu  lernen  und  zu  sammeln,  war  eine  von  uns  lebhaft 
bewunderte  Literaturkenntniss  nöthig,  wie  sie  schwerlich  viele 
Mathematiker  in  gleichem  Maasse  wie  der  Herr  Verfasser  bei 
sitzen  dürften.    In  der  ausgedehntesten   Weise  sind  nun  aber 
auch  (in  der  dritten  504  Seiten  umfassenden  Abtheilung)  die  all-! 
gemeinen  Methoden  überall  zu  der  Entwickelung  besonderer  be» 
stimmter  Integrale  in  Anwendung  gebracht  worden,  wodurch  die« 
Theorie  zugleich  der  beste  Commentar  zu  den  „Tafeln"  wird, 
auch  zu  mehrfachen  Verbesserungen  derselben  Gelegenheit  gege 
ben  hat,  und  neben  denselben  gar  nicht  entbehrt  werden  kam 
dass  aber  in  der  Hand  eines  so  geschickten  Mathematikers,  *'« 
Herr  Bierens  de  Haan  ist,  diese  Anwendungen  der  allgemei 
neu  Methoden  auch  zu  einer  grossen  Anzahl  neuer  Resultate  föbrtft 
mussten,  braucht  wohl  kaum  noch  besonders  bemerkt  zu  werden: 
nach  der  eigenen  Angabe  des  Herrn  Verfassers  wurden  ungefähr 
1260  schon  in  den  Tafeln  enthaltene  bestimmte  Integrale  und  '2130 
neue  Formeln  erhalten,  wodurch  sich  also  auch  schon  von  selbst 
die  Notwendigkeit  einer  baldigen   neuen  Ausgabe  der  Ta/W» 
herausstellt.    Wegen  der  schon  gerühmten  grossen  Streoge  und  def 
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pnz  im  Sinne  der  neueren  Analysis  gehaltenen  Darstellung,  die 
uns  ganz  besonders  in  der  ersten,  der  Entwicklung  der  allge- 
meinen Principien  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  gewidme- 
ten Abtheilung  in  der  lebhaftesten  Weise  angesprochen  hat,  kann 
dieses  Werk  namentlich  auch  jüngeren  Mathematikern  zum  eifrig- 
sten Studium  nicht  dringend  genug  empfohlen  werden,  die  darin 
reiche  Fruchte  zu  ihrer  tüchtigen  Ausbildung  und  Befähigung  zu 
eigenen  wahrhaft  strengen ,  neueren  Ansprüchen  genügenden  Un- 
tersuchungen schupfen  werden.  »Schliesslich  gestattet  uns  der 
Raum  nur  noch  die  folgende  Angabe  der  Hauptabschnitte  des 
Inhalts:  Preface.  —  Partie  premlere.  Princlpes  de  la 
Iheorie  des  integrales  definies.  —  Partie  deuxleme. 
Formales  de  transformation  genärales.  —  Partie  trol- 
Herne.  Evaluation  des  integrales  döfinies.  Considera- 
tions  preliminaires.  —  Section  1.  Methode*  dircctes.  —  Section  2. 
Metbodes  qui  ramenent  ä  des  integrales  definies.  —  Section  3. 
Me'thodes,  qui  ramenent  a  des  integrales  definies  doubles.  — -  Se- 
ction 4.  Methodes  qui  ramenent  ä  des  series.  —  Section  5.  Me- 
thode«, qui  ramenent  ä  des  equations  differentielles.  —  Section  6. 
Methodes  pour  deduire  d'une  integrale  delinie  connue  d'autres 
totegrales  definies.  —  Section  ?.  Me'thodes  particuüeres.  (Em- 
ploi  des  integrales  de  Fourier.  Methode  de  Cauchy,  calcul  des 
tfstdus.  Me'thodes  diverses  indirectes.  Par  des  considerations 
geomätrie).  —  Additions  et  corrections. 

Schwerlich  würde  die  Herausgabe  zweier  so  umfangreichen 
iod  kostspieligen  Werke,  wie  die  „Ta b les "  und  die  „Theorie" 
lind ,  dem  verehrten  Herrn  Verfasser  möglich  gewesen  sein, 
*enn  denselben  nicht  die  Königlich  niederländische  Aka- 
lemie  der  Wissenschaften  in  Amsterdam  mit  der  gross- 
ttn  Liberalität  Raum  in  der  Sammlung  ihrer  Schriften,  von  denen 
beide  Werke  einen  Theil  ausmachen ,  gestattet  hätte,  wofür  die 
Wissenschaft  dieser  hohen  gelehrten  Kürperschaft  zu  dem  grössten 
iod  wärmsten  Danke  verpflichtet  ist. 

Möge'  dem  Herrn  Verfasser  Anerkennung  seines  Strebens, 
tler  Wissenschaft  und  ihren  Jüngern  durch  so  grossartige  wissen- 
schaftliche Arbeiten  wahrhaft  zu  nützen,  im  reichsten  Maasse 
m  Theil  werden!  G. 


Geometrie. 

La  Fre'moire's  Sammlung  von  Lehrsätzen  und  Auf- 
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gaben  der  E  lernen  tar-Georaetrie  (Planimetrie  uod  Ste- 
reometrie). Aus  dem  Fanzusischen  übersetzt  vonPro- 
fessor  Kauffmann.  Nach  dem  Tode  des  Uebersetzers 
durchgesehen  und  herausgegeben  von  Doctor  C.  G. 
Reuschle,  Professor  amGymoasium  zu  Stuttgart.  Mit 
circa  400  Abbildungen.  Stuttgart.  Gust.  Hoffroann. 
Preis  Rthlr.  1.  6. 

Das  französische  Original  hat  hei  der  neuen  Auflage  im  Jahre 
1852  einen  neuen  Herausgeber,  Herrn  Catalan,  gefunden,  wobei 
es  bedeutend  erweitert  und  umgewandelt  worden  ist.  Herr  Ca- 
talan sagt  in  seiner  Vorrode,  er  habe  eine  Menge  von  Aufgaben  I 
und  Lehrsätzen,  welche  in  allen  geometrischen  Lehrbüchern  ste- 
hen, durch  andere  ersetzt,  und  überdiess,  um  die  Sammlung  za 
einer  eigentlichen  Ergänzung  der  Elenie ri targeo metrie  zo 
stempeln,  eine  Anzahl  von  Lehren  eingeführt,  wovon  die  meisten  j 
der  sogenannten  neueren  Geometrie"  angehören.  Man  findet 
also  in  dieser  Sammlung  die  Theorie  der  Transversalen,  der 
Polaren,  der  harmonischen  Theilung,  der  Potenzlinien,  der  Aehn 
lichkeitspunkte,  der  Punkte  der  mittleren  Entfernungen,  der  iso- 
perimetrischen Figuren,  der  windschiefen  Polygone,  der  allge- 
meinen Eigenschaften  der  Polyeder,  der  reeiproken  Punkte  nod 
Geraden,  der  Polar-Ebenen,  Potenz- Ebenen,  der  sphärische! 
Transversalen  u.  s.  w.  Besonderer  Erwähnung  verdienen  mehrere 
interessante  Probleme,  wie  die  Construction  des  regulären  Viel- 
ecks von  17  Seiten,  die  Transformation  der  Figuren,  über  da* 
Volumen  des  Tetraeders,  über  die  Berühruogskugel  von  drei  ge- 
gebenen Kugeln. 

Der  Herausgeber  der  Uebersetzung,  Herr  Professor  Reuschle, 
bemerkt  mit  Recht,  dass  man  zwar  keine  systematische  DarsteJ- 
lung  der  sogenannten  neueren  Geometrie  erwarten  darf,  sondern 
dass  «ich  vielmehr  die  neueren  Theorien  als  ungezwungene  An 
hänge  altbekannter  elementargeometrischer  Sätze  ergeben,  so  da** 
man  durch  dieses  Buch  in  jene  schönen  Theorien  ganz  unver- 
merkt hineinkommt.  Auch  legt  Herr  Reuschle  einen  beson- 
deren Werth  auf  die  ausführliche  Berücksichtigung  der  Stereome- 
trie, indem  unsere  gangbaren  Aufgabensammlungen  sich  meistens 
nur  auf  die  Planimetrie  einlassen,  obgleich  die  Stereometrie  der 
ungleich  reichere  Theil  der  ganzen  Wissenschaft  ist,  mit  welchen 
dieselbe  erst  so  zu  sagen  reell  und  konkret  wird.  Mit  vorstehen 
der  kurzen  Anzeige  hat  der  Unterzeichnete  den  Zweck,  einem  in 
seiner  Art  gediegenen  Werke,  welches  in  deutschen  Kreisen,  wie 
es  scheint,  wenig  bekannt  ist,  eine  weitere  Verbreitung  zu  geben. 

Dr.  O.  Buklen. 
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Praktische  Geometrie. 

Elemente  der  Vermessungskunde  von  Dr.  Carl  Maxi- 
milian Bauernfeind,  Bauratb  und  Professor  der  Inge- 
nieur-Wissenschaften in  München.  Zweite  Auflage. 
Erste  und  zweite  Abtheilung.  München.  Cotta'sche 
Buchhandlung.    1862.  8°. 

Es  freut  uns  sehr,  die  Richtigkeit  des  von  uns  über  die  1856— 
1858  erschienene  erste  Auflage  dieses  in  vielfacher  Beziehung  em- 
pfehlenswerthcn  Buchs  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXXV1I.  S.2.  ausge- 
sprochenen sehr  gunstigen  Urtheils  insofern  bestätigt  zu  sehen,  als 
schon  jetzt  eine  neue  Auflage  nothig  geworden  ist.  In  der  ganzen 
Ad  läge  ist  diese  neue  Auflage  umgeändert  geblieben  ,wohl  aber  ist 
dieselbe  eine  verbesserte  und  nicht  unbedeutend  vermehrte  zu  neu- 
oenf  und  die  berühmte  Verlagshandlung  hat  durch  etwas  kleineren 
Druck  und  schwächeres  Papier  es  möglich  gemacht,  die  früheren 
zwei  Bände  in  einen  aus  zwei  Abtheilungen  bestehenden  Band  zu 
vereinigen  und  den  Preis  zu  vermindern,  ohne  der  Eleganz  der 
Ausstattung  im  Geringsten  Eintrag  zu  thun.  Die  Vermehrungen 
betreffen  vorzüglich  die  Instrumentenlehre,  in  welcher  —  um  zehn 
Paragraphen  und  dreissig  Abbildungen  vermehrt  —  alles  Neuere 
von  einiger  Bedeutung  nachgetragen  worden  ist.  Die  theoreti- 
schen Entwicklungen  sind,  so  viel  als  irgend  thunlich,  verkürzt 
und  vereinfacht  worden,  um  das  Buch  seiner  praktischen  Bestim- 
mung immer  näher  zu  bringen.  Die  meisten  Veränderungen  sind 
der  Lehre  von  dem  barometrischen  Höhenmessen  zu  Theil  ge- 
worden, wozu  dem  Herrn  Verfasser  seine  eigenen,  diesem  Ge- 
genstände gewidmeten,  in  einer  nachher  von  uns  für  sich  zu 
besprechenden  besonderen  Schrift  niedergelegten  neueren  Unter- 
suchungen die  natürliche  Veranlassung  gaben.  Auch  in  der  Mark- 
scheidekunst ist  insbesondere  von  den  neueren  Erfindungen  in 
der  Instrumentenlehre  Nachricht  gegeben  worden ,  ohne  dieses 
Kapitel  selbst  wesentlich  zu  verändern,  wozu  uns  in  der  That 
auch  keine  besonder  Veranlassung  vorzuliegen  schien.  Besonders 
danken  wir  es  noch  dem  Herrn  Verfasser,  dass  er  in  der  Vor- 
rede zu  dieser  zweiten  Auflage  dem  Gebrauche  des  Meßtisches  mit 
d»tr  Kippregel,  wenn  dieselbe  namentlich  zur  Distanzmessung  ein- 
gerichtet ist,  nachdrücklich*  das  Wort  geredet,  und  zugleich  einen 
oach  seiner  Angabe  in  dem  berühmten  Ertel'schen  Institute  an- 
gefertigten neuen,  wie  ps  uns  scheint,  sehr  zweckentsprechenden 
Messtischapparat  beschrieben  hat.  Auch  wir  können  die  Abnei- 
eung  nicht  begreifen,  welche  die  praktischen  Geometer  vielfach 
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gegen  dieses,  nach  unserer  Ueberzeugung  wahrhaft  wissenschaft- 
liche Instrument  haben,  welches  in  der  ihm  zugewiesenen 
Sphäre  niemals  durch  ein  anderes  zu  ersetzen  sein  wird.  Dem 
Gelderwerbe  mag  freilich  die  auch  bei  schlechterem  Wetter  zu 
gebrauchende  Boussole,  welche  zugleich  das  Auftragen  zu  Hause 
in  der  Stube  gestattet,  wohl  forderlich  sein,  gewiss  aber  nicht  der 
Genauigkeit,  besonders  bei  der  Art  und  Weise,  wie  dieses 
Instrument,  dessen  auf  gewisse  Gränzen  zu  beschränkenden  Werth 
wir  übrigens  keineswegs  verkennen ,  gewöhnlich  gebraucht  wird. 
Wir  sind  uberzeugt,  dass  dieses  schone  Werk  auch  in  seiner  neue- 
ren  Gestalt  dazu  beitragen  wird,  eine  neue  bessere  Aera  in  der 
Vermessungskunde  herbeizuführen,  und  wünschen  dem  Herrn  \  er 
fasser  aufrichtig  Glück  zu  dessen  Vollendung.  Im  Uebrigea  ver- 
weisen wir  auf  unsere  frühere  Anzeige  der  ersten  Auflage. 

Beobachtungen  und  Untersuchungen  über  die  Ge< 
nauigkeit  barometrischer  Höhenmessungen  und  die  Ver- 
änderungen der  Temperatur  und  Feuchtigkeit  der  At- 
mosphäre von  Dr.  Carl  Maximilian  Bau  er  n  fein  d.  Mit  *$ 
Tabellen,  darunter  6  zur  Höhenberechnung,  und  eioet 
Steinzeichnung.  München,  J.  G.  Cotta'sche  Buchhand- 
lung.   1862.  8°. 

Die  Veranlassung  zu  diesen  Untersuchungen  fand  der  Hen 
Verfasser  zunächst  in  der  ausserordentlich  grossen  Verschieden 
beit  der  Meinungen  über  den  Werth  und  die  Genauigkeit  der  ba- 
rometrischen Höhenmessungen.  Eine  zweite  Aufforderung  da« 
fand  er  in  dem  Umstände ,  dass  man  die  Aenderungen  der  Ten 
peratur  und  der  Feuchtigkeit  der  Atmosphäre  mit  der  Hube  n 
wenig  kennt,  und  deshalb  bei  der  Entwicklung  der  Barometer- 
formel  gezwungen  ist,  Hypothesen  über  diese  Aenderungen  a 
machen.  Besondere  mit  den  Barometerbeobachtungen  verbundene 
Versuche  sollten,  wenn  nicht  die  Gesetze  der  Temperatur-  uod 
Feuchtigkeitshnderungen  selbst,  doch  den  Grad  der  Zulässigst 
der  darüber  aufgestellten  Hypothesen  erkennen  lassen.  Eine  dritte 
Veranlassung  zu  diesen  Untersuchungen  war  die  Ueberzeugung, 
dass  die  barometrische  Constante  in  Folge  der  neueren  Bestio* 
mungen  über  die  Dichtigkeit  und  Ausdehnung  der  Luft  und  d« 
Quecksilbers  einer  Aenderung  bedarf,  und  der  Wunsch,  Einige* 
zu  deren  Feststellung  beizutragen.  Endlich  hoffte  der  Herr  Ver- 
fasser, eine  hinreichend  grosse  Reihe  von  Beobachtungen  word« 
einige  Anhaltspunkte  liefern  zur  Bcurtheilung  der  von  G.  S.  Obo 
im  Jahre  1854  aufgestellten  Ansicht,  dass  die  auf  das  Barometer 
drückende  Luftsäule  nicht  das  Gewicht  eines  Cylinders,  sondern 
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eines  vertikal  stehenden  Kegele  habe,  dessen  Spitze  im  Erdmit- 
telpunkte liegt 

Zu  einer  Entscheidung  über  alle  diese  Fragen  glaubte  der 
Herr  Verfasser  auf  folgende  Art  zu  gelangen. 

Es  soll  einer  der  höchsten,  leicht  zugänglichen  Berge  des 
bayerischen  Hochgebirges,  etwa  der  Miesing  oder  der  Wendel- 
stein, ron  der  Thalsohle  bis  zum  Scheitel  zweimal  aufs  Genaueste 
nirellirt,  und  seine  Höhe  in  vier  nahezu  gleiche  Theile  getheilt 
werden.  An  den  hierdurch  sich  ergebenden  fünf  Theilungspunk- 
ten  sollen  uberall  Thermometer  und  Psychrometer,  an  dem  ersten, 
dritten  und  fünften  aber  ausserdem  Barometer  und  Windfahnen 
aufgestellt,  und  diese  Instrumente  von  zehn  der  tüchtigsten  Zu- 
hr.rer  des  Herrn  Verfassers  mindestens  acht  Tage  lang  Vor-  und 
Nachmittags  in  kurzen  Zwischenräumen  gleichzeitig  beobachtet 
werden.  Nach  Vollendung  dieser  Beobachtungen  soll  noch  durch 
ein  besonderes  Nivellement  der  Höhenunterschied  zwischen  der 
ersten  Beobachtungsstation  und  dem  nächst  gelegenen  Eisenbahn- 
hofe ermittelt  werden,  um  die  Meereshöhen  der  einzelnen  Statio- 
nen aus  directen  Eisenbahnnivellements,  welche  einerseits  bis  an 
die  Nordsee  und  andererseits  bis  an  das  adriatische  Meer  reichen, 
ableiten  und  mit  den  durch  barometrische  Messungen  gefundenen 
Höhen  vergleichen  zu  können. 

Man  mu8s  gestehen,  dass  man  aus  dieser  ganzen  Schrift  die 
Ueberzeugung  gewinnt,  dass  der  Herr  Verfasser  sich  der  Aus- 
führung dieses  wohl  durchdachten  Planes,  und  späterhin  der  nö- 
tigen vielen  Rechnungen ,  mit  dem  grössten  Eifer  und  Fleisse, 
der  grössten  Ausdauer  und  grosser  Sachkenntniss  gewidmet  bat 
Die  gewonnenen,  jedenfalls  Vertrauen  verdienenden  Resultate  sind 
am  Ende  in  15  Nummern  zusammengestellt  worden,  können  aber 
hier  der  Beschränktheit  des  Raums  wegen  nicht  vollständig  mit- 
eetheilt  werden.  Jedoch  wollen  wir  nachstehend  bemerken,  was 
in  Nr.  6.  und  Nr.  7.  über  den  barometrischen  Coefficienten  ge- 
sagt wird : 

„6.  Es  ist  ungenau,  bei  barometrischen  Höhenmessungen 
den  Druck  des  Wasserdamples  der  atmosphärischen  Luft  nur 
nach  einem  mittleren  YVerthe  (indem  man  die  Constante  von 
Iü31r>  auf  18336"*  erhöht)  in  Rechnung  zu  bringen  und  deshalb 
vorzuziehen,  denselben  mit  Psychrometern  an  den  beiden  Statio- 
nen wirklich  zu  messen  und  das  Mittel  heider  ßeobachtuugsre* 
*ultate  als  mittleren  Dampfdruck  der  Luftschichten  in  die  Baro- 
ueterformel  einzusetzen." 

»7.  Den  .neuereu  Bestimmungen  des  Verhältnisses  der  Dich- 
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tigkeiten  von  Luft  und  Quecksilber,  so  wie  des  Ausdehnung« 

coef6cienten  der  Luft  gemäss,  muss  die  barometrische  ConsUnte 
von  1831 6m  auf  18405m  erhöht  werden.  Eine  noth wendige  Folgt 
hievoo  ist  die  Berechnung  neuer  hypsometrischer  Tafeln.** 

■ 

Bei  seinen  neuen  hypsometrischen  Tafeln  (S.  37—8.42)  hat 
der  Herr  Verfasser  mit  Recht  die  Tafeln  von  Gauss  zum  Master 
genommen,  aber  drei  neue  Tafeln  beigefugt,  welche  zur  Berech- 
nung des  durch  die  Psychrometer -Beobachtungen  eingeführt« 
Factors  dienen. 

Nach  dem  Obigen  müssen  wir  dieser  Schrift  aus  Uebetie*: 
gung  besondere  Wichtigkeit  für  die  Theorie  des  barometrisch! 
HDhenmessens  beilegen,  und  wünschen  derselben  daher  die  sorw 
fältigste  Beachtung.  G. 

«  *  

i 

Mechanik. 

Üei  moti  geometrici  e  loro  leggi  nello  spostameot» 
di  una  figura  di  forma  invariabile.  Memoria  di  Dome- 
nico  Chelini,  Professore  di  Meccanica  razionale  nelf 
universita  di  Bologna.  (Estratta  dalla  Serie  11-  Vol.  L 
delle  Memorie  dell*  Accademia  delle  Scienze  dell'  Isti* 
tuto  di  Bologna).  Bologna.  Tipografia  Gamherioi  *' 
Parmeggiani.    1862.  4°. 

i 

i 

Die  geometrische  Bewegungslehre,  die  nicht  selten  mit  des 
Namen  Kinematik  belegt  wird,  ist,  auf  dem  auch  hier  von  Es* 
ler  gelegten  Grunde  weiter  bauend,  iu  neuerer  Zeit  von  Chaslei. 
Poinsot,  Gaetano  Giorgini,  Glinde  Rodrigues,  Mobiii 
und  Anderen  mit  vielen  merkwürdigen  Sätzen  bereichert  worde* 
Aber  alle  diese  Sätze,  in  vielen  Schriften  zerstreut,  standen  bii 
jetzt  ziemlich  isolirt  da,  und  waren  auch  nicht  selten  ganz  oh* 
Beweis  aufgestellt  worden,  so  dass  es  mit  mancherlei  Schwieri» 
keiten  verknüpft  war,  wenn  man  sich  von  denselben  eine  mißlich»! 
vollständige  Kenntnis«  verschaffen  wollte.  Herr  Chelini  hat  nun 
in  der  vorliegenden  Schrift  eine  systematische  Entwickelung  die??' 
Sätze,  so  weit  wir  sehen  können,  in  grosser  Vollständigkeit  g? 
liefert,  mehrere  derselben  mit  eigenen  scharfsinnigen,  zum  Theil 
ziemlich  einfachen  Beweisen  versehen,  und  ist  auch  zu  eigen« 
Resultaten  gelangt.  Wir  halten  dies  aus  den  oben  angegebener. 
Gründen  für  sehr  dankenswert!!,  und  würden  eitie  deutsche  Ceber 
Setzung  dieser  ausgezeichneten  Schrift  für   eine  Bereicheret* 
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unserer  mathematischen  Literatur  halten.    Nachdem  zuerst  die  all- 
gemeinen Begriffe  festgestellt  und  einige  Fundameritalsa'tze  bewie- 
sen worden  sind,  tbeilt  der  Herr  Verfasser  seine  Schrillt  in  einen 
geometrischen  und  einen  analytischen  Theil,  {Iber  die  er 
sich  in  der  voraufgeschickten  kurzen  Einleitung  selbst  auf  fol- 
gende Art  ausspricht*):    „Nella,  parte  geometrica,  le  leggi  de* 
moti  guccessivi,  tanto  di  traslazione  quanto  di  rotazione,  ho  pro- 
corato  che  divengaoo  chiare  e  visibili  al  lume  di  un  solo  prin- 
cipio,  ed  inoltre  le  ho  rese  alquanto  piü  complete  in  alconi  punti, 
per  es.  in  cio  che  riguarda  i  rapporti  di  equivalenza  tra  un  rooto 
eitcoidale  ed  un  sistema  di  due  rotazioni  successive  intorno  ad 
assi  non  situati  in  un  medesimo  piano.    Nella  parte  analitica, 
Taleodomi  del  principio  d ella  retta  e  de|r  area  risultante, 
offro  nuove  ed  assai  faciii  dimostrazioni  tlelie  forinole  di  Eulero, 
di  Monge**),  di  Olindo  Rodrigues;  stabilisco  le  relazion.  fonda- 
mentali  di  omografia  e  di  polarita,  che  nascono  dal  considerare 
la  coesistenza  di  due  ügure  uguali  in  luoghi  diversi ;  infine  applico 
le  formole  di  Eulero  a  vincolare  tra  loro  i  punti  omologhi  delle 
fignre  direttamente  ed  inversameote  simili,  e  poste  corne 
*i  roglia  nello  spazio  le  une  rispetto  alle  altre."   Die  Wichtig- 
keit, welche  wir  der  Schrift  beimessen,  wird  die  folgende  aus- 
führlichere Inhaltsangabe  rechtfertigen :    Preliminari.    De'  moti 
di  traslazione  e  di  rotazioue.  —  Parte  geometrica.  Leggi 
per  gli  spostamenti  successivi  di  una  figura.    1.  Degli 
spostamenti  di  una  figura  piana  nel  suo  piano.   2.  Leggi  per  la 
composizione  delle  rotazioni  successive  in  un  piano.    3.  Degli 
spostamenti  di  una  figura  nello  spazio.    4.  Proprieta  de'  punti, 
delle  rette  e  de'  piani  che  in  due  figure  uguali  si  corrispondono 
a  dne  a  due.    5.  Legge  per  la  composizione  delle  rotazioni  suc- 
cessive intorno  ad  assi  della  medesima  origine.   6.  Leggi  e  con- 
dizioni  di  equivalenza  tra  un  moto  elicnidale  ed  un  sistema  di 
due  rotazioni  successive.  —  Parte  analitica*   Moti  geome- 
trici  rifer iti*  ad  assi  coordinati.    1.  Relazioni  tra  due  assi 
paralleli  di  rotazione,  de*  quali  sia  data  la  traslazione  relativa. 


*)  Wir  hedienen  un*  der  eigenen  Wtirte  de*  tie.rrn  Verfasser«,  um 
jedem  .MUsvorhliindniaxe  vurxul»ciij;(n. 

**)  Der  Herausgeber  , des  An  liivs  erlaubt  «ich,  hei  dieser  Gelegen- 
heit auf  den  ei^entlifnuJichcn  Howe;»,  welchen  er  von  den  H  u  I  e  r 'sehen 
Formet n  und  den  daran«  leirht  abzuleitenden  Formeln  von  Monge  in 
Hen  Supplementen  xii  dem  in  a  th  ein a ti  *  <:  Ii  en  Wörtcrbu  che. 
F.rnt«  Ab  theil  ung.  Art.  Koordinaten.  N  r.  19  u  nd  20  (S.  474  ff.) 
■od  in  dem  Cre  1 1  e'ncheii  Journal.  T hl.  VIII.  gegeben  hat,  hinzu- 
weisen. 
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2.  Formole  rappresentanti  il  traslocameuto  prodotto  da  una  rotazioo* 
e  traslazione.  Forraole  special»  per  la  traaformazione  delle  coor- 
dinate.  3.  Formole  rappresentanti  il  traslocamento  prodotto  da 
tre  rotazioni  successive  intorno  ad  assi  rettangolari.  4.  Forraole 
di  relazione  tra  i  punti  corrispondenti  di  due  figure  coiocidibili  e 
la  figura  media.  5.  Formole  relative  alle  rotazione  intorno  all' 
asse  centrale  preso  per  aase  delle  z.  0.  Forniole  di  relazione  tri 
un  moto  elicoidale  ed  un  sistema  di  due  rotazioni  conjugate.  Ft- 
gure  polari.  7.  Formole  risguardanti  la  similitudine  delle  6gure, 
sia  dirette,  aia  inversa.  —  Nota  I.  Applicazione  delle  formol* 
di  rotazione  alla  ricerca  dell*  asse  e  del  centro  di  equilibria. 
Nota  II.  Del  centro  istantaneo  delle  accelerazioni  nel  moto  dt 
una  figura  di  forma  invariabile. 

Mochte  unser  schon  ausgesprochener  Wunsch  einer  Ueber- 
setzung  dieser  Schrift  recht  bald  erfüllt  werden. 

Wir  haben  diesen  Artikel  unter  die  Rubrik  Mechanik  ge- 
stellt, hätten  ihn  aber  naturlich  mit  demselben  Rechte  auch  der 
Geometrie  zuweisen  können.  <i. 


N  a  u  t  i  k. 

Almanach  der  österreichischen  Kriegsmarine  für  dz* 
Jahr  1863.  Mit  Genehmigung  des  hohen  Marine-Ober- 
commando's  herausgegeben  von  der  hydrographischen 
Anstalt  der  k.  k.  Marine.  Zweiter  Jahrgang.  Wien. 
Gerold.  8°. 

Der  erste  Jahrgang  dieses  in  vieler  Beziehung  sehr  interes- 
santen und  verdienstlichen  Almanacbs  ist  im  Literar.  Ber.Nr. 
CXLVIII.  S.  10.  von  uns  angezeigt  worden.  Die  Einrichtung  ist 
in  dem  vorliegenden  zweiten  Jahrgange  im  Wesentlichen  p»i 
unverändert  geblieben,  namentlich  hat  die  Einrichtung  der  Epbe- 
meride  keine  Veränderung  erlitten,  so  dass  wir  uns  also  in  dieser 
Rücksicht  auf  die  Anzeige  des  ersten  Jahrgangs  beziehen  kftnoen. 
Einige  interessante  Aufsätze  sind  wieder  beigegeben.  Der  erttr 
liefert  Notizen  über  die  in  den  letzten  Jahren  inSr.  M 
Kriegsmarine  eingeführten  sanitären  Massregeln.  Vob 
Dr.  Stefan  v.  Patay,  Obersten  Marine- Arzt,  und  zeirt 
deutlich,  wie  viel  Sorgfalt  in  der  österreichischen  Kriegs -Miriw 
der  Erhaltung  eines  guten  Gesundheitszustandes  auf  den  Scbifen 
in  jeder  Beziehung  gewidmet  wird,  namentlich  auch  die  höcbM 
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sorgfältige  und  rücksichtsvolle  Behandlung  der  Verwundeten  oder 
sonst  Beschädigten,  für  die  höchst  zweckmässig  construirte  zer- 
legbare Tragbahren  eingeführt  sind.   Auch  die  8.  28.  mitgetheilten 
beiden  Tabellen  über  die  Verpflegung  der  gesunden  Schiffsmann- 
schaft unter  Segel  und  im  Halen  sind  für  Jeden,  der  an  der  Ent- 
wickelung  de«  deutschen  Seewesens  regen  Antheil  nimmt,  sehr 
interessant  und  liefern  den  deutlichen  Beweis,  wie  ausgezeichnet 
diese  Verpflegung  sein  muss.    In  zweckmässiger  Abwechselung 
wird  zum  Frühstück  Zwieback  (im  Hafen  auch  frisches  Brod), 
käse,  Kakao,  Zucker,  Sardellen,  Essig,  Rum,  Oel;  zum  Mittags- 
mahl Zwieback  (im  Hafen    auch  frisches  Brod),   Pöckel  -  und 
Schweinefleisch  (im  Hafen  auch  frisches  Rindfleisch),  Reis,  Erb- 
sen, Mehlspeise,  Hülsenfrüchte,  Essig,  Salz  und  täglich  Wein; 
zum  Nachtmahl  Zwieback  (im   Hafen  auch  frisches  Brod)  und 
Rum  geliefert,  Alles  in  hinreichendem  IMaasse.  —  Oer  zweite 
Aufsatz  hat  die  Ueberschrift:    Ueber  die  Bestimmung  der 
Entfernungen  auf  der  See.    Von  Dr.  F.  Schaub.  Durch 
die  Einführung  von  Geschützen,  welche  mit  einer  grossen  Trag- 
weite eine  grosse  Präcision  des  Treffens  verbinden,  hat  die  Be- 
stimmung der  Distanz  eines  entfernten  Objects  auf  der  See  eine 
erhöhete  Wichtigkeit  bekommen.    General  Sir  Howard  Dou- 
glas sagt  darüber  in  seinem  berühmten  Werke  „On  Naval 
Gunnery  (fifth  edition,  London  1860)":  „Wenn  zwei  Schiffe 
einander  auf  grosse  Entfernung  gegenüberstehen,  wird  die  Wir- 
kung der  Geschütze  fast  gänzlich  von  der  Geschicklichkeit  der 
Kanoniere  abhängen;  und  dasjenige  Schiff,  welches  die  Entfernung 
von  seinem  Gegner  am  richtigsten  geschätzt  hat,  wird  unter  übri- 
gens gleichen  Umständen  den  grössten  Schaden  anrichten."  Man 
sieht  hieraus,  wie  wichtig  auch  für  die  Nautik  die  Construction 
eines  recht  zweckmässigen  Distanzmessers  sein  würde,  die  immer 
ooch  zu  den  noch  nicht  vollkommen  gelösten  Problemen  und  from- 
men Wünschen  gebort.    Die  von  General  Douglas  gegebene  Löh- 
süng unterscheidet  von  der  gewöhnlichen  sich  gar  nicht,  indem  er 
gewissennassen  den  Mast  des  feindlichen  Schiffs  als  Distanz- 
latte benutzt,  und  dabei  die  aus  amtlichen  Quellen  geschöpften 
Höhen  des  Grossmastes   verschiedener  Gattungen  französischer 
Kriegsschiffe  zu  Grunde  legt,  mit  denen  in  den  meisten  Fällen 
die  Masthöhen  der  amerikanischen   Schiffe  übereinstimmen  sol- 
len, wofür  er  auch  Tafeln  berechnet  hat.    Da  nun  aber  bei  ver- 
schiedenen Seemächten,  und  sogar  öfter  einer  und  derselben 
Seemacht  die  Höbe  der  Bemastung  von  Kriegsschiffen  ziemlich 
verschieden  ist,  so  müssen  bei  der  obigen  Voraussetzung  Feh- 
ler entstehen,  die,  wie  man  aus  den  betreffenden,  sehr  leicht 
zu  entwickelnden  Formeln  sogleich  übersieht,  unter  Umständen 
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sehr  gross  werden  können*).  In  sinnreicher  Weise  hat  des 
halb  Herr  Schaub  die  Methode  der  Messung  gewissermaßen 
umgekehrt,  indem  er  derselben  eine  auf  dem  eigenen  Schiffe 
mit  beliebiger  Genauigkeit  gemessene  Hohe  als  Basis  zu  Grande 
legt.  Die  zur  Berechnung  der  Entfernung  nach  dieser  Methode 
erforderlichen  Formeln  hat  Herr  Schaub  mit  Rücksicht  auf 
Kimmtiefe  und  Refraction  mit  grosser  Sorgfalt  und  Schärfe 
entwickelt,  und  zur  Erleichterung  der  Rechnung  drei  ziemlich 
ausgedehnte,  sorgfältig  berechnete  Tafeln  beigefügt.  Da  aber 
hiebei  Alles  auf  ein  Instrument  zur  möglichst  genauen  Bestim- 
mung sehr  kleiner  Winkel  ankommt,  so  hat  Herr  Schaub  seine 
Aufmerksamkeit  namentlich  auch  auf  die  Construction  eines  sol- 
chen, hier  beschriebenen  Instruments  in  sehr  verdienstlicher  Webe 
gerichtet,  wobei  die  Objectiv- Mikrometer  von  S.  Plossl  in  Wies 
sehr  zweckmässige  Verwendung  gefunden  haben.  Ausser  dieser 
Methode  sind  noch  andere  Methoden  der  Distanzmessung  angt- 
gegeben  worden,  wo  von  der  einen  gesagt  wird,  dass  Herr  Schiffs 
fähnrich  Engelmann  mittelst  derselben  zu  sehr  befriedigendeD 
Resultaten  gelangt  sei.  Man  wird  hieraus  leicht  die  Wichtigkeit 
dieses  Aufsatzes  erkennen, 'und  muss  derselbe  zu  sorgfältigster 
Beachtung  empfohlen  werden.  —  Professor  Ehrenberg's Pas- 
satstaub. Von  Contr e- A  dmiral  Bernhard  Freiberrovon 
Wüllerstorf,  ist  die  Ueberschrift  des  dritten  Aufsatzes,  welcher 
höchst  interessante  Mitteilungen  über  den  vorzuglich  häufig  n> 
dem  west- afrikanischen  Dunkelnieere  fallenden,  mit  besonderer 
Sorgfalt  von  Ehrenberg  untersuchten  röthlichen  Staub  enthalt. 
In  höchst  verdienstlicher  Weise  fordert  nun  Herr  v.  W uliers- 
torf  seine  jüngeren  Cameraden  in  der  österreichscheo  Marine 
zu  sorgfältigen  Beobachtungen  über  solche  Staubfalle  auf,  und 
bezeichnet  auf  S.  89  und  S.  90  in  bestimmter  Weise  den  dabei 
einzuschlagenden  Weg  und  die  Punkte,  auf  die  es  vorzüglich  an- 
kommt. Auch  dieser  Aufsatz  muss  zu  allgemeinster  Beachtuo; 
nicht  bloss  der  Seeleute,  sondern  namentlich  auch  der  Naturfor- 
scher empfohlen  werden.  —  Die  Genealogie  des  hohen  re- 
gierenden Keinerhauses  Oesterreich  und  der  Personal- 
Stand  der  k.  k.  Kriegsmarine  (October  1862)  ist  auch  diesmal 


*)  Hei  einer  Diutunac  von  1500  Klaftern  und  einer  geschätzten  H<»bf 
von  30  Klaftern  erzeugt  ein  i'ehler  von  1  Klafter  in  der  Höhe  fdi«» 
einen  Fehler  von  50  Klaftern  in  der  Di« tanz.  Die  Formel  znr  Be»ti»- 
muog  de«  Fehlere  ist 

AD  z=z  An  .  — , 
a 

wo  a  die  Höhe.  I)  die  Dislant  tat. 
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mit  dankenswerther  Vollständigkeit  und  Ausführlichkeit  raitge- 
tbeilt  worden.  Endlich  ist  das  im  vorigen  Jahrgänge  mitgetheilte 
so  sehr  verdienstliche  Verzeichnis»  der  Leucbtthürme  im 
mittelländischen,  schwarzen  uud  azowschen  Meere 
dorch  die  bis  Ende  September  1862  eingelaufenen  neueren  Nach- 
richten vervollständigt  worden. 

Wir  wünschen  diesem  interessanten  Almanach,  für  dessen 
Heransgabe  die  ihre  Aufgabe  in  jeder  Weise  so  trefflich  losende 
hydrographische  Anstalt  der  k.  k.  Marine  den  grüssten  Dank  ver- 
dient, im  Interesse  des  gesammten  Seewesens  den  ungestörtesten 
and  ununterbrochensten  Fortgang.  G. 

Nautische  H Gl fs tafeln  nebst  Erläuterungen  Gber 
deren  Berechnung  und  Gebrauch.  Bearbeitet  von 
v.  Freeden,  Rector  der  Grossherzocl.  Oldenburgiscben 
Navigationsschule  und  T.  Köster,  zweitem  Lehrer  der- 
selben. Mit  einer  Erdkarte.  Oldenburg.  Schu Ize'schc 
Bachhandlung.    1862.  8<>. 

Wir  haben  an  diesen  neuen  nautischen  Tafeln  nichts  bemerkt, 
«äs  sie  vor  anderen  Tafeln  besonders  auszeichnete,  und  halten 
daher  auch  eine  ausführliche  Angabe  des  Inhalts  für  überflüssig. 
Die  Anzahl  der  Tafeln  ist  48.  Die  letzte  Tafel  liefert  auf  96  Seil- 
ten ein,  wie  es  scheint,  sehr  vollständiges  und  verdienstliches 
Verzeichniss  der  „Breite,  Länge,  Fluthhübe  und  Miss- 
weisung der  wichtigsten  Küstenpunkte,  Seestädte, 
Leuchtfeuer,  Inseln  und  Untiefen."  Ganz  richtig  bemer- 
ken übrigens  die  Herren  Verfasser  in  der  Vorrede,  dass  die  ziem 
lieh  allgemein  übliche  Verbindung  der  Tafeln  mit  den  Handbüchern 
der  Schifffabrtskunde  oder  Steuermannskunst  für  den  praktischen 
Gebrauch  sehr  unbequem,  und  dass  es  daher  wünschenswert!)  ist, 
eine  solche  für  sich  bestehende  Sammlung  von  Hülfstafeln  zu 
haben,  wie  sie  in  dem  vorliegenden  Buche  geliefert  worden  ist. 
Insofern  ist  diese  Ausgabe-abgesonderter  nautischer  Tafeln  immer- 
hin verdienstlich,  da  auch  die  Verlagsbandlung  rücksichtiieh  des 
Papiers  und  Drucks  für  zweckentsprechende  Ausstattung  Sorge 
getragen  hat. 


Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Wien.  (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CL. 
S.  10). 
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Band  XLIV.  Heft  V.  Deceraber  1861.  Haidinger: 
Da»  Meteor  von  Quenggouk  in  Pegu,  und  die  Ergebnisse  des  Fal- 
les daselbst  am  27.  December  1857.  (Mit  1  Tafel).  S.  637.  - 
Friesach:  Geographische  und  magnetische  Beobachtungen  in  der 
westlichen  Hemisphäre,  angestellt  in  den  Jahren  1859,  1860,  1861. 
S.  643.  —  Fritsch:  Thermische  Constanten  für  die  Blütbe  und 
Fruchtreife  von  889  Pflanzenarten,  abgeleitet  aus  zehnjährigen 
Beobachtungen  im  k.  k.  botanischen  Garten  zu  Wien.  S.  711. — 
Referat  der  von  der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften  zusam- 
mengesetzten Commissioo  bezüglich  des  zu  errichtenden  Hessel- 
Monumentes.  S.  721.  (In  Triest  bildete  sich  am  22.  December 
1857  ein  Comite*  für  Errichtung  eines  Monuments  zu  Ehren  Jos. 
Ressefs,  des  angeblichen  Erfinders  der  Schiffsschraube.  Der 
Genieinderath  in  Triest  beschloss,  dem  Görnitz  zur  Errichtung  des  [ 
Monuments  einen  öffentlichen  Platz  in  Triest  zur  Verfügung  stellen 
zu  wollen,  unter  der  Bedingung,  dass  die  k.  Akademie  der  Wis- 
senschaften in  Wien  vorerst  den  Nachweis  für  Ressefs  Priorität 
in  der  Anwendung  der  Schraube  aul  die  Dampfschiffe  liefere. 
Die  Akademie  ernannte  eine  aus  den  Herren  A.  Ritt.  v.  Burs, 
A.  Ritt.  v.  Ettingshausen,  Karl  v.  Littrow  bestehende 
Commission,  welche  den  vorliegenden,  in  vielen  Beziehungen  sebr 
interessanten  Bericht  erstattete.  Das  Resultat  dieses  Berichte 
ist:  „Die  Commission  glaubt  die  Verdienste  ResseTs  um  die 
Erfindung  und  Einführung  der  Schraube  als  Schiffspropeller  da- 
bin richtig  stellen  zu  können,  dass  ihm  die  Priorität  dieser 
Erfindung  im  eigentlichen  Sinne  des  Worts  eben  so  wenig,  als 
dem  Franzosen  Sau  vage  und  dem  Engländer  Smith,  sowie 
überhaupt,,  so  viel  bekannt  ist,  irgend  einem  einzelnen  Maooe 
allein  zugeschrieben  werden  könne,  dass  aber  Resse  1  durtb 
seine  Bemühungen  und  praktischen  Versuche  zur  Einführung  der 
Schiffs-Schraube  wesentlich  beigetragen  habe  und  seine  Verdienste 
um  diesen  Fortschritt  eine  gleiche  Anerkennung  verdienen  dürften, 
wie  solche  den  mehr  erwähnten  Männern  Sauvage,  Smith  uod 
Ericsson  von  ihren  Mitbürgern  bereits  zu  Theil  wurde."  — 
„Hiernach  sei  auch  die  für  das  Monument  vorgeschlagene  In 
schrift:  „Josepho  Resse!,  Patria  Austriaco  Natione  Bohemo,  Qo> 
Omnium  Prior  Rotam  Cochlidem  Pyroscaphis  Propellcndis  Ad- 
plieuit  Anno  18*27",  durch  eine  der  Wahrheit  mehr  entsprechende 
zu  ersetzen). 

BandXLV.  Heft  l.  Jänner  1862.  WViss,  Edm.:  üeber 
die  Bahn  von  (59)  Elpis.  S.  55.  -  Lippich:  üeber  die  transver- 
salen Schwingungen  belasteter  Stäbe.  S.  91.  —  v.  Lang:  Orien- 
tirung  der  optischen  Elasticitätsaxen  in  den  Krystallen  des  rhom- 
bischen Systems.    III.  Reihe.   S.  103.  —  Weiss,  Edm.:  Berecb 
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noog  der  totalen  Sonnenfinsterniss  am  31.  December  1861.  (Mit 
1  Karte).   S.  124. 

Band  XLV.  Heft  II.  Februar  1862.  v.  Littrow:  Ein 
merkwürdiger  Regenbogen.  S.  153.  —  Wertheim:  Ueber  eine 
am  zusammengesetzten  Mikroskope  angebrachte  Vorrichtung  zum 
Zwecke  der  Messung  in  der  Tiefericbtung  und  eine  hierauf  gegrün- 
dete neae  Methode  der  Krystallbestimung.  S.  157.  —  Knochen- 
hauer: Ueber  den  Gebrauch  des  Luftthermometers.  (Dritte  Ab- 
theilung). S.  229.  —  Unferdinger:  lieber  die  einhüllende  Curve,  * 
welche  eine  constante  Länge  zwischen  zwei  sich  schneidenden  Ge- 
raden beschreibt.  S.  251.  —  v.Burg:  Ueber  die  Wirksamkeit  der 
Sicherheitsventile  bei  Dampfkesseln.  —  (Mit  3  Tafeln).   8.  285. 


Antikritik. 

Soeben  kommt  mir  das  6.  Heft  der  Schlü  milch 'sehen  Zeit- 
schrift zur  Hand,  indem  ineine  D  i  fferen  tial  -  und  Integral- 
rechnung besprochen  ist.  Mit  seinen  bekannten  Kraftausdrücken 
nennt  sie  Herr  Senium ilch  „ein  wüstes  Durcheinander  analy- 
tischer Lehren",  weil  ich  nicht  gleich  die  Differentialrechnung 
zuerst  fertig  gemacht  habe  und  dann  darauf  die  Integralrechnung. 
So  wäre  auch  Poissons  Mechanik  „ein  wüstes  Durcheinander", 
weil  er  zuerst  ein  Stück  Statik,  dann  Dynamik,  dann  wieder  Sta- 
tik u.s.  w.  behandelt!  Unter  dem  Abschnitte:  Taylor'scher  Satz 
finden  sich  doch  wohl  nur  Dinge,  zu  denen  man  die  Reihenent- 
wicklung mittelst  dieses  Satzes  braucht  und  das  —  mit  Erlauhniss 
des  Herrn  S.  —  war  die  Absicht  des  Verfassers.  Es  fehlt  nur 
noch,  dass  er  mir  vorwirft,  ich  kenne  die  Formeln  zur  Bestim- 
mung der  Tangenten  u.  s.  w.  nicht,  weil  sie  im  Buche  „reinweg 
vergessen"  sind.  Herr  S.  scheint  nicht  bemerkt  zu  haben,  dass, 
wie  in  der  ersten,  so  auch  in  der  zweiten  Auflage  die  Anwen- 
dungen auf  analytische  Geometrie  gar  nicht  gegeben  werden  soll- 
ten. (Erinnert  sich  Herr  S.  dabei  seiner  eigenen  Aussprüche, 
deren  Unrichtigkeit  ich  ihm  seiner  Zeit  nachgewiesen?). 

Der  „Anhang"  ist  bei  mir  überschrieben':  Uehungen  und 
Zusätze;  als  solche  dürfte  er  so  ganz  verfehlt  nicht  sein,  trotz 
der  Meinung  des  Herrn  S.,  dem  ich  überlassen  muss,  in  seinem 
Werke  den  „Jüngern  der  Wissenschaft"  ein  besseres  Licht  dar- 
zubieten. 

„Deutlich"»  meint  der  wohlwollende  und  einsichtsvolle  Re- 
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zensent,  sei  ich  allerdings»  nur  begehe  ich  die  Sunde,  Zylinder 
and  nicht  auch  Differenzial  zu  schreiben!  Die  grosse  Unbequem- 
lichkeit meines  Buches  hat  S.  durch  meine  eigene  Sorgfalt  entdeckt, 
denn  er  schreibt  mir  ganz  einfach  meine  Hinweisung  auf  die  Stel- 
len, in  denen  seine  geliebte  Theorie  der  Konvergenz  vorkommt, 
ab :  Ein  „deutlich"  geschriebenes  Buch,  in  dem  nicht  Alles  hübsch 
bei  einander  steht,  wie  es  Herr  S.  gewohnt  ist,  zu  sehen,  ist 
desshalh  nutzlos! 

Was  den  Vorwurf  der  Unrichtigkeit  meiner  Darstellung  der 
Restuntersuchung  des  Taylor'schen  Satzes  betrifft,  so  hat  S.  da* 
eben  nicht  verstanden.    Ich  habe  nicht  zu  beweisen,  dass  die 

Reihe,  deren  allgemeines  Glied  j  ^qpjv/^+K^  +  W)  »st,  kon 

vergent  ist,  sondern  dass  j  7^ j;f9+x(x+  Bh)  zu  Null  wird 

mit  unendlichem  n\  Da  darf  man  »icher  ö  wie  unveränderlich 
behandeln,  da  es  höchstens  auf  dessen  Grenzwerth  ankommt. 
Wenn  ich  mich  au  ein  schlechtes  Beispie!  hätte  halten  wollen, 
wie  mir  Herr  S.  freundschaftlichst  räth,  so  hätte  ich  seine  eigene 
Darstellung  gewählt! 

Der  dritte  Band  kommt  glimpflicher  weg.  Rührt  dies  er*rc 
daher,  dass  sein  eignes  Werk  in  diesem  Punkte  keineswegs  „deut- 
lich" ist,  und  ich  seiner  Zeit  in  den  „Heidelberger  Jahr- 
buchern" darüber  sagen  musste,  dass  es  scheine,  der  Verfasser 
sei  sich  selber  nicht  klar  über  die  Behandlung  der  partiellen 
Differentialgleichungen  ? 

Herr  S.  hat  bekanntlich  eine  grosse  Fertigkeit  im  Absprechen; 
dass  er  Anlage  zur  Kunst  habe,  will  ich  ihm  gerne  glauben,  ja 
ich  glaube  ihm  sogar,  dass  sein  eigenes  Werk  über  Differential- 
rechnung (natürlich  meine  ich  das  bei  Vieweg  erschienene  und 
nicht  das  bei  Otte  angefangene)  besser  sei,  als  das  meine,  and 
rouss  nur  die  Säumigkeit  der  Käufer  bedauern,  die  trotz  des  „Aus- 
verkaufs" zu  herabgesetztem  Preise  die  erste  Auflage  von  1853 
bis  18C2  als  das  einzig  vollendete  WTerk  S.  dastehen  Messen. 
Und  so,  mein  Herr  Rezensent,  wollen  wir  die  Oeffentlichkeit  wie- 
der entscheiden  lassen,  und  wenn  mir  ihre,  meines  Wissens  Doch 
nicht  fertige  zweite  Auflage  zu  Gesicht  kommt,  wird  es  mich 
freuen,  wenn  ich  aus  ihr  Belehrung  schöpfen  kann,  die  ich  selbst 
von  Ihnen,  trotz  Ihrer  Rezension,  gerne  annehmen  werde. 

Karlsruhe,  5.  Dezember  1862.  Dr.  J.  Dienger. 
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eber  eine  Anwendung  der  imaginären  Grössen  in 

der  Mechanik. 


Von 

Herrn  Dr.  H.  Durcge, 

Professor  um  eidgenosmchen  Polytechnikum  in  Zürich. 


Der  geometrischen  Interpretation  der  imaginären  Grossen  ist 
«aontlicb  eine  mechanische  Deutung,  wenigstens  in  einem  Spe- 
llen Falle,  vorhergegangen*  Fresnel  war  es,  der  schon  im 
bre  1823  die  Gesetze  der  totalen  Reflexion  dadurch  entdeckte, 
%  er  die  bei  derselben  auftretende  complexe  Schwingungs- 
iplitode  in  einer  solchen  Weise  interpretirte,  dass  dadurch  eine 
Übereinstimmung  mit  den  Beobachtungen  erzielt  wurde.  Diese 
Khanische  Anwendung  der  imaginären  Grössen  steht  aber  ver- 
übelt da,  und  es  liegt  nahe,  sich  die  Frage  zu  stellen,  ob  Fr es - 
l's  Erklärungsweise  als  eine  Folge  der  jetzt  allgemein  angenom- 
men geometrischen  Deutung  zu  betrachten  ist,  oder  ob  dieselbe 
i  eine  davon  verschiedene  angesehen  werden  muss.  Es  soll 
o  im  Folgenden  untersucht  werden,  welche  Folgerungen  sich 

•  der  Bestimmung  der  Lage  eines  Punktes  mittelst  complexer 
'«sseo  för  die  Bewegung  eines  Punktes  ziehen  lassen;  dann 
rd  sich  aber  ergeben,  dass  einer  complexen  Schwingungsampli- 
de eine  ganz  andere  Bedeutung  beizulegen  ist,  als  die  von 
resnel  angenommene,  und  dass  daher  die  Erklärungsweise 

*  letzteren  als  eine  von  jener  Deutung  verschiedene  betrachtet 
*fden  muss. 


Die  Principieo  der  Anwendung  der  imaginären  Grossen  auf  die 
Thril  XL.  1 


2  •  Uurege:  Veber  eine  Anwendung 

Mechanik  sind  zwar  schon  in  der  Abhandlung  von  Siebecl 
„Ueber  die  graphische  Darstellung  imaginärer  Föne 
tionen"  (Crelle's  Journ.  Bd. 55.)  angedeutet  worden,  es  wir 
aber  vielleicht  nicht  überflüssig  sein»  sie  hier  noch  einmal  in  tx 
stimmter  Weise  hervorzuheben. 

Die  Bewegung  eines  Punktes  in  der  Ebene  ist  vollstand 
bestimmt,  sobald  die  rechtwinkligen  Coordinaten  desselben  a 
Functionen  der  Zeit  ausgedrückt  sind;  bezeichnen  aber  x  und 
diese  Coordinaten,  so  wird  durch  den  complexen  Ausdruck 

*  =  *  +  iy 

die  Lage  des  Punktes  angegeben,  welche  zweien  zusammen; 
hörigen,  zu  derselben  Zeit  stattfindenden  Werthen  von  x  und 
entspricht.  Sind  daher  die  letzteren  Functionen  der  Zeit,eo  ka 
für  jeden  Augenblick  der  Werth  von  z,  also  auch  die  Lage  < 
Punktes  angegeben  werden.  Wenn  daher  :  als  com pl exe  Funct 
der  Zeit  ausgedrückt  ist,  so  wird  dadurch  die  Bewegung  in 
Ebene  vollständig  dargestellt.  Die  Zeit  ist  eine  veränderlii 
Grösse,  welche  ihrer  Natur  nach  nur  reelle  Werthe  annehn 
kann,  da  sich  mit  einem  imaginären  Zeitmomente  wohl  kaum  < 
klare  Vorstellung  verbinden  lässt.  Bezeichnet  man  nun  die  3 
mit  t,  und  mit  a,  6,  t:  u.  s.  w.  reelle  oder  complexe  Constani 
so  läset  sich  jeder  Ausdruck  von  der  Form 

(1)  *  =  /U,  0,6,  c,....) 

minier  auf  die  Form 

z=:x  +  iy 

bringen,  in  welcher  x  und  y  reelle  Functionen  von  t  beden 
So  lange  nun  die  Constanten  a,  6,  c,  u.  s.  w.  reelle  Werthe 
ben,  wird  immer  y  =  0,  und  die  Gleichung  (1)  stellt  dann  ein 
der  a:-Axe  vor  sich  gehende  geradlinige  Bewegung  dar.  Gel 
tet  man  aber  den  Constanten,  complexe  Werthe  anzunehmen 
kann  durch  die  Gleichung  (1),  also  durch  eine  complexe  Fn 
tion  einer  reellen  Veränderlichen,  jede  beliebige  B< 
gung  in  der  Ebene  dargestellt  werden. 

Das  Differential  dz  stellt  eine  unendlich  kleine,  auch 
Richtung  nach  bestimmte  Aenderung  des  Ortes  des  bewegiü 

Punktes  dar.    Durch  den  Differentialquotienten        als  dem  Gr 

werthe  des  Verhältnisses  zwischen  einer  Zeitänderung  und 
ihr  entsprechenden  Ortsveränderung,  wird  daher  die  Gescl» 
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ipkeh  io  jedem  Augenblicke,  und  zwar  nach  Grösse  und  Rieb» 
10g  zugleich  angegeben.    Da  auch 

dx  dx  .dy 
dt"di^ldt 

t,  so  folgt  zugleich,  dass  die  Geschwindigkeit  io  jedem  Punkte 
pr  Bahn  die  Richtung  der  Tangente  besitzt.  Die  Gesch  windig- 
sit,  welche  mit  t?  bezeichnet  werden  möge,  ist  im  Allgemeinen 
ich  eine  Function  von  t.  Bildet  man  wieder  den  Differential- 
dv 

lotienten         so  ist  dieser  der  Grenzwerth  des  Verhältnisses 

tischen  einer  Zeitänderung  und  der  ihr  entsprechenden  Aende- 
ng  der  Geschwindigkeit,  und  giebt  folglich  die  in  jedem  Augen- 
icke  stattfindende  Beschleunigung  ebenfalls  nach  Grösse  und 
iebtong  zugleich  an.  Nimmt  man,  wie  in  der  Folge  immer  ge- 
sehen soll,  die  Masse  des  beweglichen  Punktes  gleich  Eins 

de  d?"z 

i,  so  wird  durch  -j-  oder  ^  auch  die  in  jedem  Augenblicke 
irksame  Kraft  nach  Grösse  und  Richtung  dargestellt. 

Bei  der  Anwendung  dieser  Grundsätze  hat  man  den  Vortheil, 
188  man  in  allen  Fällen,  in  welcheu  die  Kraft  als  eine  Function 
io  t  oder  2  dargestellt  werden  kann,  es  nur  mit  einer  einzigen 
ifferentialgleichung  zu  thun  hat,  während  sonst  eine  Bewegung 
dar  Ebene  erst  durch  zwei  Differentialgleichungen  bestimmt  ist. 

Eioige  Beispiele  mögen  das  Gesagte  erläutern: 

Es  wirke  gar  keine  Kraft  auf  den  beweglichen  Punkt, 
aur»  ist  die  Differentialgleichung  der  Bewegung: 

I  rf**-ü' 

kd  man  erhält  folglich  durch  Integration: 

~  =  6,    z=«  +  M;  / 

orin  a  und  b  zwei  im  Allgemeinen  als  complex  anzusehende 
illkürliche  Constanten  bezeichnen.  Ihre  Bedeutung  ergiebt  sich 
ieht;  oäjnltch  a  giebt  den  Ort  des  Punktes  zur  Zeit  t  =  0,  und 
die  constante  Geschwindigkeit  nach  Grösse  und  Richtung  an. 
ie  Bewegung  Ist  daher  gleichförmig  und  geradlinig;  sind  näm- 
:b  A  und  B  (Taf.  1.  Fig.  I.)  die  durch  die  comple*en  Werthe 
»n  a  and  ö  gegebenen  Punkte,  und  O  der  Nullpunkt,  so  bewegt 
cb  der  Punkt  in  einer  durch  A  gebenden,  mit  OB  parallelen 


■ 


Digitized  by  Google 


4  Durige:  (Jeder  eine 

Geraden  so,  dass  in  jeder  Zeiteinheit  eine  Strecke  gleich  OB 
durchlaufen  wird. 

Es  wirke  eine  nach  Richtung  und  Grosse  constaote 
Kraft.    Bezeichnet  die  complexe  Grosse  c  diese  Kraft,  so  hat 


und  folglich 


rf*2 
dt* 


dz 

,7f  =  6+  Ct,     Z=<I-f  0<+Jc**; 


wenn  a  und  6  wiederum  zwei  willkürliche  complexe  Constaoiw 
bezeichnen,  deren  Bedeutung  sich  leicht  dahin  ergiebt,  dass  « 
den  Ort  des  Ausgangspunktes  und  b  die  Anfangsgeschwindigkeit 
nach  Grosse  und  Richtung  bedeutet.  Durch  die  letzte  GleichuB§ 
wird,  wie  auf  verschiedene  Weise  gezeigt  werden  kann,  dq 
Wurf-Parabel  dargestellt.  Man  kann  auch  durch  eine  Co« 
dinatenverwandlung  das  Resultat  sogleich  in  seiner  einlach*^ 
Gestalt  erhalten.  Zunächst  verlegen  wir  den  Nullpunkt  io  <k 
Punkt  A  (Taf.  I.  Fig.  2-),  indem  wir  z  für  z  —  a  schreiben: 
durch  geht  die  Gleichung  über  in 

z  =  bt  +  ic<*. 

Alsdann  drehe  man  die  a:-Axe  so,  dass  sie  mit  der  Richtung 
Kraft  c  zusammenfällt;  setzt  man 

wo  g  und  C  reell  sind,  so  geschieht  dies  durch  Multiplicat 
mit  e~iC,  wodurch  man 

oder,  wenn  man 

xe-'C=z',   be-M  =  6' 

setzt. 

z'  =  6'r:  +  to<» 

erhält;  und  dann  haben  z'  und  b'  die  nämliche  Bedeutung  ia  Ii 
ziehung  auf  die  neue  x-Axe,  wie  z  und  b  auf  die  alte, 
kann  man  den  Anfang  der  Zeit  so  verlegen,  dass  die  Anfangs] 
schwindigkeit  senkrecht  auf  der  neuen  ar-Axe  steht,  also  p 
imaginär  wird.    Setzt  man 

b'=ß  +  iß', 
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hat  man 

di' 

i  erreicht  daher  das  Gewünschte,  wenn  man  die  von  einem 
leren  Anfang  gezählte  Zeit  ('  so  einfuhrt,  dass 

;  dadurch  wird 
1  dann 

Ut  man  nun  endlich  noch 
kommt 

d  der  Nullpunkt  ist  dann  so  verlegt,  dass  für  J'=0  auch  2*=t0 
.  Demnach  ist  nun 

x  =  igt'*f  y  =  ß'tt 

d  folglich 

e  Bahn  des  beweglichen  Punktes  ist  also  eine  Parabel,  deren 
te  der  Kraft  parallel  läuft,  und  die  ihren  Scheitel  <S  (Taf.  I. 
g.2.)  im  neuen  Nullpunkte  hat.  Die  Lage  des  letzteren  in  Re- 
ihung auf  den  Punkt  A  und  die  mit  der  Krafricbtung  zusam- 
Mifallende  x-Axe  ist  durch  die  coroplexe  Grösse 

;geben;  er  liegt  daher  stets  auf  der  Geraden  All,  wenn  H  den 
albiruogspunkt  der  von  B  auf  die  y-Axe  gefällten  Senkrechten 

fteicbnet,  und  so,  dass  immer  AS  —  — ^.AH  ist.  Um  für  ver- 
miedene Zeiten  die  entsprechenden  Punkte  der  Bahn  leicht  con- 
tniWen  zu  können,  schreibe  man  die  ursprüngliche  Gleichung: 
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t  =  t(b'  +  igt) ; 

zieht  mao  dann  aus  B  eine  Parallele  mit  der  .Kraft  AC  and 

BBl-=  /?!  /?2  ~  B^ß^  = ....  ~  i^4C, 

so  sind  B,  Bx,  ß%,  u.  s.  w.  die  Punkte,  durch  welche  6'  +  \$i 
färt  =  0,  1,  2,  u.  s.  w.  dargestellt  wird.  Zieht  man  ferner  die 
Geraden  ABi9  AB2,  AB3,  u.  s.  w.  und  macht  auf  denselben 

Az^=2.AB%,   Az±  =  3.AB2,    AzA  =4.AB4,  u.  s.  w.t 

t 

so  sind  ^4,  Bx,  i&  z8,  z4,  u.  s.  w.  die  Orte  des  beweglichen  Punk 
tes  für  x  =  0,  1,  2,  3,  4,  u.  s.  w. 

Es  wirke  auf  einen   beweglichen  Punkt  eine  Kraft,| 
welche  zwar  der  Grosse  nach  constant  sei,  aber  it>rtj 
Richtung  dergestalt  ändere,  dass  sie  sich  mit  constaiH 
ter  Geschwindigkeit  drehe.    Um  etwas  Bestimmte«  zu  b* 
ben,  sei  angenommen,  dass  die  Kraft  im  Anfange  der  Bewegung 
senkrecht  auf  der  x-Axe  stehe  und  sich  mit  der  constanten  Wi 
kelgeschtvindigkeit  w  in  negativem  Sinne  herumdrehe.  Alsd» 
ist,  wenn  ihre  absolute  Grösse  mit  p  bezeichnet  wird,  ihr  Air? 
druck: 

tp(cos«r<  —  tsintoO;  < 

ferner  sei  angenommen,  dass  der  Punkt  seine  Bewegung  aus  dea 
Nullpunkte  und  zwar  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  beginne.  Blas 
hat  nun 

-jp  ~  i>(cos  ißt  —  t  sin  tot) , 

•i 


und  erhält  demnach 

•  » 
t  —  cos«?<-f  isintüf)  ; 


wenn  man   der  obigen  Annahme  gemäss  die  willkürlichen  (W 

ds 

stanten  so  bestimmt,  dass  für  <=0  sowohl  z  als  auch  3--  reT" 
schwindet.    Hiernach  wird 

P  P 

X  =     «,  (wt  —  Sill  Wl)  ,     y  =-  ^(l  —  COS  M><)  . 

w 

Die  Bahn  des  beweglichen  Punktes  ist  also  in  diesem  Falle 
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vcloide;  der  Radius  r  des  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  to 
ollenden  Kreises  =  ~^J  die  Äraft  p  =  rtca  ist  daher  nichts  ao- 

eres,  als  die  durch  das  Rollen  des  Kreises  im  erzeugenden 
»uufcte  erregte  Centrlfugalkraft. 

Wir  können  nun,  um  zur  Deutung  einer  complexen  Schwin- 
uogs-Amplitude  zu  gelangen,  in  gleicher  Weise  auch  die  Schwin- 
nogsgleichung  behandeln.  Wird  ein  beweglicher  Punkt  von  dem 
«ten  Nullpunkte  der  Entfernung  proportional  angezogen,  und 
ezeichnet  man  die  im  Punkte  Eins  stattfindende  Kraft  mit  —  k* 

0  also  k  reell  angenommen  wird,  so  hat  man 

ab  vollständige  Integral  dieser  Gleichung  ist : 

(2)  x=  AcoBkt  +  ß  sinkt 

it  deo  willkürlichen  Constanten  A  und  B.    Diese  Gleichung  stellt 

1  Allgemeinen  eine  Ellipse  dar.  Setzt  man  nämlich,  um  dies 
I »eben : 

A  =  Q8ing,  Z?=pcos0; 

>  erhält  man : 

(3)  z  =  psin(0-M<)> 

id  kano  dann  zunächst,  indem  man  die  a>Axe  in  die  Richtung 
o  dreht,  die  Grosse  p  reell  machen..   Ist  ferner: 


0  =  y  +  ¥> 

.0 

|  *=psio[Ä(|  +  <)  +  */], 

i  verlege  man  den  Anfang  der  Zeit,  indem  man 

! 

nführt;  dann  ist 

|  2  =  08in(*t/  +  iy') 

•  •  / 

811)  IV 

ss  p cos ty'  sin  Ai'  -f  tp  — i —  cos ; 

id  da  nun 
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cosiy'  =  ^       '    ~7~  =  2~ 

beide  reell  sind,  so  folgt: 

x  =  pcost/sin£t',   y=  p^r-  cos  kt 

und 

*'    ,     y'    =  1; 

( p  co«  iy' )*  "**  ,  sin  iy' 

sin  iy' 

also  eine  Ellipse  mit  des  Halbaxen  q  cosiy1  undfp — % 

denen  die  erstere  mit  der  Richtung  von  o  zusammenfällt.  L 
bewegliche  Punkt  befindet  sich  in  den  Scheiteln  dieser  Halbax 

zu  den  Zeiten  i!  =      un<*  =s^»  uo<*  ^a  a'8aann  die  Geschwind 

keiten  die  Werthe  —  iqlc^j-  und  p£cos  iy'  annehmen,  so  sU 

man,  dass  in  diesen  Punkten  die  Geschwindigkeit  senkrecht  ; 
der  Halbaxe  steht  und  der  anderen  Halbaxe  proportional  ist 

Die  elliptische  Bewegung  geht  in  eine  kreisförmige  über,  ne 


cos  iy  =  +  — t— 


ist;  nun  war  aber 


A  =  p(sin  y  cos  iy'  -f 1  cos  y  — ^ — )  » 

#  =  p(cos  y  cos  iy'  —  t  sin  y  -5^)  j 

man  erhält  also  für  den  Fall  kreisförmiger  Schwingungen: 

A  =  p(sin  y  £  icos  y)  cos  i/ , 
#  =  p(cos  y  + i  sin  y)cos  iy' ; 

das  heisst 

Die  Gleichung  (2)  verwandelt  sich  alsdann  in: 

2  =  A(cos  kl  ^  isin  kt) , 

und  stellt  wirklich  einen  Kreis  dar,  weil  A  durch  eine  blo» 
Drehung  der  a:-Axe  reell  gemacht  werden  kann.  Nimmt  mw> 
complex  =  r+ir',  #  aber  als  reell  an,  so  hat  man  nach  (3): 
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r  =  (r  +  tV)8in(0  +  *O. 
x  =  r*\t\(g  +  kt),   y  =  r'  sin  (g  -f  ki) ; 


ind  daher 


lie  Schwingungen  sind  also  dann  geradlinig  und  geben  in  der 
liebhing  von  q  vor  sieb. 

Hiernach  kann  man  nun  übersehen,  was  eine  Schwingung* 
leichung  bedeutet,  wenn  in  ihr  entweder  die  Phase  oder  die 
iDplitude  imaginär  wird.  So  lange  nämlich  die  Phase  reell  ist, 
at  man  stets  geradlinige  Schwingungen;  das  Imaginär  werden  der 
implitode  bedeutet  nur,  dass  die  Schwingungsrichtung  nicht  mehr 
tit  der  x-Axe  zusammenfällt,  während  bei  elliptischen  Schwin- 
ongen  die  Phase  imaginär  sein  muss.  Dies  stimmt  nun  mit 
resnel's  Interpretation  nicht  überein,  da  bei  ihm  das  Imagi- 
Imerden  der  Amplitude  eine  Veränderung  der  Phase  bedingt. 

Was  die  Zusammensetzung  mehrerer  Schwingungen  anbelangt, 
>  findet  man  aus  unseren  Betrachtungen  leicht  die  bekannten 
«setze  wieder.  Haben  zwei  geradlinige  Schwingungen  dieselbe 
base,  so  setzen  sie  sich  wieder  zu  geradlinigen,  in  der  Richtung 
jr  Diagonale  vor  sich  gehenden  Schwingungen  zusammen.  Ge- 
dlinige  Schwingungen  von  verschiedenen  Phasen  aber  geben 
Optische  Schwingungen,  weil,  wenn  die  Gleichung  auf  die  Form 
)  gebracht  wird,  alsdann  die  Phase  imaginär  wird. 

Wir  schliessen  hieran  noch  die  Betrachtung  des  Falles,  dass 
e  Grosse  k  imaginär  ist.  Sei 

J  k  =  <?+  tV  =p(coso> -Hsino)); 

uro  ist  die  Kraft  nicht  mehr  nach  dem  festen  Nullpunkte  ge- 
ltet, sondern  bildet,  wie  man  leicht  sieht,  mit  dem  Radius- 
ector  des  beweglichen  Punktes  den  Winkel  2<jp.  Man  hat  hier, 
ie  vorhin,  die  Gleichung 

- 

i  =  Acotikt  +  B  sinkt, 

e  auf  die  Form 

z  =  fsin  + 

bracht,  und  worin  q  durch  Drehung  der  x-Axe  reell  gemacht 
erden  kann.    Fährt  man  dann 

g  =  y  +  iy'    und    k  =  c  +  ic' 
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ein,  so  erhält  man 

(*+«)+ *(!?+<)]. 

Hier  werde  nun  wieder  der  Anfang  der  Zeit  verlegt,  indem 

gesetzt  wird;  fährt  man  ausserdem  zur  Abkürzung 

ein,  so  kommt: 

(4)  2  =  p  sin  [ctf  +  t)  +  tc'i']. 

Demnach  ergiebt  sich : 

x  =  osin  c(<J  +  f)  cos  ic'*' ,   y  =  pcosc(d  +  Ü)  . 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Bewegung  jetzt  nicht  mehr  in 
einer  geschlossenen  Curve  vor  sich  geht,  sondern  dass  die  Bah»  j 
sich  spiralartig  um  den  Nullpunkt  herumwindet.    Taf.  I.  Figi 
giebt  ein  »Stück  dieser  Bahn  an,  welche  den  Annahmen  p  =  l> 
9  =  10°,  p  =  l,  cö  =  \n  entspricht. 

Da  die  Gleichung  (4)  sich  auch  in  der  Form 

z  =  qs\d(cö  +  kf) 

schreiben  lässt,  und  dann,  auf  die  Form  z=.  A  cos  Jet  +  B  B'wkf 
gebracht,  den  Grossen  A  und  B  reelle  Werthe  zuertheilt,  so  seht 
hervor,  dass  man  in  dem  Falle  eines  imaginären  k  durch  eine 
Drehung  der  x-Axe  und  eine  Verlegung  des  Zeit- Anfangs  die 
Grossen  A  und  B  immer  reell  machen  kann.  Da  dann  ferner  i 
den  Anfangsort  und  kB  die  Anfangsgeschwindigkeit  bedeutet,  w 
ist  damit  der  Zeitanfang  und  der  ihm  entsprechende  Anfangs*! 
so  gewählt,  dass  die  Anfangsgeschwindigkeit  den  Winkel  zwisebe« 
dem  Radius- Vector  des  Anfangsortes  und  der  Kraftrichtung  halbirl 
In  Taf.  I.  Fig.  3.  ist  durch  AK  die  Kraft  und  durch  AG  die  Ge 
schwindigkeit  angedeutet,  welche  in  dem  Punkte  A,  welcher  der 
Zeit  t?  =  0  entspricht,  stattfinden. 

Die  hier  besprochene  Art,,  die  Bahn  eines  beweglichen  Punk- 
tes durch  eine  complexe  Function  der  Zeit  auszudrucken,  Ii**1 
auch  eine  einfache  Anwendung  auf  die  relative  Bewegung  i« 
der  Ebene  zu.   Werden  nämlich  durch  die  Gleichungen 


- 
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*i=/i«),  **  =  /k(0 

e  Bewegungen  zweier  Punkte  ausgedruckt,  so  braucht  man  zur 
eetimroung  der  relativen  Bewegung  des  einen  Punktes  gegen 
ra  anderen  nur  in  jedem  Augenblicke  die  Lage  des  einen  gegen 
en  anderen,  diesen  als  fest  gedacht,  zu  kennen.  Die  Lage  des 
unktes  r2  gegen  den  Punkt  zx  wird  aber  durch  die  Differenz  z%—%\ 
[»gedrückt;  setzt  man  daher  diese  =2,  so  wird  durch  die  Glei- 
bung 

*=/i(t)-/i(*) 

ie  scheinbare  Bahn  ausgedruckt,  in  welcher  die  Bahn  des  Punk- 
ts :2  dem  ruhend  gedachten  Punkte  zx  erscheint.  Hat  man 
.  B.  zwei  in  concentrischen  Kreisen  von  den  Radien  r|  und  r2 
itt  verschiedenen  aber  constanten  Winkelgeschwindigkeiten  u>i 
od  tc,  sich  bewegende  Punkte,  und  nimmt  man  etwa  an ,  dass 
u  Anfang  der  Bewegung  beide  sich  auf  der  £*-Axe  befinden, 
0  werden  ihre  Bahnen  durch  die  Gleichungen 

zj  =s  n  (cos  Wi  i  +  t  sin  u>i  t)t    z2  zzz  r2(cos  w2t  -f  t  sin  xo+t) 

egeben.  Die  scheinbare  Bahn  des  zweiten  Punktes  gegen  den 
rsten  ist  daher: 

z  =  (rficos  ir2<  —    cos  xox  t)  -f  i(r2  cos  xo^t—  rt  sin  to,  t) , 

md  aus  dieser  Gleichung  können  alle  Eigentümlichkeiten  dieser 
Bewegung  mit  Leichtigkeit  abgeleitet  werden. 


1 
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II. 

Zur  Polyedrometrie, 

(Ein  Nachtrag  zu  einem  früheren  Aufsätze,  Theil  XXXVIII.  Nr.  XXIX.) 

Von 

Herrn  Joh.  Karl  Becker 

in  Zürich. 


Kurz  oach  der  Veröffentlichung  meines  Aufsatzes  über  Po- 
lyeder (Theil  XXXVIU.  Nummer  XXIX.)  kam  mir  der  eben  e* 
schienene  zweite  Band  von  Dr.  Richard  Baltzer's  „Ele» 
menten  der  Mathematik"  zu  Gesichte,  ein  Buch,  das  sch<* 
seiner  gründlichen  Quellenangabe  wegen  Jedem  empfohlen  a 
werden  verdient,  der  tiefer  in  die  mathematischen  WisseoscW 
ten  eindringen  will.  Die  ausführliche  Behandlung  der  Polye- 
der in  diesem  Werke  veranlasste  mich,  dieses  Kapitel  ebenfalls 
noch  einmal  vorzunehmen.  So  ist  der  vorliegende  Nachtrag  ent* 
standen.  Auch  zu  einer  Berichtigung  sehe  ich  mich  durch  da* 
genannte  Werk  veranlasst.  Der  Satz,  dass  Tetraeder,  Hexaeder 
Octaeder,  Dodecaeder  und  Ikosaeder  die  einzigen  Polyeder  mit 
gleichvieleckigeu  Flächen  und  gleichvielseitigen  Ecken  seieo,  ist 
nicht  von  Steiner,  sondern  v*on  Gergonne  aufgestellt  und  in 
Zusammenhang  mit  einer  Reibe  anderer  Sätze  dualistisch  enK 
wickelt  worden.  Die  betreffende  Abhandlung  findet  sich  im  XV. 
Bande  von  Gergonne's  Annalen  und  ist  auch  von  Steiner  i« 
ersten  Bande  des  Crelle'schen  Journals  S.  366  neben  anderen 
Arbeiten  über  die  Konsequenzen  des  Euler'schen  Satzes  er 
wähnt  worden. 
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1. 

Hat  ein  einfach  durchbrochenes  Polyeder  f  Gränz- 
fläcben,  nämlich  fa  Dreiecke,  Vierecke  u.  s.  w.,  e  Ecken,  näm- 
lich e,  dreiseitige,  e4  vierseitige  a.  s.  w.  und  k  Kanten,  so  ist: 

|  e  +  f=lt, 

L  j2*  =  3/s+4/;  +  5/i-f...., 

v  2£  =  3^  +  4*4  +  5cft  +  .... 

Hieraus  folgt  leicht: 

2/"=  e5  +  2*4  +  3*6  +  

26  =  /i+2/4  +  3/i  +  .... 

Sind  alle  Ecken  o-seitig,  also  e  =  ca,  so  ist  ihre  Anzahl  — 
denn  die  erste  der  Gleichungen  II.  heisst  dann: 

2/*=  (a  -  2)s. 

Sind  alle  Flächen  6-eckig,  also  f=fb,  so  hat  man  aus  der  zweiten 
4er  obigen  Gleichungen: 

/-6-2e# 

Sollen  zugleich  alle  Ecken  a-seitig  und  alle  Flächen  6-eckig  sein, 
«0  ergibt  sich  aus 


Ii. 


he  Gleichung : 

•ider : 


f  2 


(«-2)(6-2)  =  4, 


o*  =  2(o  +  6), 

K'Draw  sich  leicht  dieselben  Resultate  Godeo  lassen,  welche  ich 
in  meiner  vorigen  Abhandlung  initgetbeilt  habe. 

Km  den  Gleichungen  II.  entsteht  durch  Addition: 

III.         e,  +  f,  =  «.  +  fh  +      +  /i)  +  3(er       + .  . . 

I 

Hieraus  folgt: 
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Ein  einfach  durchbrochenes  Polyeder  ohne  drei- 
seitige Flächen  und  dreiseitige  Ecken  hat  not 
vierseitige  Flächen  und  vierseitige  Ecken. 

Ist  e  =  e«,  sind  also  alle  Ecken  a-seitig,  so  folgt  aus  IL,  weil 
2 

dann  e  ss  ä  •  /  lst : 

a  —  2  9 

IV.  V=(a-2)(A  +  2A  +  3/i  +  ....). 

Da  mitbin  ö  — 2^4,  also  a^6  sein  muss,  so  bat  man  denSati: 

Es  ist  kein  einfach  durchbrochenes  Polyeder  mSg 
lieh,  dessen  säromtliche  Ecken  gleichvielseitig  und 
mehr  als  seebsseitg  wären. 

Hätte  ein  einfach  durchbrochenes  Polyeder  ausser  a-setogei 
»  Ecken  auch  noch  solche  mit  mehr  als  a  Seiten,  so  wäre  offer- 

2/ 

bar  *<^~2'  a,8°  au 
oder: 

if>  (ö  _2)(/i  +  2/i  +3/;  + .  . .). 

Man  hat  mithin  allgemeiner: 

Es  ist  kein  einfach  durchbrochenes.Polyedef 
möglich  mit  nur  solchen  Ecken,  die  entweder 
alle  mehr  als  sechs  Seiten,  oder  theils  sechs, 
theils  mehr  als  sechs  Seiten  haben. 

Aus  IV.  folgt  ferner: 

Sind  alle  Ecken  sechsseitig,  so  sind  alle  KU 
eben  dreiseitig. 

Sind  alle  Ecken  fünfseitig,  so  ist  die  Anzahl  der  dreiseitig*" 
U  ranzflächen  mindestens  das  Doppelte  der  übrigen,  nämlich: 

/i=2A  +  5^48/i  +  ..-. 

Sind  alle  Ecken  vierseitig,  so  sind  entweder  alle  Flächen 
Vierecke,  oder  die  Zahl  der  Flachen  mit  mehr  als  vier  Seiten  W 
höchstens  gleich  der  mit  weniger  als  vier  Seiten,  nämlich: 

Sind  alle  Ecken  dreiseitig,  so  sind  entweder  alle  Fläche 
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echsseitig,  oder  es  finden  eich  sowohl  Flächen  mit  mehr,  als 
«lebe  mit  weniger  als  sechs  Seiten,  nämlich: 

Sind  alle  Flächen  6-Ecke,  also  /=/&,  so  erhält  man  aus  II. 
lie  Gleichung: 

V.  4e  =z  (6  — 2)(*a  +  2e4+3e»  -|- . . . .) , 

od  wenn  alle  Flächen  6>  oder  mehr  als  6  Seiten  haben,  so 
tat  man: 

\e >(b  —  2)(e3  +  2e4  +  3eft  +  .  . .) 
)araus  folgt  aber: 

Es  ist  kein  einfach  durchbrochenes.  Polyeder 
möglich,  dessen  sämmtliche  Flächen  mehr  als 
sechsseitig,  odertheils  sechsseitig,  theilsmehr 
als  sechsseitig  wären. 

■ 

Aus  V.  folgt  ferner: 

Sind  alle  Flächen  Sechsecke,  so  sind  alle  Ecken 
dreiseitig. 

Sind  alle  Flächen  Fünfecke,  so  ist  die  Anzahl  der  dreiseiti- 
gen Ecken  mindestens  das  Doppelte  der  übrigen,  nämlich: 

ej  =  2e4  -f  5e*  +  Se6  -f  — 

Sind  alle  Flächen  Vierecke,  so  sind  entweder  alle  Ecken  vier- 
seitig, oder  die  Zahl  der  dreiseitigen  ist  mindestens  ebenso  gross, 
als  die  der  mehr  als  vierseitigen,  nämlich: 

er,  =  e6-f2r6-f .... 

Sind  alle  Flächen  Dreiecke,  so  sind  entweder  alle  Ecken 
»eebsseitig,  oder  es  ist: 

3e8  -f  2e4  +  e5  =  e7  -f  2ifc  +  .  . . 
8. 

Hat  ein  einfach  durchbrochenes  Polyeder  e  Ecken, 
deren  jede  von  a  a-Ecken,  ß  6-Ecken,  y  c-Ecken,  u.  s.  w.  begränzt 
ist,  so  dass  also  alle  Ecken  nicht  bloss  gleichvielseitig,  sondern 
auch  auf  gleiche  Weise  durch  Polygone  verschiedener  Art  zu- 
sammengesetzt sind,  wie  diess  bei  den  Archimedischen  Polyedern 
der  Fall  ist,  so  bestehen  für  dasselbe  folgende  Gleichungen: 
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» 

2A  =  (a  +  /*  +  y  +  ....).e, 
Hieraas  folgt: 

iL       *+?+¥  +  ?+'  =a+0+y+  ••••• 

oder: 

a-2      6-2,  c-2 

Dieser  Ausdruck  lehrt,  dass  auch  für  die  einfach  durchbrochene 
Polyeder  der  schon  von  Meyer  Hirsch  bewiesene  Satz*)  gilt 
dass  nicht  alle  Ecken  eines  Polyeders  von  mehr  als  dreierlei 
Polygonen  eingeschlossen  werden  können. 

Um  die  Anzahl  und  Beschaffenheit  der  möglichen  Polyeder 
dieser  Art  zu  bestimmen,  bedarf  man  noch  des  folgenden  schon 
von  Kepler**)  bewiesenen  und  offenbar  auch  för  die  durch- 
brochenen Polyeder  gültigen  Satzes : 

III.  „Wenn  alle  Ecken  eines  Polyeders  auf  gleiche  Weise 
von  a  a- eckigen,  ß  6-eckigen  und  y  c-eckigen  Flächen  eingeschlos- 
sen sind,  und  eine  der  Zahlen  a,  6,  c,  z.  B.  a,  ungerade  ist,  s> 
muss  eine  der  Zahlen  a  —  1,  ß,  y  mindestens  2  betrafen." 

Wenn  man  die  von  einerlei  Flächen  begränzten  Polyeder 
ausschliesst,  so  ergeben  sich  als  mögliche  Arten  der  Polyeder 
von  der  vorausgesetzten  Beschaffenheit: 

1)  Polyeder  mit  dreiseitigen  Ecken,  welche  von  einem  o -Eci 
und  zwei  6  Ecken  begränzt  sind»  wo  6  (nach  11 1.)  gerade  sein  mos* 

Für  diese  Polyeder  hat  man  nach  IL: 
und  die  Auflösungen: 


*)  Meyer  Hirsch,  Geometr.  Aafg.  II.  S.  171.;  vergl.  M«k 
Baltzer,  Elomontc,  IL  S.2U  und  212. 

**)  Kepler:  Ilarinonice  mundi,ll.  p.  17. ;  Meyer  Hiriek. 
Geoinctr.  Aufg.,  II.  S.  171.;  Baltzer,  Elemente,  II.  S.21«. 
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«  =  3,   6  =  12, 

a  =  4,   6  =  8. 

3c  c  2e 

Polyeder  dieser  Art  haben  e  Ecken,      Kanten,  -  a  eckige»  -g- 

)•  eckige  Flächen,  wo  e  unendlich  viele  verschiedene  Werthe  ha- 
>eo  kann.  Die  ersteren  lassen  sich  leicht  aas  den  Polyedern  mit 
echseckigen  Flächen  und  dreiseitigen  Ecken,  die  anderen  aus  den 
'olyedern  mit  vierseitigen  Ecken  und  vierseitigen  Flächen  ableiten. 


2)  Polyeder  mit  dreiseitigen  Ecken,  welche  von  einem  a-Eck, 
inera  6- Eck  und  einem  c-Eck  zusammengesetzt  sind,  wo  a,  6,  c 
erade  Zahlen  sein  müssen. 

Man  hat  (II): 

od  die  einzige  Auflösung: 

a  =  A,   6  =  6,   c  =  l2. 

e        _  e  * 

iese  Polyeder  haben  e  Ecken,  ^  Flächen,  worunter  j  Vier- 

e  e  3c 

ike,  g  Sechsecke  und  ^  Zwölfecke,  und     Kanten,  und  lassen 

eh  leicht  aus  den  Polyedern  mit  sechsseitigen  Ecken  und  drei- 
titigen  Flächen  ableiten. 

3)  Polyeder  mit  vierseitigen  Ecken,  deren  jede  von  zwei 
Ecken  und  zwei  6 -Ecken  begränzt  ist. 

Man  hat  (II): 

a  ^  h 

id  die  einzige  Auflösung: 

i  o  =  3,   6  =  6. 

2e  6 

ese  Polyeder  haben  e  Ecken,  2c  Kanten,    ^  dreiseitige,  jj 

chsseitige  Flächen,  und  lassen  sich  ebenfalls  leicht  aus  den 
»ryedern  ableiten,  welche  nur  sechsseitige  Ecken  haben. 

4)  Polyeder  mit  vierseitigen  Ecken,  welche  von  einem  a-Eck, 
ei  6 -Ecken  und  einem  c-Eck  begränzt  sind,  wo  6  gerade  sein 

188. 

Man  hat: 

Theil  XL.  2 
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12  1, 

i  +  b  +  c**1' 

und  die  einzige  Auflösung: 

a  =  3,   6  =  4,   c  =  6. 

Diese  Polyeder  haben  e  Ecken,  2e  Kanten,  ^  dreiseitige,  ^  "cr* 

lseitige,  ^  sechsseitige  Flächen,  und  lassen  sich  ebenfalls  aas  Po- 
yedern  mit  nur  sechsseitigen  Ecken  ableiten. 

5)  Polyeder  mit  fünfseitigen  Ecken,  welche  von  4  a-Eckes 
und  einem  6 -Eck  begränzt  sind. 

Man  hat: 
und  die  einzige  Lösung: 

a  =  3,   6  =  5. 

Die  Realität  solcher  Polyeder  au  constatireo,  ist  mir  bis  j 
noch  nicht  gelungen. 

6)  Polyeder  mit  fünfseitigen  Ecken,  welche  von  3  a- 
und  2  6 -Ecken  begränzt  sind. 

Man  hat : 

u  b 

und  die  einzige  Auflösung: 

a  =  3,  6=4. 

5e 

Polyeder  dieser  Art,  welche  e  Ecken,       Kanten,  e 

und  ^  vierseitige  Flächen  haben,  lassen  sich  ohne  Schwierig! 

aus  Polyedern  mit  nur  sechsseitigen  Ecken  ableiten,  wenn  m 
an  jeder  Ecke  2  Gränzdreiecke  zu  einem  Viereck  werden 

Andere  Polyeder  von  der  vorausgesetzten  Beschaffenheit 
unter  den  einfach  durchbrochenen  nicht  möglich. 

Dem  Satze  III.  lässt  sich  der  folgende,  wie  jener  für  al 
Polyeder  gültige  Satz  zur  Seite  stellen,  der  sich  fast  ebenso 
jener  beweisen  lässt: 

IV.    Wenn  alle  Flächen  eines  Polyeders  auf  gleiche  W  ' 
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00  a  a-seitigen,  ß  6-seitigen,  y  c- seifigen  Ecken  umgeben  sind, 
od  eine  der  Zahlen  a,  b,  c,  z.  B.  a,  ungerade  ist,  so  muss  eine 
er  Zahlen  er — 1,  ß,  y  mindestens  zwei  betragen.  ' 

Man  hat  ferner  für  Polyeder  dieser  Art  für  die  Grössen  o, 
,  c,  o,  ß,  y  dieselbe  Relation  II.  wie  bei  den  vorher  betrachte- 
st Polyedern,  so  dass  jedem  möglichen  Polyeder,  dessen  sflmmt- 
cbe  Ecken  von  a  a- Ecken,  ß  6 -Ecken,  y  c- Ecken  begränzt 
ind.  ein  mögliches  Polyeder  entspricht,  von  dessen  sämmtlichen 
lieben  jede  a  a- Ecken,  ß  A- Ecken,  y  c- Ecken  anliegt. 


Soll  ein  m-fach  durch brochenes  Polyeder  nur  ^-seitige 
ier  mehr  als  jr-seitige  Ecken  haben,  so  ist: 


(I) 

an  ist 


thin 


/■=*-e+2(l-m)i 


2k  >3f, 


3/—S3A— 3e+n\1— w), 


2*rL3*-3e+6(l-w), 


0^.*  —  3<?  +  6(l  —  m), 


>r,  da 


0>  y-3c  +  6(l-m), 


it  endlich: 

>  *                         >  e 
nun   x  ^__t  >  so  hätte  man  m  pj  • 

Es  ist  aber  leicht  einzusehen,  dass  diess  nicht  möglich  ist, 
nn  zugleich  in  jedem  Eckpunkte  mindestens  7  Fliehen  zusam- 

2» 
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mentreffen  sollen.  Damit  ist  aber  bewiesen,  dass  kein  Po- 
lyeder möglich  ist,  dessen  sämmtliche  Ecken  sieben 
oder  mehr  Seiten  haben. 

Ebenso  las  st  sieb  nachweisen,  dass  auch  kein  Polye- 
der möglich  ist,  dessen  Gränzflächen  alle  sieben  oder 
mehr  Seiten  haben. 


Herr  Dr.  Baltzer  schliesst  von  den  Polyedern,  lur  welche 
er  den  Euler'scben  Satz  als  gültig  annimmt,  nur  solche  ab 
„uneigentliche  Polyeder"  aus,  die  entstehen,  „wenn  mar 
Polyeder  so  zusammenstellt,  dass  weder  eine  Fläche  des  ein« 
von  einer  Ecke  des  anderen,  noch  eine  Ecke  des  einen  von 
Ecke  des  anderen  gedeckt  wird."  Es  ist  mir  zwar  nicht 
klar,  was  für  Polyeder  dazu  gehören,  oder  nicht  dazu  gebora? 
so  viel  scheint  mir  aber  sicher,  dass  die  von  Herrn  Dr.  Baitier 
selbst  dazu  gezählten  Sterndodekaeder,  von  denen  das  eine  m 
zwölf  Stern fünfecken  (oder  besser  von  fünf  mal  zwölf  gleich- 
schenkligen Dreiecken)  begränzt  ist,  die  zwölf  fünfseitige  Ecke« 
bilden,  und  das  andere  von  zwölf  gemeinen  Fünfecken  (oder 
gentlich  auch  von  fünf  mal  zwölf  Dreiecken),  welche  zwölf  k 
perliche  Sternfünfecke  bilden,  durchaus  nicht  unter  jene  Definiti 
passen  wollen,  obgleich  sie  allerdings,  als  Dodekaeder  betracht 
dem  Eul  er 'sehen  Satze  nicht  entsprechen,  da  sie,  als  Dodek 
der  betrachtet,  30  Kanten  haben. 

Nun  gehören  diese  beiden  Sterndodekaeder,  welche  na 
Herrn  Dr.  Baltzer  nur  „uneigentliche  Polyeder"  sein  solf« 
(was  sie  aber  „eigentlich"  seien,  darauf  bleibt  Herr  Dort 
Baltzer  die  Antwort  schuldig),  aber  auch  in  keine  der  KU 
von  Polyedern,  welche  ich  in  meiner  letzten  Abhandlung  4 
Eul  er 'sehen  gegenübergestellt  habe.  Es  möchte  daher  schein 
als  gehörten  sie  in  eine  ganz  aparte,  auch  von  mir  u 
Klasse  von  Polyedern. 

Bei  meiner  Untersuchung  über  die  verschiedenen  Arten  n 
Polyedern  hatte  ich  jedoch,  als  sich  von  selbst  verstehend, 
ausgesetzt,  dass  jede  vollständig  begränzte  Ebene  an  einem 
lyeder  als  eine  besondere  Gränzfigur  (Fläche)  angesehen  wer 
auch  dann,  wenn  etwa  mehrere  derselben  Theile  einer  und 
selben  Ebene  sein  und  etwa  ein  sogenanntes  Sternpolygon 
sollten,  und  dass  jede  zweien  Gränzfiguren  gei 
Seite,  weiche  immer  die  Scheitel  zweier  Ecken  verbindet 
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ine  besondere  Kante  angesehen  werde,  auch  dann,  wenn  etwa 
ehrere  solcher  Kanten  eine  einzige  Gerade  bilden  sollten. 

Unter  dieser  Voraussetzung  erweisen  sieh  aber  jene  beiden 
erndodekaeder  nicht  etwa  als  „uneigentliche  Polyeder*',  son- 
;rn  als  „«aneigentliche  Dodekaeder"  und  „eigentliche  Pentakis- 
tdekaeder" mit  60  dreiseitigen  Flächen,  welche  bei  dem  einen 
I  dreiseitige  und  12  zehnseitige,  bei  dem  anderen  20  sechsseitige 
d  12  fänfeeitige  Ecken  bilden,  so  dass  also  dem  Euler'schen 
ttze  Genüge  geschieht. 

Ich  bin  ferner  von  der  Auffassung  ausgegangen,  dass  ein 
riyeder  „ein  von  allen  Seiten  durch  Ebenen  begränzter  Raum" 
i,  und  nicht  etwa  „eine  aus  ebenen  Polygonen  zusammenge- 
tzte  Fläche."  Diess  halte  ich  für  nothig  zu  erklären;  denn 
i  der  letzteren  Auffassung  könnte  man  leicht  auch  von  Polye- 
rn  reden,  die  sich  selbst  schneiden,  wie  man  von  Poly- 
nen,  „deren  Perimeter  sich  selbst  schneidet"  eigentlich  sagen 
isste,  dass  sie  selbst  sich  schneiden;  denn  wo  davon  die 
;de  ist,  versteht  man  unter  dem  Polygone  und  seinem  Perimeter 
i  und  dasselbe. 


in. 

Integration  der  Differentialgleichung  , 

Xylr)  _  y (r-1)  +  mx2y  —  0  ( 1 ) 

Von 

« 

Herrn  Simon  Spitzer, 

Professor  an  der  Hamids  -  Akademie  in  Wien. 


Die  Integration  der  Gleichung  (1),  in  welcher  r  eine  ganze 
sitive  Zahl  und  m  eine  beliebige  constante  Zahl  bedeutet,  ist 
ir  leicht*    Differeozirt  man  nämlich  die  Gleichung  (1)  einmal, 
erhält  man: 
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jyir+i)  +  +  Imxy  =  0 , 

oder  einfacher: 

y(r+i)  -f  mxy'  +  2my  =  0.  (2) 

Die  Gleichung  (2)  lässt  sich  nach  der  Laplaceschen  Mettaod« 
integriren,  und  man  erhält  mittelst  derselben: 

(3) 

y  =  y  ä:  «e~  M^(Ci       +  Cse*.«*  + . . .  +  Cr+ie*'+i~)oVi? 

o 

woselbst 

willkflhrliche  Constanten ,  und 

^1 »      »  v  • »  ^r+i 
die  r  +  1  Wurzeln  der  Gleichung 

A'+i  =  -  m  (4) 

bedeuten.    Damit  aber  das  in  (3)  stehende  y  der  Gleichoog  (I) 
Genüge  leiste,  muss  zwischen  den  r+1  Constanten  C^, 
eine  gewisse  Relation  bestehen,  und  die  wollen  wir  nun  aufsuchen 
Setzen  wir  zu  dem  Zwecke  in  (1)  für  y  den  Werth: 

y  =  SC/     ue       '-HAi,  (5) 

so  erhält  man: 

SC/      e       r+l  (^xu'*1  —  Är-ltt»'  +  wiura)rfu  =  0 ,  (6) 

o 

und  diess  soll  identisch  stattfinden.   Nun  ist: 


folglich  hat  man; 
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die  Gleichung  (6)  gebt  über  in: 


o 

Vermöge  der  Gleichung  (4)  ist  aber 


md  durch  diese  reducirt  sich  die  Gleichung  (7)  auf: 

scf  *  e^x"  ^r(^r-1«r  +  x)rftt =°-  (8) 


o 

Sud  ist  wieder: 


ur+1  .'+• 


»Igttcb  hat  man: 

od  die  Gleichung  (8)  geht  durch  diese  über  in : 

o 

ermöge  der  Gleichung  (4)  ist: 


»Igiich  geht  (9)  über  in 


16  k* 


as  auch  so  geschrieben  werden  kann: 


Spitzer:  Integr.  der  DifTerentiatgl.  xp(r)~  p(r-i)+mx*g=*. 

Es  genügt  also  das  in  (3)  stehende  y  der  Gleichung  (1),  wenn 
zwischen  den  r  +  l  willkührlicben  Constanten  Cl9 
die  in  (10)  aufgestellte  Relation  statt  findet. 

So  ist  s.  B.  das  Integral  der  Gleichung : 

xytt—y'+mx*y  =  0  (II) 

von  folgender  Form: 

woselbst     ,  &t,      die  drei  Wurzeln  der  Gleichung 

sind,  und  Clt  6*,  Q  willkfihrliche  Constanten  bedeuten,  zwischn 
denen  bloss  folgende  Relation  besteht: 

(\  ^3  t\ 

V    V  = 

die  einfacher  auch  so  geschrieben  werden  kann: 

Es  Ifisst  sich  auch  die  Gleichung  integriren: 

*f-*'  =  A**Wi  (13) 

denn  fahrt  man  in  selbe  eine  neue  Variable  £  ein ,  mittelst  der 
Substitution 

a-w-H  — 

so  erhält  man,  da 
ist,  folgende  Gleichung: 

welche,  wenn  mann  statt  x  seinen  Werth  in  £  einfährt,  die  Ge- 
stalt annimmt: 
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*d?  +  m  +  l  dl  (m+l)*^-"ü, 

welche  Gleichung  nun  leicht  zu  integriren  ist 

Differeozirt  man  die  Gleichung  (13),  so  kommt  man  auf  die 
Gleichung : 

tr  =  Ax>-  *(xy'  +  my)t  (14) 
welche  somit  ebenfalls  zu  den  integrirbaren  gehurt. 


1» 


IV. 

Integration  der  Differenzengleichung 

Xn/X*+rn)  +  Xu-ifXx+rn—  r)+Xn-<if{x+rn  — 2r)  + 
~  +  4A*  +  r)  +  JtA*)=0, 

d  welcher  XH9  Xn_l9  Xu_*y .. ..,  Xt ,  X0  ganze  al- 
;ebraische  Functionen  von  x  sind,  und  r  eine  ganze 

positive  Zahl  bezeichnet. 

■ 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 

Professor  an  der  Handels- Akademie  in  Wien. 


t  ch  habe  im  32sten  Theile  des  Archivs,  Seite  334,  eine  neue 
nte^rations-Methode  fUr  Differenzengleichungen  mitgetheilt.  Nach 
ieser  Metbode  lasst  sich  auch  die  Gleichung  (1)  bebandeln.  Es 
ä£st  sich  aber  die  Gleichung  (1)  auch  einfacher  integriren,  und 
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zwar  dadurch,  das*  man  statt  x  eine  neue  Variable  £  einfuhr 
mittelst  der  Substitution 

x  =■  r{. 

Bezeichnet  man  das  Resultat  dieser  Substitution  in 

X*  *         ,  A'«.2 , . . . . ,  JC| ,  J£0 

respective  mit 

§n »  £«— i »      s ,  . . .  • »  £i  >  lo » 

so  erhält  man: 

&,/(r{ + rn)  +      Ar*  +  rm  —  r)  +  |.-sArj  +  rn  -  2r)  + . 
....  +  {i/i;ri  +  r)-r*40/][r{)  =  0. 
Setzt  man  nun  hierein 

80  erhält  man: 

S„F(J + n)  +  |— iF«  +  n  - 1)  +  U-*F(t  +  «  -  2)  + . . . . 

...,  +  S1F(Hi)+Wö  =  ö, 

welche  Gleichune  einfacher  als  die  vorgelegte  ist. 
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V. 

Jeber  die  Anwendung  der  Formeln  der  sphärischen 
Trigonometrie  auf  die  elliptischen  Functionen. 

Von 

Herrn  Doctor  Otto  Böhlen 

4 

vm  Sulz  a.  N.  im  Königreich  Würtemberg. 


Wir  bezeichnen  mit  <p,  und  co  drei  Amplituden,  welche  der 
leicbang  für  die  Addition  der  elliptischen  Integrale  erster  Art: 

F(k\  <p)  +  F(k,  ^/)  =  F(ky  a), 

ler  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Art: 

E(k,  q>)+E{k,  i>)  =  E(k,  »)  +  X:*sin98in^»ina> 

itsprechen,  so  sind  diese  Amplituden  durch  nachstehende  Glei- 
luogen  verbunden: 

cosqp  =  cos  wcosi|i  +  sin  qp  sin  t/s  V  1 — ^sin'qp, 
cosij;  =  cosucosoj+sinttsioqpV  I  —  i^sinty, 

cos  co  =  cosqpcost/;— sina>sio^Vr l  — **sinÄa>. 

Wir  fllhrennun  drei  Hülfswinkel  ein,  Ot  *P,  welche  durch 
ese  Wertbe  gegeben  sind: 

fcos<D  =  V"RS?V, 
1)  JcosV=    Vi  —  **sinty, 

'  cos  £  sr-Vl-iPwn«»; 


Digitized  by  Google 


28  Böhlen:   Veber  die  Anwendung  der  Formeln 

so  haben  wir  für  die  Amplituden  q>,  und  to  folgende  Glei 
changen : 

Scos  q>  =  cos  o  cos  y  -+  sin  <p  sin  ^  cos  Q, 
cosfy  =  cos  o  cos  q?  -f  sin  oo  sin  9?  cos  7F, 
cos  co  =  cos<jpcostJ/-|- sinqpsin  t//cos&. 

Mao  Obersieht  nun  so  gl  eich ,  da  88,  wenn  <jp,  ^,  »die 
Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  sind,  die  einge- 
führten  Hfilfswinkel  <D,  *P%  Sl  die  Winkel  dieses  sphä- 
rischen Dreiecks  sind;  und  zwar  liegen  die  Seiten  9, 
ty,  a>  der  Reihe  nach  den  Winkeln  <Z>,  W,  Sl  gegenüber 

Aus  1)  findet  man: 

!sin<P  =  k  sin  <p, 
sin  W  =  ksiny, 
sin  Ä  =  Asino»; 

also : 

sin  q> :  sin    :  sin  co  —  sin  <P :  sin  ^P:  sin  Ä. 

Die  Sinus  der  Amplituden  verhalten  sich  wie  d 
Sinus  der  ihnen  entsprechenden  Hülfswinkel;  was 
dem  Fundamentalsatz  der   sphärischen  Trigonometrie 
stimmt:    Die  Sinus  der  Seiten  verhalten  sich  wie  die  Sinus  dt 
Gegenwinkel. 

Wir  führen  nun  zur  Abkürzung  folgende  Bezeichnung  ein 
4)  t  =  K<p  +  ^+<D),    Ä=i(<P  +  ^+Ä); 

so  ist: 

1-9>  =  i(—  qp  +  ^-M),    S-<P  =  i(-<P+^-f  Ä), 
,_t/,  =  i(Gp-*  +  a>),  Ä.-V=i(0-V+Ä), 
,-ü)  =       +  ^  —  «—  Ä  =  i(<P+  3*— Ä). 

Ferner  sei: 


5) 


Win  s  sin  (i — cp)  sin  (*  —  y)  sin  (j — co)  =:  i , 
V -cosScosOS—  <D)cos(S—  S0cos(S  — fl;  =  J; 

(geometrisch  betrachtet,  ist  2t  der  Inhalt  des  Parallelepipeds,  de# 
sen  Kanten  die  drei  Kugelbalbmesser  sind,  welche  nach  des 
Ecken  unseres  sphärischen  Dreiecks  gehen;  2J  ist  der  Inhal! 
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es  Parallelepipeds,  dessen  Kanten  die  drei  Kugelhalbroesser 
ind,  welche  nach  den  Ecken  seines  Polardreiecks  geben);  so 
afoeo  wir  mit  Benutzung  der  Grundgleichungen  der  sphärischen 
rigonometrie  folgende  kleine  Formeln- Sammlung,  welche  auf  die 
mplituden  der  elliptischen  Integrale  und  der  von  uns  eingeftihr- 
io  Hülfswinkel  sich  bezieht: 


6) 


—  tf;)  sin  (*-»). 


sin  sin 


Vgini8in(<-t|/)^  sT sin (s  —  <p) sin (i— p) 
sin  <p  sin  cd  *  ▼  sin  9?  sin  cd 


ginisin  (t— o>), 
8inV8in*    '  amiSl 


-V 


sin  (1  —  <jp)  sin(t  —  tfr) . 
sin  <p  sin  y 


7) 


±[~co8(S-  *P)co*(S-Sl)      .  4/  -cosScö^öS-<P) 

=  K         sin  Vsin  Sl        '    8,n^  =  \      sTn<Fsin&  5 


—  >         sin  4  sin  £        '    8inW-\       8in<PsinÄ  ' 


S  4» 


cos(S-<P)cos(S-y) 
sin  (Dsin  'P 


;    sin  i<a 


—cos  Äcos(5— ä) 
sin  0sin  *P 


Der  Modulus  /<  ist  durch  folgende  Gleichungen  gegeben 


8) 


sin  0  sin  9*"  sinß 
sin  qp  ~~  sini//      sin  cd 


2t 


sinqpsm  t//sin  a> 


sin  (Psin  *Psin  &  J 

 £7  =V 


47i=8iii9>8in*8ino»8in<I>8iii  ^sioÄ; 


Digitized  by  Google 


30  Böhlen:   Veber  die  Anwendung  der  Formtin 

sioi  =  £Cosi<Dco6i3rcosi.Q, 
1  sio(#— <p)  =  |cosi<I>8iiiiy8iniÄ, 
sin(f-^)  =^»ini<Pco8i^ßin4Ä, 

sin  (j  —  o)  =  |  sin  i<D  sin  i<P  cos  ; 

cos  S  =  —  2*  sin  iq>  sin  Jtp  si  n  fr , 
cos(S— <D)  =    2k  sin  i<p  cos  ft;  cos  4ta, 
cos(S— 9J)=  2#costopsintycoöiiD, 
coafS—  Ä)  =  2/;cosl<3Pco8^6inio); 

J 

cotgtocotgtycotgi»  =  — «§• 

Die  Zahl  solcher  Formeln  lässt  sich  mit  Benützung  der  b 
kannten  Gleichungen  der  sphärischen  Trigonometrie  noch  sehr  re 
mehren. 

Aus  jeder  Gleichung  für  das  sphärische  Dreieck  lässt  si< 
eine  andere  ableiten  mit  Hülfe  des  Polardreiecks,  indem  man  W 
kel  und  Seiten  gegenseitig  vertauscht  und  dafür  die  Suppieroen 
(Ergänzungen  zu  180°)  setzt.    Hieraus  schliesst  man: 

Jeder  Gleichung  zwischen  den  Amplituden  q>,  V, 
der  elliptischen  Integrale  und  ihren  Hülfswinkelo  < 
V,  &  entspricht  eine  andere,  indem  man  Amplitade 
und  Hülfswinkel  gegenseitig  vertauscht  und  dafür  di 
Supplemente  setzt.    Also  erhalten  wir  aus  2): 

!cos  <D  =  —  cos  ^cosß  +  sin  W&'inSl  cos  cp  t 
cos     =  —  cos  <P  cosÄ  +  sin  Q  sin  &  cos 
v  cosß  =— cos<Z>cos  *P"  +  sin  (Dsin  tPcos  o>. 

r 

Die  dritte  Hauptgleichung  der  sphärischen  Trigonometrie  I" 
fert  uns  folgende  weiteren  Formeln: 
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cotg  <p  sin  — cotg  <Psin&  —  cos  tf;  cos  &  =  09 
cotg  i^sio  <p  — cotg  ^Fsin  &  —  cos  q>  cos  Ä=Ö, 
cotg?  sin  <o  —  cotg  0sin  3» —cos  «cos  *P  =  0, 
cotg  a>  sio  <jp — cotg  Sl  sin  V —  cos  9  cos  91,  =  0 , 
cotg  9 sin  — cotg  !Fsm  0 — cos  cd  cos  <P  «s  0, 
cotg  cd  sin  y  —  cotg  &  sin  <P  —  cos  ^/  cos  O  =  0 

Hieran  schliessen  sich  noch  die  Gauss 'sehen  Gleichungen 
od  die  Neper'schen  Analogien: 

0>+y         qp  +  V  <Z>— *F      .  9+1^ 

cos — 2 —     C08 — 2~"     cos — 2 —     sm — 2~~ 


15) 


Ä  OB     '  £  .    CO  , 

cosy  008  2  co8~2  8,n"2 


16) 


sm  a 

<)P  — 1// 
COS — g — 

sin — ^ — 

Ä  — 
cosT 

cos  2 

&  = 
cos  2- 

0) 

8in2 

cos  i} 

m  -f  n, 

tg  2 

sin  2 

cos  2 

cos  2 

tg  2 

O  -  *P 
*  2 

cos  2 

#  är* 
f*2 

Aus  der  Gleichung 

sin  (p : sin ip  =  sin  <D: sin  9* 

tg— 2~      *g — 2~ 

Um  die  Anwendung  unserer  Formeln  zu  zeigen,  wollen  wir 
&ige  hierher  bezügliche  Aufgaben  lösen: 

Es  seien  drei  Amplituden  gegeben,  man  soll  den 
■gehörigen  Modulus  k  bestimmen. 
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t 

Um  diese  Aufgabe  zu  losen,  könnte  man  eine  der  Amplituden 
Gleichungen  nehmen,  z.  B.  die  erste: 

cosqp  =cosa)C08t//-f-8in<jpsini{/V^  1 — Ä**sinV» 

und  aus  derselben  k  durch  die  gegebenen  Amplituden  9,  • 
bestimmen.  Allein  für  logaritb mische  Berechnung  geeigneter  ist 
offenbar  die  Formel  8): 

sin  <p  sin   sin  cb 

Es  ist  der  Modulus  k  gegeben,  eine  Amplitade  u4 
die  Summe  oder  Differenz  der  beiden  anderen  Ampli 
tuden.    Man  soll  jede  der  letzteren  bestimmen. 

Wenn  die  Grössen  k,  m  und  gj  +  t^  gegeben  sind,  so  btbs 
wir  nach  8) : 

sin&  =  Asino>, 
woraus  sich  &  bestimmen  lässt;  nach  15)  ist  ferner: 

<B+^          Ä   C08    2~                            Ä   8,11  2 
cos— 2—  =  cos  j  .   —  .    cos  — =  cos T  .  - 

COS2 

Hieraus  findet  man  O  und  ^F;  und  nach  8)  ist: 

sin  9  =  j  sin  <P ,    sin  ^  =  ^  sin  *P- 

Man  könnte  auch  aus  sin&  =  £sina>  direct  cos^Ä  bestimmt 
es  ist  nämlich: 


cos^Ä  =  \   g  

Ist  aber  qp  — 1/>  gegeben  statt  qp+ty,  so  bringen  wir  nach 
diese  Formeln  in  Anwendung : 


i 


<P  —  H> 


sin  — s —  ==  cos  tj-  •  f     sin — 5 —  —  cos  -3-  •  v 

cos  2  8in| 
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VI. 

>ie  allgemeinsten  Gleichungen  und  Eigenschaften  der 
irzesten  Linien  auf  den  Flächen,  besonders  insofern 
ieselben  die  Grundlage  der  sphäroidischen  Trigono- 
metrie bilden. 

- 

Von 

dem  Herausgeber. 


§.  1. 

Wir  gehen  von  der  folgenden  ganz  einfachen  geometrischen 
afgabe  aus,  auf  die  wir  den  Beweis  der  Fundamental- Eigen- 
haft der  kürzesten  Linie,  welche  dann  unmittelbar  zu  den  allge- 
einen  Gleichungen  dieser  Linie  fuhrt,  hauptsächlich  gründen 
jrden : 

■ 

A  a  f  p;  a  b  f, 

Im  Räume  seien  zwei  Punkte  und  eine  Ebene  ge- 
lben; man  soll  in  dieser  Ebene  einen  Punkt  bestim- 
en,  welcher  in  derselben  eine  solche  Lage  hat,  dass 
r  von  den  beiden  gegebenen  Punkten  gleich  weit  ent- 
rnt  ist,  und  dass  die  Summe  seiner  Entfernungen 
>n  den  beiden  gegebenen  Punkten  ein  Minimum  ist. 

■ 

Auflosung. 

Die  beiden  gegebenen  Ponkte  wollen  wir  durch  A  und  B  und 
e  gegebene  Ebene  durch  £  bezeichnen.  Weil  der  gesuchte 
unkt,  der  durch  M  bezeichnet  werden  mag,  von  den  beiden 
sgebenen  Punkten  A  und  B  gleich  weit  entfernt  sein  soll,  so 
t  zuvörderst  klar,  dass  dieser  Punkt  in  der  Ebene  liegen  muss, 
eiche  auf  der  die  beiden  Punkte  A  und  B  verbindenden  Gera- 
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i 

den  in  deren  Mitte  senkrecht  steht,  welche  Ebene  wir  der  Kürzt 
wegen  durch  E'  bezeichnen  wollen.  Da  nun  aber  der  gesuchte 
Punkt  M  in  der  gegebenen  Ebene  E  liegen  soll,  so  iuds*  eres 
Punkt  der  Durchscboittslinie  der  Ebenen  E  und  E'  sein,  wekti 
Durchschnitts linie  durch  L  bezeichnet  werden  mag.  Ich  behau] t> 
nun ,  dass  in  Folge  der  Eigenschaft  des  Punktes  M,  diu  die 
Summe  31 A  +  MB  seiner  Entfernungen  MA  und  31 B  von  da 
beiden  Punkten  A  und  B  ein  Minimum  sein  soll,  dieser  PtwÜ 
der  Punkt  sein  muss,  in  welchem  die  Linie  L  von  der  durch 
beiden  Punkte  A  und  B  senkrecht  gegen  die  Ebene  £  gelest« 
Ebene,  welche  wir  durch  E?  bezeichnen  wollen,  geschnitten  *ii 
Um  dies  zu  beweisen,  sei  M'  ein  beliebiger  anderer  Punkte 
Geraden  L.  Man  denke  sich  31A=zMB  und  M' A  =  31 B  pdt 
gen.  Weil  die  Ebene  E'  auf  der  in  der  Ebene  E"  liegenden  W 
raden  AB  senkrecht  steht,  so  steht  die  Ebene  E'  auf  der  Eb«i 
En  senkrecht;  nach  der  Construction  steht  aber  auch  die  Ebm 
E  auf  der  Ebene  E"  senkrecht;  also  steht  die  Durchschnitt»^ 
L  der  Ebenen  E  und  E'  auf  der  Ebene  E" ,  folglich  auch  ^ 
den  beiden  in  der  Ebene  J£"  liegenden,  in  dem  Punkte  3/  <H 
Geraden  L  sich  schneidenden,  einander  gleichen  Geraden  Ii 
und  M/?  senkrecht.  Folglich  sind  die  beiden  Dreiecke  AMI 
und  BM3V  bei       rechtwinklig,  daher 

MA^M'A,  MB<M'B; 

also 

^  +        <  M'A  +  M'B9 

und  demnach  offenbar  jtf  der  Punkt  in  der  gegebenen  Ebene! 
welcher  von  den  beiden  gegebenen  Punkten  A  und  B  gleich  *4 
entfernt  ist,  und  für  welchen  die  Summe  seiner  Entfernungen  J 
diesen  beiden  Punkten  ein  Minimum  ist,  wie  behauptet  wurfl 

Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  der  folgende 

Lehrsatz. 

Wenn  A  und  /?  zwei  beliebige  Punkte  im  Raes 
sind  und  E  eine  beliebige  Ebene  ist,  und  man  left 
durch  den  Mittelpunkt  C  der  Geraden  AB  eine  auf il 
senkrecht  stehende  Ebene  E' ,  durch  die  Gerade  « 
aber  eine  auf  der  Ebene  E  senkrecht  stehende  Eben 
so  ist  der  gemeinschaftliche  Durchschnittspunkt  I 
der  drei  Ebenen  E9  E' ,  En  derjenige  Punkt  der  Eb«rt 
E,  welcher  in  dieser  Ebene  eine  solche  Lage  M 
dass  er  von  den  beiden  Punkten  A  und  B  gleich*^ 
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ntfern t  ist,  und  dass  die  Summe  MA  +  MB  seiner  bei- 
en  einander  gleichen  Entfernungen  MA  und  MB  von 
en  Punkten  A  und  B  ein  Minimum  ist. 

Als  Umkehrung  dieses  Satzes  gilt  nun  aber  auch  der  folgende 

Lehn  Atz. 

Wenn  A  und  B  zwei  beliebige  Punkte  im  Räume 
ind  und  E  eine  beliebige  Ebene  ist,  und  der  Punkt  M 
•  der  Ebene  E  eine  solche  Lage  hat,  dass  er  von  den 
»iden  Punkten  A  und  B  gleich  weit  entfernt  ist,  und 
iss  die  Summe  MA  +  MB  seiner  beiden  gleichen  Ent- 
roungen  MA  und  MB  von  den  Punkten  A  und  B  ein 
inimura  ist;  so  ist  der  Punkt  M  der  gemei  nschaft- 
ehe  Durchschnittspunkt  der  Ebene  E  und  zweier 
benen  E'  und  E" ,  von  denen  die  erste  E'  in  dem  Mit- 
/punkte  C  der  Geraden  AB  auf  dieser  Geraden  senk- 
cht  steht,  die  zweite  E"  durch  die  Gerade  AB  senk- 
cht  gegen  die  Ebene  E  gelegt  ist. 

Beweis. 

Weil  nach  der  Voraussetzung  der  in  der  Ebene  E  liegende 
nkt  M  von  den  Punkten  A  und  B  gleich  weit  entfernt  ist,  so 
iss  dieser  Punkt  M  offenbar  nothwendig  in  der  in  dem  Mittel- 
akte C  der  Geraden  AB  auf  dieser  Geraden  senkrecht  stehen - 
n  Ebene  E' ,  also  in  der  Durchschnittslinie  der  Ebenen  E  und 

liegen,  da  ja  aus  der  Gleichung  MA  =  MB  auf  der  Stelle 
$t,  dass  die  Linie  MC  auf  der  Geraden  Aß  senkrecht  steht, 
glich,  —  und  mit  ihr  natürlich  auch  der  Punkt  M,  —  in  der 
ene  E'  liegt.  Läge  nun  aber  der  Punkt  M  nicht  auch  in  der 
ene  E",  und  wäre  also  nicht  der  gemeinschaftliche  Durch- 
mittspunkt  der  drei  Ebenen  E,  E" ,  so  sei  M'  dieser  ge- 
inschaftliche  Durchschnittspunkt;  dann  wäre  nach  dem  vorher- 
tenden  Satze 

M'A  +  M'B<  MA  +  MB, 
?lich  MA  +  MB  kein  Minimum,  wie  doch  vorausgesetzt  wurde. 


§.  2. 

Zwei  beliebige  Punkte  auf  einer  beliebigen  Fläche  wollen  wir 
i  jetzt  durch  die  Kürzeste  zwischen  diesen   beiden  Punkten 

3» 
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auf  der  Fläche  mit  einander  verbunden  denken ;  so  ist  zuvorderst 
klar,  das»  auch  jeder  Theil  dieser  Kurzesten  die  Kürzeste  z«i 
sehen  seinen  Endpunkten  auf  der  Fläche  sein  muss,  weil  ja. 
wenn  es  zwischen  diesen  Endpunkten  eine  kürzere  Linie  auf  der 
Fläche  als  den  in  Hede  stehenden  Theil  geben  sollte,  es  natär 
lieh  auch  zwischen  den  beiden  ersten  Punkten  eine  kürzere  Lini? 
auf  der  Fläche  geben  wurde  als  die  Linie,  welche  wir  als  die 
Kurzeste  auf  der  Fläche  zwischen  den  beiden  in  Rede  stehenden 
Punkten  voraussetzten,  was  ungereimt  ist. 

Ist  jetzt  M  ein  beliebiger  Punkt  in  der,  zwei  gegebene  Punkte 
auf  einer  Fläche  mit  einander  verbindenden  Kurzesten  auf  dies« 
Fläche,  so  denke  man  sich,  dass  in  diesem  Punkte  zwei  einan- 
der gleiche  Elemente  MA  und  MB  dieser  Kurzesten  mit  einai- 
der  zusammen8tossen ;  dann  muss  nach  dem  vorhergehenden  Prinof 
der  Punkt  M  unter  allen  auf  der  Fläche  liegenden,  von  A  wi 
ß  gleich  weit  entfernten  Punkten  derjenige  sein,  für  welch« 
MA  +  MB  ein  Minimum  ist.  Denkt  man  sich  aber  die  FläcH 
in  der  unmittelbarsten  Nähe  des  Punktes  M  durch  ihre  h> 
rtihrungsebene  in  diesem  Punkte  ersetzt  oder  repräsentirt,  so  >4 
klar,  dass  auch  in  dieser  Kerührungsebene  der  Punkt  M  errt 
solche  Lage  haben  muss,  dass  MA  ■{■  MB  ein  Minimum  ist,  «« 
raus  sich  nach  den  im  vorhergehenden  Paragraphen  bewiesen*! 
Sätzen  von  selbst  ersieht,  dass  die  Ebene  AMB  auf  der  Ben':! 
rungsehene  der  Fläche  in  dem  Punkte  M ,  welcher  ein  ganz  U 
liebiger  Punkt  der  Kürzesten  ist,  senkrecht  stehen  muss.  vTi 
nun  aber  nach  den  Lehren  der  höheren  Geometrie  durch  <9 
Ebene  AMB  bekanntlich  die  Osculations-  Ebene  der  Körtest! 
in  dem  Punkte  M  repräsentirt  wird ;  so  ergiebt  sich  ans  den  v^ 
hergehenden  Betrachtungen  unmittelbar  die  folgende  Fnndameoti 
Eigenschaft  einer  jeden  Kürzesten  auf  einer  beliebigen  Fläche: 

In  jedem  Punkte  einer  Kurzesten  auf  einer  Fläclj 
steht  die  Osculatinns-E bene  der  Kürzesten  in  diese. 
Punkte  auf  der  Berührungs-Ebene  der  Fläche  in  dc^ 
selben  Punkte  senkrecht*). 


•)  !W.  «.  Archiv.  Tbl.  XXX.  S.  376.  Nr.  VII. 

Da  die  Haupt- Normale  einer  beliebigen  Cnrve  im  Räume  bekisj 
lieh  die  Dnrchschnittslinic  der  Normal-Ebene  mit  der  0«cnlatinn«-Et^ 
in  diesem  Punkte  ist,  und  weil  die  Normal-Ebene  offenbar  auch  im^ 
auf  der  Merührtings  -  Ebene  der  Fläche,  auf  welcher  ilic  Cnrvo  Ytcp 
gedacht  wird,  senkrecht  steht;  so  kann  man  auch  sagen,  rfa#« 
jedem  Punkte  einer  auf  einer  Flüche  gezogenen  Knr*e»t 
die  Hnnvt-Normalc  dieser  Kürzesten  auf  der  ßerähraoe 
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■» 

Auf  diese  wichtige  Eigenschaft  aller  Kürzesten  auf  den  Flä- 
ben,  in  der  zugleich  der  Grund  liegt,  aus  welchem  man  die  Kür- 
e6ten  auch  geodätische  Curven  genannt  hat,  lasst  sich  nun  mit 
lülfe  der  höheren  Geometrie  ohne  Weiteres  die  Entwicklung 
er  allgemeinen  Gleichungen  dieser  merkwürdigen  Linien  grün- 
en, wie  wir  in  den  folgenden  Paragraphen  sehen  werden. 


§.  3. 

Die  Gleichung  der  Fläche,  auf  welcher  wir  uns  die  Kurzeste, 
ie  wir  jetzt  im  Allgemeinen  betrachten  wollen,  gezogen  denken, 
ei,  wenn  t,  n,  j  die  veränderlichen  oder  laufenden  Coordinaten 


1)  f(ß,p9})=0. 

Ein  beliebiger  Punkt  der  Kürzesten  sei  (xyz),  dessen  Coor- 
iuaten  also,  weil  die  Kürzeste  auf  der  durch  die  Gleichung  1) 
harakterisirten  Flache  liegt,  auch  der  Gleichung: 

*2)  f(x,y,z)  =  Q 

eoGgen  müssen;  insofern  wir  aber  f(xfy,z)  bloss  als  eine 
nnction  der  drei  als  unabhängige  veränderliche  Grossen  ange- 
ehenen  Coordinaten  x,  y,  2  betrachten,  wollen  wir  im  Folgen- 
en  immer 

3)  u=f(x,y,  2) 

etzen.  Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  die  Gleichung  der 
lerührungsebeoe  unserer  Fläche  in  dem  Punkte  (xyz)  bekanntlich  *): 

du  Bu ,  du , 

4)  .  .  .  g_(r_a:)  +  ^(n-.ty)  +  ö-(l_J)=o, 

ro  natürlich 


!bene  der  Fläche  in  diesem  Punkte,  oder  auf  dieser  Fläche 
elbst,  senkrecht  stehen  nun«.  Da  ferner  bekanntlich  der  Krum- 
min«;* -  Mittelpunkt  einer  Curve  für  einen  gewissen  Punkt  derselben 
minor  in  der  diesem  Punkte  entsprechenden  Haupt- Normale  liegt;  so 
aon  man  auch  sn^cn ,  dass  in  jedem  Tunkte  einer  anf  einer 
'lache  gezogenen  Kürzesten  der  Krümmung«* Halbmesser 
lieser  Kürzesten  auf  der  B  e  r  ü  h  r  u  n  g  s  -  F.he  n  e  der  Fläche  in 
liesem  Punkte,  nder  niif  dieser  Fläche  selbst,  senkrecht 
tehen  mass.  Alles  dieses  sind  nur  verschiedene  Ausdrücke  eines  and 
Ipsselben  Satzes. 

•)  Archiv.  Thl.  \\\  S.  425.  Nr.  61). 
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du  djt  du 
Bx'    dy'  dt 

partielle  Differentialquotienten  sind.  Die  Gleichung  der  GscoU- 
rions-Ebene  der  Kurzesten  in  dem  Punkte  (xyz)  ist  aber*),  wenn 
wir  uns  x,  y,  z  als  Functionen  der  einen  beliebigen  yerSnder 
liehen  Grosse  <p  denken,  was  bekanntlich  verstattet  ist,  wen 
x,  y,  z  als  Coordinaten  eines  Punktes  einer  Curve  durch  zwei 
Gleichungen  mit  einander  verbunden  gedacht  werden  müssen: 

(dy   dh,  dz 

5)  '    '   *    *    \dv'dq>*-d<pd<p*){*  X) 

t 'dz  d^x    dx  dfiz \  v  r\ 

fex  d*u     dy   d2x\  . 

.  +\dVd<p*~d<P'dvi){}-~t) 

Weil  nun  nach  §.  2.  die  durch  die  Gleichungen  4)  und  5)  charak 
terisirten  Ebenen  in  jedem  Punkte  (xyz)  der  Kurzesten  auf  ein-* 
ander  senkrecht  stehen  müssen;  so  sind  nach  den  Lebreo  det 
analytischen  Geometrie  die  Coordinaten  x,  y,  z  eines  jeden  Pm»k| 
tes  der  Kürzesten  der  Gleichung: 

■ 

du/dy  «?x_3x  3V\  \  j 
dx\dq>  'dq>*     dtp  dq>*/  j  J 

du /dz  d*x     dx  d*z\  \  0 

+  dz  VÖ9  '  3?>*    Ö9  "  3<PV  - 
unterworfen.  Da  aber  die  Kurzeste  auf  der  durch  die  Gleichanz 
charakterisirten  Fläche  liegt,  so  sind  die  Coordinaten  x,      z  ein. 
jeden  ihrer  Punkte  auch  der  Gleichung  2)  oder  nach  3)  der  Gleich« 
ti  =  0  unterworfen,  und  als  allgemeine  Gleichungen  der  Kui 
erhalten  wir  also  die  beiden  Gleichungen : 

u  =  0,  • 

dx\dv  d<p*     d(p'd<p*J  j  < 

6)  .   .   .   .  {     aM/8z   a*ar    a*  a»x\  f  _  j 

|      du /dx  a*y     3y  ö*£\  | 
+  dz  ^  *  dep*     dq>  d<p*J 


*)  Archiv.  Tbl.  XXV  S.  381.  Xr.  2*). 


i 
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- 

teil  jedoch  bekanntlich  *) 

Bu  Bx  t  Bu  By      Bu  Bz  ft 
Bx'Btj  +  B~y'Bv  +  Bz  "S^"" 

t,  so  kann  man  die  Gleichungen  der  Kürzesten  im  Allgemeinen 
ich  unter  der  Form: 

Bu  Bx    Bu  By     Bu  Bz 

&T   09      OJjf    Q(p      OZ  Off 

Bu  /By  B*i  dz 
fcyBv'Bqfi^Bv'Bql*) 

Bu/Bz  B*x    Bx  a*i\  F  _0 

3«  /Bx  BPy     By  B*x\ 
+  Bz  \B<p '  $$*~~Bip'olp*) 

rstellen. 

Zu  besonderen  Zwecken  wird  man  der  zweiten  dieser  beiden 

eichungen  die  Form  : 

.  /Bu  (Pt     Bu  B*y\  Bx 

5)  '  '  *   *  \Bj,'B<p*~Bz%B<p*jBq> 

(Bu  B*x    Bu  B*z\  By  f 
Bi  'B^"Bi'B^jB^  [  ~U 

/Bu  B*y  Bu  <Px\fo 

\ox  Bcp1  By  B<p*/  B(p 

»  die  Form : 

/Bu  Bz  Bu  By  \  B*x  \ 

\By  Btp  Bz  '  depj  Bcp2 

/Bu  Bx    Bu  Bz\B*y 

+  \Bz~'Bq>~cx'tyJW% 

(Bu  BjlJ&u  Bx\B*z 
+  \BxB<p  By'BfpJcy* 
•en. 

§.4. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  7)  erhalten  wir,  wenn  G  einen 
rissen  Factor  bezeichnet: 


) 


=  0 


1  ArehiT.  Theil  XXX.  S.  418. 
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hxfdx  dßx  &y     8z  3*z\ 

a**  rY??Y  j.  f&Y  -i.  f  &  Yl 


a« 


-0)  <  s-« 


fy/a*  &x  dy  ay  t  8z  a*z\ 
8g?  \ö^>  *  s^*   a$>  *  a^*  8g>  *  a^v 

-3»  [öl)  +  ßl)  +  (£)3 


89)  \dg>  *  S>*  +  8?) '  8?»  +  8<p '  89 V 

•üü  iy??y  j  /%v .  •/aiYi 

"e,.*  LW    W  +  W  J 

Nun  ist  aber,  wie  sogleich  erbellet: 

8  rffay    /8yV   //9tV~l_o/'8ir  ^.fy  S*y  fty 

also  kann  man  die  drei  vorstehenden  Gleichungen  auch  auf  fol- 
gende Art  ausdrücken: 

.  ») 

§£  _  r  ^£  A  r7%Y  +  f8! Y  Ar  fd±Y~l 
dx  -  b  i  8<p  •  8<p  L  W/     V8?/  +  VW  J 

-  2    [(ef)  +  (S)  +  fc)  Ii1 

§=Gf§tÄ[(l)  +(H)  +(S)3 

-•$[<©■  ♦(»■♦©t 

Bezeichnet  *  den  von  einem  beliebigen  bestimmtet)  Anfwp" 
punkte  an  gerechneten,  bei  dem  Punkte  (xyz)  sich  endig«"^ 
Bogen  unserer  Kürzesten,  so  ist  nach  den  Lebren  der  hofcf^ 
Geometrie  bekanntlich  in  völliger  Allgemeinheit: 

-■■■•«)'-(g)'*aö'*«)'- 
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der  kür%e$len  Unten  auf  den  Flächen,  4] 

Iso : 

ras  nach  11)  zu  den  folgenden  Gleichungen  führt : 

du__r^dx  a«   a2«     ^g/8iV  > 

j  a^     \  dtp '  Bq>  *  ä<p*  a<p2  va^/  ^ ' 

a«  ^,([  az  a*  a2*   a2*  i 

ax    *  ^  a<? '  a?>  *  a^>2  cg>2  v^^/  $ 

Nimmt  man  aber,  was  offenbar  verstattet  ist,  deu  Bogen  s 
selbst  als  unabhängige  veränderliche  Grosse  an,  und  setzt  dem- 
zufolge  <p  =  i ,  so  ist : 


^Iso  nach  14): 


85     1  ^'-n 


1K        a«       f,d%x     cm  du  z-»^* 

l5)  •  •  dx—0^'  dy--'Md?'  57  = "~  G  äT2' 

Aus  jedem  der  vorhergebenden  Systeme  dreier  Gleichungen 
kann  man  den  Factor  G  eliminiren,  wodurch  man  u.  A.  aus  den 
Gleichungen  14)  die  folgenden  Gleichungen  erhält: 

16) 

du_  /%    a2«     a*y    ds \     du  fdx   a*«      (Px  ds\ 

Si  \cq>  a^* ~~  a<j>2 '  Bq> )  ~  dy  va?  *  Sp* "~  a"^2  *  ä^y  • 
a«/az  ö2*   ^  a*\   aw./%  a^^a^  a*\ 

\d<p  '  dtp2     d(p2  d<p)  ~~  ci  \dq> '  iSp2      d(p2 '  dtp)  ' 

aw/ar  fo_<p£  fo  \  _  du  /Si  a2«  a2!  a^y 
dz  va<p  •  a<p2  ag>2  *  a^y  ~  dx  \dq> *  dq>*  ~~  a92 '  ä^y ; 

oder  nach  einer  anderen  Anordnung: 

17) 

/du   dy     du  dx\  d2^     /du  d*y     cu  <Px\  vs 

\dx  '  d<p     dy'  B<pJ  dep2  ~~  \dx  dtp2    dy  '  dtp2/  dq> ' 

/du    dz     du  dy  \  d2s      /du   S2:     du  &y  \  a* 
\ty'fy~Jz'dv)dv2-\dy'^~  ä^toV/ö^, 

du  <Px  du 


/du  dx  du  dz  \  a2s  /du 
\dz'  d(p~  dx  '  d(pj  d<p2     \  di ' 


du  a2!*^  a* 

äqp2     fix '  dtp2)  dtp 
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Aus  den  Gleichungen  15)  ergeben  »ich  die  drei  folgenden 
Gleichungen : 

du  a*y   du  a** 
äiä?-aya,*-0' 


)du        8u  a*y 

du  a*x  ^;  n 

dz'd?"  dx'dt*-" 

Nach  16)  hat  man  die  Proportionen : 

du  du  du 

19)  a*:fy:ai" 

a*  a**    a**  fr  ay  a*i    a*y  a*.&  <?*_a!i  a* 

und  aus  18)  ergeben  sich  die  Proportionen : 

a«  du  du    d%x .  a'y .  a*z 

%2°)  äi:fy:az  ~  a*»'a*»*a*** 

§.  5. 

Aus  den  beiden  Gleichungen: 

du  dx    du  cfy     a«  __0 
aar '  a^  *  du '  dq>     5z  '  dq>  f 

(du  dh  du  a*y\ag 
\§y  *  dtp*    dz  '  aW  dtp 

(du  &x     du  <Pz\dy  l  Q 
+  \di  'd<p*     dx  dtp*)  dtp  [ 

(du  d*y  _du  8*x\  dz 

+ \di '  dtp*  a.y  *  dtp*)  aqp 

folgt,  wenn  G  wieder  einen  gewissen  Factor  beseichnet: 

21) 

dx  ,Adu(du  d*y  du  <Px\  du(du  cPx  du  c*z\) 
dv  =  Glty\$xd<p*~~dyd<p*J-dz\5z~'d<p*  dxBtp*)y 

dy        <Ldu(du  d*z     du  d*y\     du(du  d*y  __du  d*x\j 

di=G(fo\ty'fy*'~d*' BußJ ~~ dx \dx ' a?>*  ay ' dtp*) j ' 

dz     „$du(du  d*x    du  dH\    du  (du  dh_du 

di  =  Gldxydz-  dtp*~  didtf)  -  dy  \dy  'dtp*     dz'  dtp*)  V 
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der  kürzesten  Urnen  auf  den  Flachen. 


dtp 


du  /du  {fix  *du  <Py  *du  9*2  \ 
dx  \dx "  dtp2    dy '  dtp2   dz  '  fitp2) 

-SC©"* 

i    du /du  d*x    du  d*y  .du  dtz\ 


dq> 


8^/3*  d2*  du  dfy  du 
dz  \dx '  S^j*    8y "  dgp*     dx  * 


1 


d  ist  aber  bekanntlich  *): 

du  &x  du  <Py  du  cfiz 
te'W  +  Fu'dp+dz'W 

+  dx*\d<p)  +5y*Aa<p/  +di*\d<p) 

&r8y'd<p'd<p       dydx'8g>*89  '    5x00? '  8<p  *  dtp 
Iche  Gleichung  auch  auf  folgende  Art: 

du  <Px  du  8*y  du  tPz 
dtp '  dtp*    dy '  dtp*     dz '  cgi2 

fd*u  dx      d*u  '  dy      d*u   dz\  dx 


/d*u  dx 

\dx2 '  dtp  T  dydx '  dtp     dzdx '  dtp)  d<p 

/  dht  dx  dlht  dy  d2u  dz\dy 
+  \tety'fyi'dy*'fy  +~d7dy'dq>)d<p 

d2u  dx  <Pu  %JL  &u  dz  \  dz 
dxdz '  dtp     dydz '  dtp     dz*  '  dtp)  dtp 


=  0 


( 


o  offenbar  auf  folgende  Art: 

du  d*x    du  d*y     du  d*z  \ 

a*  •    +  5^  •  v+  dz'  v  / 

8  /du\  dx.  d  /du\  dy    d^/du\  dz  [ 

+  dtp  \dx)  d^^Ady)  dtp*dtp\ dz)  dtp  \ 


*)  Archiv.  Thcil  XXX.  S.  418.  Nr.  XV. 
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dargestellt  werden  kann,  so  da^ss  also  nach  21): 

23) 


Bx 


du 

Bx 


*9_ 
Bq> 


dz 
Bcp 


\_Bq>\BxJ '  B<p     $(p\By/'8<p     B<p\dz  J By  \ 

9«  p  9  /9i»\  cx  9  /9tt\  9^  9  /9«\  8:~1 
^  9y  I_9g>  V9jp/  '  <hp  ^  Bq>  \ByJ  9^  '  9g?  \9z/  9<p.l 

9*z  r/9«  V  ,  /9*A*  /?M\a"l 

a?LW         +  w  J 

du  r9  /9«\  9x  9  /9ii\  9<y  l/M  &1 
+  9z  |_9<p  V^äiy  *  9?)  +  Bq>  \By)  *  89  +  Bg>  \  Wz)  89  J 


ist. 


Multipticirt  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reibe 

Bx     By  Bz 
9    By*  Bq> 


und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man,  weil  bekannt 


Bu  Bx    Bji  By     Bu  Bz 
Bx '  Bq>    By  *  Bcp    Bz  '  B<p  ~~ 


ist,  die  Gleichung: 


G0'*  GS)'*®" 


9x  W 
9<pctyfJ 


also : 


\  \Bx /     \ByJ     \Bz )  S  ygqp '  9<p*    9y '  9qp*    9y '  fort 

Multiplicirt  man  die  drei  Gleichungen  23)  nach  der  Reihe 
B<p\Si)'    B<p\fy)  B<p\Bz) 
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Setzt  man  nun  d^ie  beiden  so  eben  entwickelten  Aasdrucke 
von  g  einander  gleich,  so  erhält  man  die  folgende  wichtige 
Gleichung : 

24) 


3  /aM\  a*  a^  /3u\  %  (  a  /a«\  a» 
a"9      '  a9  +  a?  va^y '  a?  +  5^  V  3z/ '  a? 


an  a  /att\    3*  a  /a«\    a«  _3  /3»\  r 
.  di'Sj\Bs)  +    •  ay  W  *  * '  8y  W  l  ft 

©■  ♦  ©'  ♦  (ST '  = 

ay '  ay»  +  äy '  aya  +  ay'ay» 
(a|)  +  (sj)  +  (4) 

Wir  wollen  der  Kürze  wegen: 

a /8m\  a*   a  /3w\  3#    3Y3k\  3x 

P-B<p  \dx)  'B<p+d<p  \fuj  'd(p  +  dq>  \dxj  '  8<p  ' 

»  !•-<£)"♦©■+©'• 

setzen;  dann  ist: 

bp  a  /a«\  3**  a  /a«\  3*#  _3  /3ia  a*z 
a^=  ^+^\^/V+^w"&i>« 

3*  /8m\  ax   3i/a«f\  3^  ,  a»  /a«\  & 
+         *  3?  +  3<p*  W  *  d<p +  3?«  V.  a«/  'a* ' 

w_  ,^tt  3  /3k  \  Zu  d_/Bu\  Bu  i 
ty—'^dx'dcpKSvJ  +  a^  3<A§y/  +  az'ö^vfeA' 

3^    V3? '  3?2 + a<p '  V +  ä<p '  a«jpv ' 

findet  nun  aber,  welches  ein  besonders  wichtiger  Fall  ist,  <fi* 
Gleichung : 
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8  /du\  d*x     8  (du\&y      8  /8a\  8*2 
Ä)  *  '  '  ^Vdr/<891^o>V^/<iV  +  o>W/aoV 

_  o2  /8«\  8.r     8«  /8w\  8«  /8«\  82 

~  W  W '  d<p  +  89«  V.8¥; '  89  +  89*  VV * 

Statt,  so  kann  man  nach  dem  Vorhergehenden  die  Gleichung  24) 
»ffeobar  auf  folgende  Art  schreiben: 

m  1  BP    1  BQ     l  8# 

Vus  dieser  Gleichung  folgt  aber: 


Jso: 


»der: 


d.PQ  lloSR_ 


md  folglich  auch : 


»8  ^  po5« 
Ii  — 5  —  "Vö — 

8qp  8y  _0 


1U0  nach  den  Lehren  der  Differentialrechnung: 

voraus  unmittelbar,  wenn  C  eine  Con.stante  bezeichnet, 

* 7T=C 

olgt,  oder  nach  dem  Obigen: 

jx/  *  V8y>/  ^  VW  S  ?  8g \B*J  8y^8y Vfy/  8<p%V8i  7  B~<p  < 
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natürlich  iramer  nur  unter  der  durch  die  Gleichung  26)  ausge- 
sprochenen Voraussetzung,  unter  welcher  also  die  Gleichung  2?) 
als  ein  erstes  Integral  der  allgemeinen  Gleichung  24)  in  betrach 
ten  ist. 

Für  FlSchen  des  zweiten  Grades  ist  die  Gleichung  26)  jeder 
zeit  erfüllt.    In  diesem  Falle  ist  nämlich: 

u  =  Ax*  +  By  •  +  C:a  +  Dxy  +  Ey  z  -f  Fix  +  G x  +  Hy  +  Jz  +  K , 

m 

also : 

^^VAx+Dy  +  Fz  +  G, 
J  =  F*  +  £y+2Cx-M; 


also  : 


und 


ö/ck\  Px     d  /du\  B*y     _8  /a«\ 

a<*>  Va*/  *  a?« + Sq>     •  a?» +   vä*  a  85* 

a«_  /ati\  a^  ,  ü  /an\  %  /au\  ax 
a<p»  Vär/ '  a? + a?»  ^  V '  aV  +  a?»  V  ax/  •  a«? 
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Iglicb  io  der  Tbat: 

a  /du\       j  /du\  a*y    a  /a«\  a^ 

a<p  \dx) '  dq>*    ög?  \5|y/  9<jp*     <ty>  Vax  /  '  BqP 

__jp_/du\  a*  jPva«\  % . & 

d<p2  vfo/  '  a^     ag>*  \dyj         <VÄ  V  02/  d<p  * 
ie  es  die  Gleichung  26)  verlangt. 


§.6. 

Aus  den  Gleichungen  der  Kürzesten  wollen  wir  jetzt 

dz     .  a*i 

5-    und  5—« 
,nz  eliminiren.    Zu  dem  Ende  setzen  wir  : 


so : 


 du  d*x    du  dßy     du  d*z 

°     dx'liqj*     dy'dq>*     dz  dq>*' 

1 

du   cfo  du  d*x    du  dPy 

dz  'a*»— ~*~ä£ * d^"dy' d&* 


id  folglich: 


du  /dy  a*x  dz  &y  \ 
dz  \d(p '  dq>*     dq> '  a<p  v 

dy     du  dy  dfhc      /du  dy     du  dz\d*y 

-~Cdy~dx'dvd<p*  ~~  Kfiy  ^  dz  dq>)d<p*' 

du/dz  d*x  __dx  d*z\ 
dz  \d(p  *  dqp      3g> '  3<pV 

dx     /du  dx     du  dz  \  d2x     du  dx  d*y 

r 

»er  bekanntlich: 

a«  3#     du  dy     du  dz  ^ 

a# "  a?>  a.y  d<p  ^  Sz  a<p  ~~ 

so : 

dudy     dudz^  dudx 

dy'dtp*  dz  'dy~~  dx' dtp' 

du  dx  Bu  dz  du  dy  m 
dx'dy     dz'lüp         dy  dq> ' 

aher  nach  dem  Obigen: 

Theil   XI..  4 
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du  fdy  ö*r      dz  8*y  \  dy     du  fdx  &y     dy  <Px\ 

du  (dz  cPx     dx  ^z\_  ^  9/1  /öx  <fy  Px\ 

dz\d<p'd<p*     dq>'B<p*J—     öd<p  +  ty\d<p'dy*  dq>'hq>*) 


du 

di 

Für  die  Kürzeste  ist  nun  nach  der  zweiten  der  (Gleichungen  7). 

du 

wenn  man  diese  Gleichung  mit  ^  multipliclrt : 


du  du/dy  d*z      dz  d*y\     du  dji  /dz  d*x     dx  a*x\ 

dx  *  dl  \dtp '  a?2      '  v  +   '  ar  W  '  09* ~~   *  a?v 

+  \dzj  \drp'd<p*-  dv'd&J' 

also  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 


du  dy      du  dx 


=0. 


oder : 

/au  ar  aw  a*\ 

Es  ist  aber  bekanntlich*): 

a%i  /dxy  ??/%Y  ?j/3iY 

a*«  a^  2jp«  a^  &  . 2~  —  ö- 
aarfy  *  a^p  *  5g>    a^a*  *  a<p  *  d<p    dzdx '  d<p'  $<p* 

(du\* 
£  J    multfplicirt,  und 

aw  a2  _  /s»  &*  a* 
a2  o>~*  va**a«p  + 

setzt: 


=  0 


*)  Archiv.  Tlieil  XXX.  S.4I8. 
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(3mV.    _/ö»\*  8»«  /Bx\*     /du\'  8*u  /SgY 

8*u/8u  Bx     du  -%fdu\%  jPu_  dx  Bu 

^du/d%u  dy      ö2#«    a#\  /8ti  äa*  f 

Öx  \%öx  *  äg>     öxöo: "  3qp/  \dx  dtp     dy  '  dq>)  9 

■ 

Iso,  wie  leicht  erhellet: 

/Buy     </a«Y  Pu.ffay  a«  Jü^ff^fY 

W  Ö~(W  'a**  +  W  •ax»~*a*ax,a*ax<W 

^8m  öm       /8m  v  8*14   ^m  a«  a*M  Bu  du  a*ti  ^a^?  öjy 

\  8x'  $y*  dz*     \  dz/  '  dxdy    dx'  8z'  dydz    By  Bz  *  dxdz  $  Bq>'B<p 

c/a«Y  3*m  /a^Y  ?*m    a«  a*  a*n  ^/%v 

i 

erner  ist,  wie  man  sogleich  übersieht: 

30) 

sBuy  dhi  Bu  Bu  a*« 
a;?«  /auv-i  V^ajr/  •  ax«  2  a* '  ax  * äaraz 
?:)äx  va^y  5-  /Buy 

Bu\2  a*u   4>at*  Bu  (Pu 

~  By  '  Bz  '  ByBz 


^Bu/Buy}  \dy/  'Bz*  "di 
^Bz\dy)  5= 


Bu  Bu  a*u   at*  a«  a*w    a«  a«  a*n 

a  j;a«  a«  Bu)  Bx'By '  Bz*~fa'8i '  SjjBz~~  V  "fe'SS&. 
a:  >  & "  a*  '  a^  s  "  ~  >a«\ 51  /a«\  * 

(Buy       $/Bny  B*u     /Bu\4  d  rdu  /duy~l)/dxy 

\di)-c=lK8z)  8zl8z:\8iJ  J5W 

+q^??Y  ~-  r^YY^Y  ^r014  <k  atrna*  a^ 
+  i*W  ä*%  +  Ur/  \8yJ  'diL.8z'dx'dyj\ty  ^ 
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und  man  hat  folglich  nach  dem  Obigen  für  die  Kürzeste  olenbar 
die  folgende  Gleichung: 

31) 

/auyc/8iiY  .  /Bu\  t  /d«Y>/3f  ^  dy 

/du  Bx    du  By\ 
+  \By  '  B<p     a*  '  39/ 


=0, 


]  «4/a«V      ./öm\Vö"V  ö  ■  a»#.aM  aii-i>a.ra^i 
\  /Buy  a»w   /aMy  a  r  a« .  /?«Y"i  ü  {tyY 

durch  welche,  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  t*  =  0,  die  Kür 
zeste  vollständig  charakterisirt  wird. 

Wenn  die  Gleichung  ti  =  0  unter  der  Form 

z-=zf{x,y)  oder  z  —  f{x,  y)  =  0 

gegeben  ist,  so  ist 

u  —  z  —  fix,  y) 

zu  setzen,  und  es  ist  folglich: 

du  _  _  Bxf(x,y)  _  _  a*t  ^ 
air  r^a*  a^- 

a«  _     dyf\x,y)_  dyi 
By  ~        By  By  ' 

a»  , 

a*»— a**  •  a^*~~  a.v2 '  az*  ' 

a*«      <Vz    jüü_ft  ^Än- 
a.ra# -* ~  a*% '  a*ax"-u'  ayar 

also  nach  30) : 

bcbu  /Buy)   A   a$aM.a«ati)   ft  M^V^Yi-o- 

folglich  wird  die  Gleichung  31)  der  Kürzesten  : 


Digitized  by  Google 


der  kürzesten  Linien  auf  den  Flächen.  53 

32) 


1  'a?  a*  a?/ >  a*2  va?/  +  a*ay  *  a?  *  ä^a*/*  Va?/  5  * 

Setzt  man  aber,  was  naturlich  verstattet  ist,  q>  =  x,  also 

a<p    >  a^-"' 

0  geht  die  vorstehende  Gleichung  in  die  Gleichung  : 

33) 


=  0. 


••♦(£)' ♦(*)■'& 


a.r* 


=0 


fdjz    B*z  dy \$ B£z      B^h  By 
\By  ~  Bx  '  Bx)  (Bx*  +  l  BxBy'  Bx  +  Bf  \cxj  $ 

ber. 

* 

§•  7. 

Nach  diesen  allgemeinen  Entwickelungen  wollen  wir  jetzt  zu 
er  besonderen  Betrachtung  der  Rotationsflächen  übergehen. 

Wenn  wir  die  Axe  der  }  als  Drehungsaxe  annehmen  und  Z 
ine  Function  von  :  bezeichnet,  so  kann  man  sich  im  vorliegen- 
len  Falle  die  Gleichung  u  =  0  immer  auf  die  Form  : 

U)   .    .    .  Z2  =  *2  +  y2  oder  *2  +  y2-Z2  =  0 
;ebracbt  denken,  und  kann  also: 

35)  w  =  x*  +  iß  —  Z2 

elzen;  folglich  ist: 

a«   _     du        du  az 
.  a*  =  2*'  8,  =  *?'  ar=-2/a: 

*ach  IU)  ist  nun  offenbar  im  Allgemeinen: 

dx  B2x  By  B2y  cz  B2z 
Bq> *  a<p2  ~^  Bcp  Bq>*    B<p  Bcp^ 

6<p)  +(4)  +Gv) 
a*#  a^y  a*i  a*jr  a«  t  a*i   Bn  B*y   Bu  b*x  Bu  a*x 

 Bx  Bq>*    8y  *  Btp2    By  a<p2     ar  B(p'2     Bz  Bq>*    da:  a<p* 

~*  ~Bu  By  _Bu  Bx  =  du  Bz^___Bu~By   =  Bu  ox~_cu   Bz  ' 
Bx' Bcp    By  '  Btp      By'  B<p     Bz  *  Bq>       Bz'  Bq>    Bx '  B<p 
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also  im  vorliegenden  Falle: 

fix  (fix    fiy   fi*y    fiz    d*i       fi*y  cfix 
fi<p  ag>* 1  a?  fiep*  C(f 


(f£)  +  Gl)  +  G  J 


*«5  ~'§i 

Nun  ist  aber,  wie  man  sogleich  übersieht: 

 fix  fi*x  ^  dy  a«y  ^  cz  c*: 

a  iT f  a*y  (d«  V  |  (  ™  V  -  8<p '  b<p*  8<r '  V  5  ]g 

v  u;  +  (4;  +y 


also : 

a*  a»*  a^  a*#  &  a*z  a  tr /^y  , /%Y./fcv 
ay  •  a?«"1"  äy  * a<?»  + ay ;  äy_  ay  \  Va<?>/  MäW  vä?/ 

4 

ferner  ist,  wie  man  leicht  findet: 


a^: 


a*.r 


a<p  *  a^>  ^  dep^  ^  a^p*  * 

so  dass  man  also  nach  dem  Vorhergehenden  für  Kotatio 
die  folgende  Gleichung  der  Kürzesten  hat: 


36) 


^a^_  ajr 


=  0. 


a  .  cm  a.? 

x-  (a-  x  —  y  v  ) 


folglich  auch  : 


,  ay    a.r  fi  4/" /ti*V  /a«v  /a*v 


,  a«  aar. 


=  0 
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der  kürzesten  Linien  auf  den  Flächen. 
jo  nach  der  Differentialrechnung: 

>raus  unmittelbar 

V(|),+(IH^=CoB.,.> 

so  auch,  wenn  C  eine  Constante  bezeichnet: 

dy  d.x 

ler : 

■igt. 

Aua  der  Gleichung 
giebt  sich,   wenn  man  der  Kürze  wegen 


:tr.t : 


z'-az 


a*  a;/  _az  az  a*  yy,a2 
^+*ä9=z^=zara*=zz  av 


'    folglich  : 


a*  a* 

Q  AI*    *s  JTä- 
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Daher  hat  man  nach  38)  die  folgende  Gleichung: 


welche  man  leicht  auf  die  Form  : 


KdtpJ  "    z    'dtp  z*(C*-z*)  W 

oder,  wenn  man  auf  bekannte  Weise  die  Grösse  auf  der  linken 
Seite  des  Gleichheitszeichens  zu  einem  vollkommenen  Quadrat? 
ergänzt,  nach  einigen  leichten  Transformationen  auf  die  Forra: 


(Bx     xZ'  Bz\l 
dy-~Z-'d<p)  _  C'(l-f^)  /Bz\ 
x*-Z*       "  Z>(C«-Z«)aW 


bringt,  welche  Gleichung  also  für  alle  Rotationsflächen  gilt. 
Setzt  man  nun  aber 

40)  x  =  Zt>, 

so  ist: 

8.r       8»      32  8Z   &._-«)»  & 

8^=z8y+e8<P-z89;+B  3z,av-i58V+,'z 

und 
also : 

dx       XZ'    Bz         _  Bt  m»/  •  «v 


folglich  nach  39): 


ß»)  _  C»(l  +  Z'*)_  /8z V 
1  -  Z*(C*  -  Z») '  \<><pJ 
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der: 


Gy)  _  C*(l  +  Z'*)  /6t  v 
l_t*  —  z*(Z*-C*)  \d<pJ  ' 


Ans  dieser  Gleichung  erhellet  unmittelbar,  dass  1  —  v%  und 
!*— C1  immer  gleiche  Vorzeichen  haben  müssen.  Weil 

t;  fto  ist: 

*•  =  (*■+»■>•*.  e'  =  ^y  1-«"ssii+?; 

so  1— cÄ,  nnd  daher  nach  dem  Obigen  auch  Z* — C*  positiv, 
ol^licb  ist : 

a©   


so: 

 i_  cVi  +  z'*/d*  &>\ cvT+z*  & 


ih   z'« 

4IJ  •  •  •  •  v^""J:2Vr^rcsd *' 

welcher  Gleichung,  weil  Z  und  Z'  Functionen  von  z  allein 
»d,  die  veränderlichen  Grössen  gesondert  sind,  die  Integration 
iser  Gleichung  also  auf  blosse  Quadraturen  zurückgeführt  ist. 

Auf  die  Form  41)  hat  Euler  die  Gleichung  gebracht  in  der 
ethodus  inveniendi  lineas  Maximi  Minimive  proprio- 
te  gaudentes.    Lausannae  et  Genevae.  1744.    pag.  141. 


§.  8. 

Für  Rotationsflächen  kann  man  auch  setzen : 
12)  .   .    .    ;r  =  rco8<p,   y=rsino;,  z=:f(r); 
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dx  dr 
g^=co8g>g^-r8in<p, 


dy       .  dr 


-fr  cos  9. 


) 

dz     dz  dr       ,  dr 


folglich  : 


und: 


Oy  dx 


also  nach  37): 


-c. 


Vr'J+IH[Ar)]'t(|)* 

woraus  man,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt,  nach  eioi$n 
Reductionen  leicht  die  Gleichung: 

/dr\  _  r»      r»— C» 

■ 

oder : 

/a<pv  _  c«  1  +  1/»)* 

Var>/   ~  r*     r*-C*  ' 
also :  ^ 

*  Sr"-*  r>  ~r^C*~* 

oder: 

44)  8,=  ±^L+gg? 


erhält,  wo  wieder  die  veränderlichen  Grössen  gesondert  sind. 


§.  9. 

Endlich  kann  man  über  den  Fall  der  Rotations- Flächen  am* 
noch  das  Folgende  bemerken. 

Man  setze: 

45)    .        *  =  fl*«-fy«)  oder  1  -/Y^  +  y»)  =  0, 
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u=:z-f(x*  +  y*)t 


du  _    df(x*+y*)  _  dz 
Bx      ~~  Bx' 

By~      ~By      —  5>' 

er: 

dz  dz 

id  ist  aber  nach  18): 

ö«  o2^     Bu  B*x  

io  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 

B^u  d^x 

">   •*»-ya?=0 

er: 

,  ö2«    &r  t  8*x    Bu  Bx 

jlich : 


3jf      .  3a: 


~ss  s~ 


8    dg      dx  Ä 

s(*e-»e,SS!0' 

o,  wenn  C  wieder  eine  gewisse  Constante  bezeichnet: 


j.  io. 

Wir  wollen  jetzt  das  allgemeine  dreiaxige  Ellipsoid,  dessen 
eichuog 
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m  ©r  ♦.©'♦©•-' 

ist,  besonders  betrachten. 

In  diesem  Falle  müssen  wir  also 

«. — ©•+©■+©:-■ 

setzen;  auch  soll  im  Folgenden,  was  bekanntiich  verstattet  i*t: 

50)  a:  =  acospcos^t   yssosinqpcos^,    j  =  eshnf> 
gesetzt  werden. 

Hieraus  ergiebt  sich  sogleich : 

•  gü     2ar  2cosycowt/j 

dx "~  a%  ~~  a 

du     2y  2  sin  y  cos  V; 

51)  .   •    •         \         62  —  £ 


und: 


52) 


8u  2x_2sin». 

Ö2        C*  C 

e^=ä*'  fy*""**' 


53) 


Aus  51)  folgt  unmittelbar: 

4<^cosycosy;y  +  ^sinycos^y  +  ^sin_^y  , 


Ferner  ist : 


/duy  8*m     8r*  _  8sirnp* 

(ÖMY  g*«     8x«  8sin^V 


und 
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ou\*  d  rdu  /Su\'-t    /öa\'  3*u      8«  du  8»u     /Su\'  S*u 

8**      8  co»  g>2  c  os 

/3«Y  /Buy  a  ra«  a«  8m-i 

du  öm  8«  Oti  ö^ii       du  du  d*u 

a«  du  d2u          8jry        8  sin  gp  cos  gp  cos  tp2 

3a:  *  8y  '  ai*       a*6*c8  "~  a6c* 

'8m\*  ö  ra«  /atA*~i  /an\*  a*«    aua»  a*«   /a«Y  a*« 
öiLai:Vv  J"W  a^-^Ti-p;- W  'S5 


Jso : 


8^      8  sin  qp*  cos  > 


/a«Y  <üü./%Y  1  r??  ^ttV~l 
W  a**  +  W  'foLai'Vöiy  J 


i 


8  8 
=  ^5 (cos  qpa cos  i^  +  sin t//»)  =        (1  —  «n  q>% cost/,*). 

\di)  dxdy  +  \dx)  '\Fy)  Tzl_ai!a**ayJ 

8j?y       8  sin  y  cos  qp  cos  ^2 


i 


8  8 
=  j5^(*in<p*cost^*  -Mio^;*)  =  —  cos  g>2cost/>4). 


Folglich  wird  im  vorliegendes  Falle  die  Gleichung  31),  wenn 
man  das  dortige  tp  —  x  setzt: 
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54) 

■ 

oder: 

55) 

C)  \(a*)  +  0»)  +Ö)  18  j 

+  U»~"a»  8^(««  +  6»UV  ~o*6«1*' ~*SP  5  ' 
wozu  natürlich  noch  die  Gleichung 

©*♦©•♦©•-" 

kommt. 

Zu  einer  anderen  Gleichung,  welche  als  das  erste  Integral  der 
vorstehenden  Gleichung  55)  zu  betrachten  ist,  fuhrt  die  Gleichung 29). 
Setzt  man  nämlich  das  dortige  q>  —  x,  so  ist  nach  51): 


A  f??^   A       -  iL  *L  • 


also ; 


B<p  \Bx) '  B<p  +  B<p  \B'y)  'dq>  +  d<p  \BiJ  '  Btp 
folglich  nach  29): 


57) 


K^)  *Q»)  +C0  6«(s0 


c, 
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wo  statt  \C  in  29)  hier  C  geschrieben  worden  ist.  Zu  dieser 
Gleichung  kommen  naturlich  noch  die  beiden  Gleichungen : 


deren  zweite  sich  aus  der  bekannten  allgemeinen  Gleichung 

du  dx    du  dy    du  dz 
dx  dq>     dy  'dq>     dz' dtp" 

unmittelbar  ergiebt. 

Nach  50)  ist  nun  aber  auch: 

dx  .  dty 

=  —  a  (sin  q>  cos  y  +  cos  <p  sin    gj) , 

dy  cip 
^=  6(cos9COSt^-sino>8ini^g^), 

dz  tym 


also,  wie  man  leicht  mittelst  51)  findet: 

du  dx  du  dy 
dy  '  dq>     dx'  dqp 

_  (a  .     _    b         „\  .     /a     b\  drit 

=  —  2 cos    \  cos sin  <p'  -f  -  cos  qPJ  4sinqp  cos<p  sin tyy g  —  -J     J . 


Ferner  ist: 


.     dtu  /ctyV  9V 

=  —  oleosa  co8^~2  sin  o^sinif/g^ -f  cosqpcosi/^g^J  +cos<psint^g^}. 

d*y 

d<p* 

=— 6tsrnqpcnstf>+2co8<paintf/  +sin<PC08^g^y  -r-sin^sin-j/^p): 
üso,  wie  man  leicht  findet: 

Es  ist  aber: 
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(I  —  sin  9*  costf;*)  (sin  9  cos  t//  +  cos  9  sin  g^)s 
— ^sinycosycost^sinycosi^^ 

_|_  ( 1  _  C08  <p»  cos  t|>*)  (cos  <p  cos   — si  n  <p  sin  g^)1 

=  (sin  9  cos  i/>  +  cos  9  sin  t|>  g^)a  +  (cos  9  cos  ^ — sin  9  sin  $  g^)* 
-co8V'*lsin9(8in9COsV'+co89sin^)+cos9(cos9coS^-8in9sin^)!1 

==co8^  +  sin^«(^)!,-cos^==sinVlco8^*+  (g^) 

und  wir  haben  also,  wie  man  leicht  findet,  nach  31)  die  folgern!« 
Gleichung: 

(j-  cos  <p*cos  ^  + 1  sin  g>*  cos  ^*  +  ^  •  j  sin  ^ 
X  { cos  ^  +  (1  +  sin  *«)  ^  +  sin  *  cos  *  } 
—  cos^  { cos^  fr  ein  g>*  +  -cos 9*^  +  sin<jpcos  qpsin  V  ^7  —  ^ 

X!co8*«  +  (g)*l=0 

°dW:  59) 

-  •  -  sin  i/; cos  t//*—  ^ j  —     sin  <p cos  g> cos t^1 
+  siniM  [t  sin  g>*  +  -  cos  <p*J  cos  ^a  +  -  •  -  (I  +  sin  *»)^ 

+  C0*V  {  G8ln +  oC0S 90  COßtf;*  +  ^ '  cSm W  ==0 
Fü>  das  Rotations -Ellipsoid  ist,  wenn  die  Drehungsaxs  die 
Axe  der  x  ist,  a  =  6;   also  nach  59): 

60) 

sin t|/ cos +  sin  tJM cos       (")  •  (1  +  sin 

/a\-  A 
+  costMcos^  +  ^J  •8int/;  ^  =  0 
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der: 

61)   ...    .   cosi/>*{sint^;^  +co8ipg^5} 
etzt  man : 

)  ist:  •  . 

cos  *l>*  +  (;:)  *  (l  +  *™  **)  =  2  +  *Ä  (1  +  sin  ^«) , 

cos  t/;*  -f         sin  t/>*  =  1  +  f*sin  t^* ;  • 


so 


63)  sin>cosi^^sin^(~)  +cos^^ 

+  sin  t^cos  i//      }  =  0. 

Für  die  Kogel  ist  «  =  0,  also: 

64)  .  .  .  sin^cos^*  +  2sintp^^   f  cos^|~  =  0. 
Weil 


Iso 


sintl;  Bty      d*sintl>         .  /<tyV 


it,  so  ist  für  die  Kugel  auch : 

intf;costJ/*-f  3sin^\^^  +  '"g^«  = 


sin 

Iso: 


o  ,      /ösintJA2  ,         ~dasint^  _ 
66)    sin*co*^  +  3sin*^-^j  +008^-^  =  0. 

Es  ist  auch,  wie  man  leicht  findet: 


TatU  XL. 
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also  für  die  Kugel  nach  64): 

66)  .  .    2gin^|^  +  8in^co6^^y-co8i|;^  =  0. 
Leicht  erhält  man  nach  dem  Obigen: 

8f  Gl)  =  ^•^=-^8in9,C08^+  coa*«n*g), 
d   /8k\      2  dy       2  .      .  a* 

a  /an\    2  Si     2  at/; 


A/fo\  a*  _a  /aii\  ^ 
dg>      'd<p  +  d<p  \Bit) '  a<p +  a?  VW '  a<p 

a^ 

=    2  (sin  <p  cos  tji  +  cos  q>  sin  t/i  g^)1 
+  2  (cos  g>  cos  V — «in  9  sin  ^  g^)a 


+2c»•!',(a^), 


=    21  cos 


and  folglich  nach  29) : 

67) 


j  (sggggy + (*y*)- + (y  y  j  i  , 


aa(singpcosi//  -f  cosojsintf;^)* 

dil; 

-f  6* (cos  qp  cos  ^  —  sin  <p  sin  tj>  g^)4 


wo  statt  £C  in  29)  hier  C  geschrieben  worden  ist. 

Für  die  KugeJ,  wenn  nämlich  a  =  A  =  c  ist,  führen  die  GW* 
chungen  57)  und  67)  beide  auf  die  Gleichung  CVi*  =  1 . 
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}.  II. 

Die  Gleichung  der  Beruhrungsebene  einer  Fläche  in  dem 
Punkte  (xyz)  ist  bekanntlich: 

<*)•••  £<r-*)  +  |(»>-y)+£<?-x)=0, 

md  die  Gleichungen  der  Berührenden  einer  Curve  in  dem  Punkte 
xyz)  sind : 

69)  —  -  5^  -  ?— 2  *\ 

} dx  -   %   -  dz  >• 


Die  Gleichungen  der  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  mit  der 
berührenden  in  dem  Punkte  (xyz)  parallel  gelegten  Geraden  sind: 

öqp      3gp  3<p 

Bezeichnen  wir  das  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  auf  die 
leruhrungsebene  in  dem  Punkte  {xyz)  gelallte  Perpendikel  durch 
\  so  ist  nach  den'  Lehren  der  analytischen  Geometrie : 


.  du       du      cn  n 


Ist  nun  die  Fläche  ein  Ellipsoid,  so  ist  oach  dem  vorhergehen- 
H)  Paragraphen  bekanntlich :  » 


du  _2x  8n__2y  du  2* 
d;c~a*'    Sy^o2*    dz  "  i*; 


so: 


■£*»S-S-{©"*(»"*0)>«. 

Wieb  nach  71): 
')  Arcbir.  Thl.  XXX.  S.  45Ä6.  Kr.  61)  ub4  S.  367.  Nr.  3). 
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Bezeichnen  wir  den  Durchschnittspunkt  der  durch  den  Anfing 
-der  Coordinaten  oder  den  Mittelpunkt  des  ^Ellipsoids  parallel  mit 
der  Berührenden  der  Kürzesten  in  dem  Punkte  (xyz)  gelegten  Ge- 
raden mit  dem  Ellipsoid  durch  (XVZ);  so  hat  man  zur  Bestim- 
mung der  Coordinaten  X,  F,  Z  die  folgenden  Gleichungen: 

d(p     dep  ccp 
aus  denen  sich  leicht: 

1 

73)  .  .  .  G=± 


also : 


74)  .  .  (  r^jb 


Z  =  ± 


8g) 


ergiebt.  Bezeichnen  wir  nun  ferner  den  nach  dem  Punkte  (AT? 
gezogenen  Halbmesser  des  Ellipsoids  durch  R,  so  ist 


R=sTx*+r*  +z*, 


also : 


75)   .    .  R  = 


■Vi 


Gl)  +      +  (frp) 


oder: 
76) 


Digitized  by  Google 


der  kürzesten  Unten  auf  den  Flächen.  69 
tekaontlich  ist  aber 

(£)  =(sjD  +(af)  * 

fso  nach  76) : 

-a*\d(p  d<pj  +b*\dy'd<pj  +c*\d<p  d<p)  ' 

Weil  bei  dem  EUipsoid: 

^"-  =  0    —  =0    —  =0 
t:  so  hat  man  die  beiden  folgenden  Gleichungen*): 

a4ö?>i"   *  a<p +  c* '  a?>  ' 

er,  wenn  man  i  fär  9  setzt: 

«*a.  +  6»ai  +?a#  -ü' 


ir  die  Kürzeste  kann  man  aber  nach  18)  oder  20),  wenn  G 
ten  gewissen  Factor  bezeichnet: 


•)  Archi».  Thl.  XXX.  S.  418. 


< 
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setzen,  und  es  ist  folglich  nach  der  oben  stehenden 
und  nach  72)  und  77): 

woraus : 

78)   26"Ä-5 

fdlgt 

Bezeichnen  wir  den  Krümmungshalbmesser  der  Kürzeste«  % 
dem  Punkte  {xyi)  durch  H,  so  ist  bekanntlich  *): 


<  fB*\*\  (*y  V-i.  (6z  y  ( 4  f8**  Y-l  ^  Yj.  ^  y  * 

/8ar  iftr  d*y    dz  3*x\» 

~~  v  57  '  a** *  äi  *  e*a  +  8i  •  a* v 

oder,  weil 

(©'♦©•♦öd*-©'- 


ist : 


/a«*\ 


Nach  dem  Vorhergehenden  ist  aber: 

dx  d*x    du  d*y  .  3z  d2*     ,  ./du  dx    du  du  m  du  dz\  A 

"CSF +srs?  +  S"S« 85=6  Väi-ä7+^  ai  +  Fx'äJ=0 

und 

(&)"*(S)'+(S),=-!(5)'+(f.)'HJi)!; 

also  nach  dem  Obigen: 

_     _JL       _  /» 

und  folglich: 
79)  iGf*=*^- 


*)  Archiv.  Thl.  XXX.  S.  401.  Nr.  41). 
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Vergleicht  man  nun  die  Gleichungen  78)  und  79)  mit  einander, 
erhält 


80)   .  Ä*  =  />B 

»der  die  stetige  Proportion : 

81)  P:R=R.n. 

Weil 

rt,  so  ist  nach  72)  und  77): 

ÖP_£        .y   by     z  dz 

^  dt  "fl«*Si  +  6*a*  +  c«  äV 

_ i?-8^  -  1  <!?  ???  ,  1      ö*y  .  1  &  a** 
Ä   a*  - a*a*aia  +  ©** ai av»  +  c» 'i&'ä?5 

•o  nach  dem  Obigen : 
»d  folglich  nach  78)  : 

Ä    %  -Ä*Vi4*ai   6* " dj c*  Bs/ 

dier  haben  wir  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 

"(?-ä+*-£*;.-s)- 

i  denen  durch  Addition  die  Gleichung: 


^-0 
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uod  folglich,  wenn  C  eine  gewisse  Constante  bezeichnet,  die 
merkwürdige  Gleichung : 

82)  PR=C 

folgt. 

Weil  nach  72)  und  77): 


V<3)'*Ö.)>G)'' 


ist,  so  ist  nach  82): 


83) 


oder: 

84) 

IC5)'+(Ö'*G)'I  li©'4flö'+J<Ö"l-" 

Weil  nach  80) 

- 

ist,  eo  ist  nach  82) : 

86)  M  =  pl.  P»»=C«. 

Wenn  Ax  A%AZ  ein  auf  der  Oberfläche  des  EHipsoids  von  Kör 
testen  eingeschlossenes  Dreieck  ist,  die  von  •  dem  Mittelpunkt« 
des  EHipsoids  auf  dessen  Berührungsebenen  in  Ax,  A%,  A3  geföl" 
ten  Perpendikel  respective  durch  Px ,  P%9  Ps.  und  die  " 
raungshalbmesser 

A\A%  ,     ,  Hia 
in  Ax  von   /  /  durch  w  , 
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bezeichnet  werden,  so  ist  nach  85): 

^1S—  pTs'  *»18  — ^5  » 
\t   v  ^12*. 

»a-jyp  *»-p4i' 

also  offenbar: 

«)  ^12^23  #31  =  Ä13  Bai  Hjj. 

Wenn  man  die  Gleichung  84)  mit  oder  multipli- 

cirt,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

87) 

isr*  ar+ csri  ji<s>* + iöö*+ 

§.  12. 

Wir  wollen  nun  wieder  setzen  i 
88)  . .  x  =  acosgpcos^,   y  =  6sinqpcosi|>,    i  =  csint^; 
Im: 

i  -a(sina?cosi|/ +  cosqpsint|>g^), 

j  ^=    o(cos9COst{>  —  sinqpsini^— ), 
dz  dip 

g^=-a(cos<psioij>  +  sin<pco8ti>  ||), 
90)  .  .  .    \         ~-6(sing>sintj> —  cosqpcostp  g^), 

5» 


I 
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folglich : 

und,  wie  man  leicht  findet: 

Also  haben  wir  nach  87)  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

91) 

C/cosqpcos^Y  //«Ipjpcos^A2  /sin^/V) 

Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  stimmt  mit  der  Gleichung  67) 
ganz  uberein. 

Für  das  Rotations- Ellipsoid,  wenn  die  Drehungsaxe  als  Are 
der  z  angenommen  und  folglich  a=zb  gesetzt  wird,  werden  die« 
beiden  Gleichungen: 

92) 

Nach  47)  ist  für  das  Rotations -Ellipsoid,  wenn  C  eine  Coi- 
6tante  bezeichnet,  die  natürlich  nicht  mit  der  im  vorhergebeodeo 
Paragraphen  eben  so  bezeichneten  Constante  verwechselt  wer 
den  darf: 

Bs 

also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit        multiplicirt : 
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Oy  d x        dt . 


ius  88)  und  89)  ergiebt  sich  aber  leicht  allgemein : 

du  dx 

ilso  ftSr  das  Rotations  -Ellipsoid: 

du  da; 

iod  folglich  nach  dem  Obigen: 

93)  '   •     C~  =  a«cost/,*,   C^  =  a«cos^|j; 

ilso: 

94)  d(p  —      C  k 

tfegen  der  zweiten  der  Gleichungen  92)  ist  folglich: 

ho: 

95) 


n  ■••  ».: 


/cost/A*  /smt/A* 

j(^)'+(gy)'|.ecy,. 

Einfachere  Formeln  erhält  man  auf  folgende  Art  Nach  93)  ist : 

a«co8^  =  C*(!^)  , 
md  nach  89)  ist  für  das  Rotations  •  Ellipsoid : 

S)'=^)'^)"<I)W+^.^-,®)-. 
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also:  f 
a*cos^«  =  C«{a*co8^  +  (a««in^*  +  c»co8^,)(^)  \ 

und  folglich : 

a*co«^«  =  C»|a*sinif>*  +  c2cos^«  +  a»co«^«(^y  I 

S~*ß)'«S(^+0+(*)'- 

woraus  sogleich : 

folgt.  Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  zweiten  der  Gl* 
chungen  93),  so  erhält  man: 

^  •  •  •  W-^~*5r^TT 

^COS  Tp*   1 

oder  : 

^cos^/2— 1 

Mit  diesen  Formeln  wollen  wir  die  Formeln  95)  Vergleiches, 
um  zugleich  ein  Kriterien!  für  die  Richtigkeit  unserer  Rechnung 
zu  haben. 

Es  ist,  wie  man  sogleich  übersieht: 


a*^2*cos 
und 


also  nacfa  der  »reiten  der  Gleichungen  95)  offenbar: 
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reiche  Gleichung,  mit  der  Gleichung  96)  verglichen,  zu  der  Re- 


Iso: 

»)  «4C,,=S+(i-?)ct 

abrt 

Nach  der  ersten  der  Gleichungen  95)  ist: 
Iso  nacb  99): 

a*cos^*^tang^*  + l) 


- — s*- 

t 

^cost^f  ^  tang^»  +  n 
=  c*  ^  —  

g^COS^2— 1 

as  ganz  mit  der  Formel  98)  fibereinstimmt 


§.  13. 

Die  Gleichung  der  Berfihrungsebene  der  Fläche  in  dem 
'ankte  (xyi)  ist  bekanntlich: 

100)  £0f-*)+^(»-jr)  +  E(f-«)  =  O. 

He  Gleichungen  einer  beliebigen  durch  den  Punkt  (xyi)  geleg- 
en Geraden  seien: 


t — x 


COs£         C081?  COSf" 

>oll  diese  Gerade  in  der  Berfihrungsebene  liegen, 
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du      .  ,  3«  bu  A 

sein.  Wenn  aber  ausserdem  diese  Gerade  die  Axe  der  }  schnei 
den  soll,  so  rouss  gleichzeitig  jr=0,  n=0  sein,  was  nach  des 
Vorhergehenden  unmittelbar  zu  der  Gleichung: 

cos£  "~"  "cos  17*    cos£  cosij 

oder:  ycos| —  x cos rj  =  0  führt.  Also  ist,  wenn  G  einen  se 
wissen  Factor  bezeichnet: 

101) 

cos$  =  G:r^,   cosi?=Gy|[,   cosf=  -  G(x|^+y^); 
folglich ,  weil  cos  t*  +  cos  17»  +  cos  £*  =  1   ist : 
102)  .      6  =  ^-7=   1 


oder,  wie  man  leicht  findet: 


103) 


G  =  ± 


also: 


1 


V«-*KS)"*©"*(Sn-«-S-£ 


104) 


co«E=± 


8k 


cos  ^  =  4 


du 
"  dz 


==5= 


\W>K^©'^)><*g-.§ 


cos£  =  + 


bu  du 


V«-*Ks)'*©'*©'H-5-. 


Liegt  nun  auf  der  Fläche  eine  beliebige  Curve,  so  sind  i 
Gleichungen  der  Berührenden  dieser  Curve  in  Hern  Punkte  (43 
wenn  o>,  wie  gewöhnlich  bei  solchen 
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•ioe  beliebige  veränderliche  Grosse  bezeichnet,  von  welcher 
-,  tf,  z  abhängig  gedacht  werden : 

T—z     t)—y  ?-z 


l05>  Ite^-äf  * 

c)qp         öqp  dtp 

1 

od  es  ist  bekanntlich : 

du  dx    du  Bv     du  dz 

Bezeichnen  wir  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
ne  der  beiden  Richtungen  dieser  Berührenden  mit  den  positiven 
bellen  der  Coordinatenaxen  einschliesst,  durch  V*J*»  60  *tst> 
enn  G'  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

107)...«o.J'=G'|,   co8„'=G'|.  «osr^G'gi 
»o,  weil  cos£'*  -f  cos  rj'2  +  cosj**  =1  ist : 

.  .  .  .  {»'  =  i 


d  folglich : 

f  So; 

cos!'  =  :fc   _ 


cosf=i: 


Wenn  nun  cd  den  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  bezeich- 
t,  welche  die  durch  die  Winkel  £,      f  und  I',  V,  f  bestimm- 
1  Richtungen  der  beiden  vorher  betrachteten  Geraden  mit  ein 
Jer  einscb  Ii  essen,  so  ist  bekanntlich: 

cos  co=  cos £  cos £'  -f  cos  r\ cos  rf  +  cos  £ cos  g , 

0  nach  101)  nod  107): 

.    dy.        .  ö«.  dz. 
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oder: 

~.  .  Bx      du      Bz  du     t  du       du     cux  di 

also  nach  103)  und  106): 

110)  

.  Bx      dy       Bz^Bu     /  du      Bu  .  Bu.cz 

— *       I  C/3xV    /8«V    /3s  V 


yi  {(©■♦©■+©■1 


Es  ist  aber  auch: 

8*ma>*  =  1— (cos£cos£'  +  cos»?  cos  i/  +coafcos^)* 
=  (cos?  -+  cost;4  +  cosf*)  (cos£'2  +  costj'4  +  cos^*) 
—  (cos  £  cos  {'  +  cos  rj  cos  V  -f  cos  £  cos  f)*, 
also  nach  einer  bekannten  arithmetischen  Transformation: 

sin  ö«  =    (cos  {  cos  tf — c  os  tj  cos  {')* 

+  (COS  tfCOS  J*  —  COS  f  COS  f\')% 

-f(cos£cos  $'  —  cosjcos^)*, 

und  folglich  nach  101)  und  107): 

/  %  J^%/Buy 
ix&~*B^\Bz) 


sin  a>»  =  G*G'%  l  + 


,  du  Bz        du  ,  ajy 


oder: 


sin«>*  =  G*(?/1 


r,  dti  3k      3«  Bx    y  82       3a-  ck,. 

ki   1.  ■lAfis  .  .     Bu  Bt  du  Bx    Bu  3y 

Nach  106)  ist:    ^ .g^  . fy>   also  offenbar:  j 

.   3i      By.Bu           dy  Bx.Bu        du       du       du  d« 

,  3r      3a:.  3ti        _  öy  Bx.Bu        du      du       du  ex 


I 
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olglich  nach  dem  Vorhergehenden,  wie  man  sogleich  übersieht: 

**_wfc^j(E)%(£)-t(5ö'{. 

Uo  nach  103)  und  108): 
III)   sin©  = 

,  By       Bx^f  /Buy  ,  /Buy  .  (Bu V 

o  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenach- 
em  die  Grösse 

By  Bx 
x Bq>~~yB<p 

□sitiv  oder  negativ  ist,  weil  oa  zwischen  0  und  180°  liegt. 
Für  Rotationsflächen  ist  nach  §.0.: 

+  *•>.  |j  =  -%/"(*• +  »■>; 

so : 

id  folglich  nach  111): 

By  Bx 

IIS)   .in  ,  =  +  — =  *^ZfL!g  ===== 

ler : 

i 

By  Bx 

^  13)  sinoj=  + 


xBq>    y  Bq> 


vW)(gy' 


o  man  immer  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat. 
nachdem  die  Grosse  » 

du  Bx 
Bq)     ™  Bq> 

)«itiv  oder  negativ  ist. 

Theil  XL.  * 
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Setzt  man  <*>=*,  so  wird  för  Rotations- Flächen : 


114) 


sin  co  =  ± 


du  dx 


wo  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenach 
dem  die  Grösse 

da- 


positiv  oder  negativ  ist. 


1 


§.  14. 


Das  Vorhergehende  wollen  wir  nun  auf  das  EHipsoid,  ins- 
besondere auf  das  Rotations -Ellipsoid,  immer  für  die  Axe  der 
als  Drehungsaxe,  anwenden. 

Für  das  EHipsoid  Oberhaupt  ist  nach  §.  II.,  wenn  P  sei 
bekannte  Bedeutuug  hat: 


und 


also: 


Bu      du        0/l  1\ 

=  ^  f  (*a + y*)  -     -  ff  *"*  V  s  ■ 


folglich  nach  III): 


sina>=+ 


115) 

*8«a-^^ 


oder 


116)  8iiiw  =  4: 


'  .  
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is  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenacbdem  die  Grösse 

isitiv  oder  negativ  ist. 
Setzt  man  nun  aber: 

117)  ar  =  acos9Costp,   y  =  bsintp  cos  !{/,    z  =  csin^; 
ist  nach  §•  12. 

By  Bx 

io: 

118)  sin  o>  = 


er,  wenn  man  den  Bogen  j,  was  offenbar  verstattet  ist,  sich 
mer  so  genommen  denkt,  dass  tp  und  $  gleichzeitig  zunehmen 
1  abnehmen : 

,In,         .   a6cos^* 

Für  das  Rotations- Ellipsoid,  welches  ivir  jetzt  allein  betrach- 
ten, ist  also: 

20)  sin  oi  =  • 

Ist  nun  die  auf  dem  Ellipsoid  angenommene  Curve  eine  Kör- 
te, so  ist  bekanntlich  nach  47): 

By       Bx     „     ,  By  Bs       Bx  Bs  Bs 

lieh : 

By  Bx  _  ^  Bs 

x B<p  y  B<p~~  B<p* 

nach  dem  Vorhergehenden : 

il)  «acostf>*  =  cj£; 

er  nach  120) : 

#)  sino)=  ,  r~  —  

ist  aber  nach  117)  für  das  Rotations  -  Ellipsoid : 

6* 
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x1  -f  y2  =z  a2  cost^*, 

also»  insofern  bekanntlich  immer  zwischen  —90°  und  4^ 
genommen  wird: 

ar*+y*  =  acost^, 

und  folglich  nach  122): 

123)  acosi^sino)  =  C, 

wobei  wir  bemerken  wollen ,  dass  die  Constante  C  stets  positW 
ist,  weil  i|>  zwischen  —90°  und  4-90°,  o>  zwischen  0  und  W 
liegt,  so  dass  also  costf  und  sinco  stets  positive  Grossen  sind. 

Aus  der  Gleichung  123)  folgt 


a  sin  m         0  T  C2 


also: 


^sin»*—  1  » 


indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  x 
positiv  oder  negativ  ist.  Durch  Differentiation  nach  09  folgt  aus 
der  Gleichung  123): 

cos    cos  co  —  sin  ifrsin  m      =  0 > 

also : 

125)  g—  =:  cot  t^i  cot  od  , 

und  daher  nach  124): 

WH  a*  cotco 

126)  §^-±— —   »» 


ICD  4/  tt2 

Y  £2  »in  CD*  —  1 


das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  ^  pesifr 
oder  negativ  ist. 

Nach  96)  und  dem  Vorhergehenden  ist: 
VW  '  \da>J  —  a* ' "      cosec  o>»  —  1         *  ^30/ 


also,  wenn  man 


12?) 
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>tot,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  tindet: 

\B(oJ  ~~      cot  a>*       '  VW  * 


id  folglich  nach  126) : 


i 


die  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  nachher  gegeben 
rden  wird. 

Nach  121)  und  123)  ist:  • 

Bs      a'costy2  C 
h(p~~      C      ~~  sin  o* ' 

3*       ds   dqp         C  d<p 
bm     Btp  '  Ba>     sin  a% '  dto  1 

folglich  nach  128): 


in  deo  Formeln  128)  und  129)  die  oberen  und  unteren  Zeichen 
einander  zu  beziehen  sind. 

Wie  nun  aber  in  diesen  beiden  Formeln  die  Zeichen  zu  neb- 
'  sind,  kann  auf  folgende  Art  ermittelt  werden,  wozu  jedoch 
fi  die  folgende  Annahme  nöthig  ist.  Wir  wollen  nämlich  den 
jchen  0  und  180°  liegenden  Winkel  co  von  jetzt  an  immer  so 
Ben,  dass  derselbe,  von  dem  durch  den  Punkt  (tpfy)  gelegten 
idiane  des  Rotations  -Ellipsoids  an  gerechnet,  nach  der  Seite 
■  nach  welcher  die  Winkel  q>  von  0  bis  360°  gezählt  werden, 
•  von  der  Kurzesten  an  gerechnet ,  nach  der  Seite  der  positi* 
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ven  t/;  hin  liegt;  dann  erhellet  durch  eine  sehr  einfache  Betrach- 
tung, das 8  89  und  Bs,  welche  nach  dem  Obigen  bekanntlich  immer 
gleiche  Vorzeichen  haben,  mit  ety  gleiches  oder  ungleiches  Vor- 
zeichen haben ,  jenachdem  a>  <  90°  oder  00  >  90°  ist.   Nach  der 

Gleichung  125)  ist  ^  positiv  oder  negativ,  jenachdem  cotC*  and 

cot«  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben.  Alles 
vorausgesetzt»  unterscheide  man  nun  die  folgenden  Fälle: 

1.    tf>  positiv,  cot^;  positiv. 

#\ . 

1.  w<90°,  cotw  positiv;  ~—  positiv;  6>  und  du  hab« 
gleiche  Vorzeichen;  B<p  und  B*  haben  mit  Bty  gleiche  Vorzeicbei: 

Bq>  und  Bt  haben  mit  Ba>  gleiche  Vorzeichen;  ^—  und  g-  srri 
positiv. 

Uli' 

2.  <d>90°,  cota)  negativ;  ^  negativ;  ety  und  oto  babeo  an 
gleiche  Vorzeichen;  B<p  und  d*  habeo  mit  Bty  ungleiche  Vöries 

chen;  Btp  und  Bt  haben  mit  8o>  gleiche  Vorzeichen;  und  ? 
sind  positiv. 

* 

II.    1//  negativ,  cott/>  negativ. 

1.  co<90°,  cot»  positiv;  |^  negativ;  ety  und  da  haben  os 

gleiche  Vorzeichen;  Btp  und  Bs  haben  mit  <fy  gleiche  Vorzeicbei; 

B  Bs 

Btp  und  Bs  haben  mit  Ba  ungleiche  Vorzeichen;  ^  und  ^  smA 
negativ. 

2.  oj>90°,  coto»  negativ;  ~  positiv;  ety  und  £<»  babfß 
gleiche  Vorzeichen;  o<p  und  ö#  haben  mit  ety  ungleiche  Von«' 

chen;  cfy  und  8*  haben  mit  B<o  ungleiche  Vorzeichen;  ^  und  £ 
sind  negativ. 

Im  Allgemeinen  sind  also        und       positiv  oder  oegatH, 

jenachdem  tj>  positiv  oder  negativ  ist,  und  man  hat  also  in  d?« 
Formeln  128)  und  129)  die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  « 
nehmen,  jenachdem      positiv  oder  negativ  ist. 

Nach  128),  126),  129)  haben  wir  also  die  folgenden 
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dcp 
So) 


H   cot 

130) ...  /  a»— ="=  r^i 


V 


10  stets  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen  sind,  je- 
acbdem  ^  positiv  oder  negativ  ist;  mit  derselben  Bestimmung 
regen  der  Vorzeichen  kann  man  diese  Formeln,  weil  C  bekannt- 
ich  positiv  ist,  auch  auf  folgende  Art  schreiben: 


dq>        *    /  •  cosec  oo* 


Boa  — 


cosec  o)2 


cty  Ccos  CO 

—  ± 


i3,)-  •  -<3°  "  • 


a  sin  ü)»V  1  —  ^  cosec  »a 


8« 


v 


Anmerkung. 

Röcksichtlich  der  Gleichung  1*22)  ist  noch  zu  bemerken,  dass 
ieselbe  für  Rotations -Flächen  im  Allgemeinen  gilt,  uod  auch  zu 
■nein  bemerkenswerthen  Satze  von  diesen  Flächen  überhaupt 
3hrt.   Nach  114)  ist  nämlich  ffir  Rotations  *  Flächen  überhaupt: 

sin  co  =  ±  — .  , 

feno  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
ie  Grösse 
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8y  3j- 

positiv  oder  negativ  ist.  Ist  nun  aber  die  betrachtete  Curre  ein* 
Kurzeste  anf  der  Fläche,  so  ist  nach  47): 

*Bs     y  Bs  ~  L> 

also: 

C 


SM(0=:± 


indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdein  ( 
positiv  oder  negativ  ist.  Bezeichnen  wir  nun  den  Halbmesser  dt> 
Parallelkreises  der  Fläche  in  dem  Punkte  der  Kürzesten,  welche* 

der  Winkel  o>  entspricht,  durch  r,  so  ist  offenbar  r  =  V  xf +  /, 
also  nach  dem  Vorstehenden: 

r 

132)  siiiw=4;-,    rsinw  =  iC; 

T 

immer  mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeicbeos  wi? 
vorher.  Sind  nun  überhaupt  für  zwei  beliebige  Punkte  der  Kur 
zesten  r0,  w0  und  r, .  w,  die  Werthe  von  r,  w;  so  ist: 

♦ 

r0  sin  w0  =  ±  C,   r,  sin  a>j  =  ±  C; 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  genommen,  jenachdem  C  positiv 
oder  negativ  ist;  also  ist: 

133)  r0sincö0  ==  r,si»  w,. 


Wenn  A0AlA.£  ein  von  Kurzesten  gebildetes  Dreieck  auf  in- 
serer  Rotations- Fläche  ist,  so  wollen  w  ir  die  Halbmesser  der  Pa 
rallelkreise  auf  dieser  Fläche  in  A0 ,  Alf  At  respective  durch  re 
rltr%  bezeichnen:  ferner  sollen   die  180°  nicht  übersteigenden 

Winkel,  welche  die  Kürzeste  A0Al  mit  den  Meridianen  in  Av. 
Ax  einschliesst,  durch  wol ,  <oIO;  die  180°  nicht  übersteigenden 

W'inkel,  welche  die  Kürzeste  AtA2  mit  den  Meridianen  in  Ax, 
einschliesst,  durch  al%,  w2, ;  die  180°  nicht  übersteigenden  Win 

kel,  welche  die  Kürzeste  A9Ä0  mit  den  Meridianen  in  A*,  4, 
einschliesst,  durch  w20,  woa  bezeichnet  werden;  dann  ist  nach  133} 

r0  sin  Q)ol  =  ri  sin  colo , 
r^sinu^  =  rssina>21 , 
r2  sin  co^  =  r0sin 
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eJches  durch  Multiplication  auf  beiden  Seiten  zu  der  bemerkens- 
irthen,  fflr  alle  Rotations -Flächen  geltenden  Gleichung: 

134)  .  .  .  sin  o)0|  sin  o»,  »sin  a)w  =  sin  w,0  sin  cof,  sin  coOT 

ihrt. 

i 

§  15. 

Wenn  wir  zwei  zusammengehörende  bestimmte,  und  insofern 
5  constant  zu  betrachtende  Werthe  von  a,  durch  »0,  ty,  be- 
iebnen;  so  haben  wir  nach  123)  die  folgenden  Gleichungen: 

135)  ..  .  a  sin  a>0  cos  tj>„  =  C,    asin  a>  cos    =  C; 
«  denen  sich  unmittelbar  die  Gleichung: 

■ 

136)  sincü0cosi//0  ==  sin  cd  cos  ^ 

giebt. 

Fuhrt  mau  für  das  bekanntlich  positive  C  den  Ausdruck 

C=  asin  a>0  cos  t^0 
die  Gleichungen  130)  ein,  so  werden  dieselben: 

137) 


dep        a /"sin  o>*— e*sin  co04cost^04 
dco     —  »     sin  cos — sin  co04cos  i/»02  ' 

öt/;  ^       sin  co0  cos y0  cot  cd 

3«         V  si  n  ö)a  —  sin  co0*  cos  t//0z 


sin  co0cos^0a  /  sin  a>a — €2sin  »0acos^0* 

ö —  —  db  a       ♦  9. —  w      •     9      =      ö  ; — o~  > 

oco     —        sinco*       v     sin  a>z-~sina>0''cosifj0* 


denen  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen  hat, 
(tchdern      positiv  oder  negativ  ist. 

Wegen  der  Gleichung  136)  ist  aber: 

s»  n  cö2  —  sin  o>0*  cos  t^0* 
1  —  cos  u>2 

=  sin  co0*co8t|>0*    cQ8^t    =  sina>02cos^02taiigt//*  , 

o: 

V"  sin  »a — sin  w0*  cos  ty0*  =  dt  sin  co0  cos  t^0  t^ng  t^/ , 
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indem  man  da«  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenackdem  * 
positiv  oder  negativ  ist;  ferner  ist: 

1  — e%co%^r 

sin coa— **sin  «0*  cos       =  sin  ajb^costy,*  — COg^»  ' 

und  folglich  nach  dem  Vorhergebenden: 

sin  cj*  —  e'sin  cg0acostj;0*     1  —  e*  cos  %>% 
sin  w*— 6ina0acosiJ/0*  sintf/*  ' 

also: 

Vsin  o>*— e*sin  to0*costf;u*  1  —  <?acost//* 

sin  w*  —  si n  w0*cos  «//0*  ~" *        sin  ^ 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachden  x 
positiv  oder  negativ  ist.  Daher  hat  man  nach  137)  die  folgeodes. 
gar  keine  Zweideutigkeit  wegen  des  Zeichens  lassenden  Formel« 

dtp      Sf  1  —  <?*cost/>* 
äw  —         sini/;  ' 

'38)  •  •  •  {  ^jj  =  cotöcotty » 

ös        sin  o0 cos  1^0  ^  4  

q—  =  a  —  — -  V  1  —  62  cos  i/;»  . 


§.  16. 

Die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln  können  darcb 
Einführung  gewisser  Hülfsgrossen  noch  in  einer  sehr  bemerken 
werthen  Weise  transformirt  werden,  welche  wir  jetzt  entwickele 
wollen,  und  zwar,  ohne,  wie  es  sonst  zu  geschehen  pflegt*),  o» 
an  geometrische  Betrachtungen  anzusch Hessen,  nach  rein  analy 
tischer  Methode,  wobei  wir,  was  wohl  zu  beachten  ist,  iiww' 
die  Gleichung  136),  nämlich  die  Gleichung 

sin  c»0  cos  t//0  =  sin  co  cos  y 

als  erfüllt  oder  bestehend  voraussetzen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  lässt  sich  die  Grösse  P  immer 
so  bestimmen,  dass  den  beiden  Gleichungen: 

{sin  tf/0  =  sin    cos  P — cos  cd  cos   sin  P, 
sint//  =  sint//0cos/J-|-coso0cos^osln  " 


*)  M.  s.  Archiv.  Tbl.  XXII.  S.  95. 
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uglsicb  genügt  wird,  wie  auf  folgende  Art  gezeigt  werden  kann 
kus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  durch  gewöhnliche  algebrai- 
cbe  Elimination  sogleich: 


140) 


cos  o)0sint^0cosi//0 -f  cos  cosin^cosij' 

COS  r  —   ;  ;  ; — :  :  , 

cos  w0  cos  %  sin    -f  cos  (ö  sin  %  cos 

.   n  sint/J2  — sinij>02 

sin  P  =  r       -  —  ; 

cosa0cosi//0sint/i  +  cos  w  sin  i/;0  cos 

•der,  wenn  wir 'der  Kürze  wegen: 

q   cosa>osintf;0cosi//0  -f  cos cosin  i/scosi/s 

cos  a>0cos  ty08inty  +  cosa>sin4/0cosi{/' 


141) 


 sin»»  — sin  ^o*  

cos  o0cos  t//0sin  i//  +  cos  w  sin  V'0  cost/> 


•etzen: 

142)  cos/>=  U,   sin/>  =  17'. 

is  ist  nun: 

17*  +  V'9  (COSOi>os'ni/;ocos1/;o +cos  fi>  sin    cos  t/j)2+(sin  t/;2— sin^0*)* 

(cosa0coMi//0sin  t/>  +  cos  oo  sin  tJ/0  cos  t//)2 

und  der  Zähler  dieses  Ausdrucks  ist: 

(cos  (o0  sin  i|>0 cos  t//0  +  cos  <a  sin  y  cos  ^)2  +  (sin  ^2  —  sin  t/>02)2 
=    (sin  v*  —  siny02)2 

+  cos  a>02sin  y02  cos  y02  +  cos  oo*  sin  y2 cos  y2 

—cos  g>02  cos  y02  sin  y2  —  cos  o>2  sin  y02cos  y2 

^  (cos  oo0  cos  y0  sin  y  +  cos  co  sin  y0  cos  y)2 
(sin  y2—  sin  y02)(sin y2— sin  y02— cos  w02cos  y0*+cos  w2cos  y2) 

+  (cos  a>0  cos  v0sin  y  +  cos  o>  sin  y0  cos  y)2 
=    (sin  y2— -sin  y0*)(cos  y02— cos y2—  cos  w02cos  y02  +  cos  cd2 cos  y2) 

+  (cos  w0  cos  y0  sin  y  +  cos  w  sin  yu  cos  y)2 
=    (sio  y* — sin  y02)(sin  ö02cos  y02  —  sin  w2  cosy2) 

+  (cos  üj0  cos  y0  sin  y  +  cos  a>  sin  y0  cos  y)2 
=    (cos  a)0cosy0sin  y  +  cos  cd  sin  y0  cosy)2, 
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wegen  der  oben  als  erfiillt  oder  bestehend  vorausgesetzten  Glei- 
chung 136);  also: 

woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  P  immer  so  bestimmt  wer- 
den kann,  dass  den  beiden  Gleichungen  142)  oder  140)  zugleich 
genügt  wird.  Auch  ist  es  verstattet,  P  als  positiv  anzunehmen,  na<! 
sich  nur  zwischen  den  Gränzen  0  und  2»  verändern  zu  lasser. 
wenn  man  sich  bei  der  Bestimmung  von  P  nur  an  die  folgender, 
Regeln  hält: 

positiv       positiv       0  <  P  <  \n 
negativ      positiv     \n  <  P  <;  n 
negativ      negativ  ?r 
positiv       negativ    $n  <  P  <  2«. 

Zur  Bestimmung  von  P  kann  man  sich  jedoch  Formeln  ent- 
wickeln, welche  bei  dieser  Bestimmung  eine  grossere  Bequem 
lichkeit  wie  die  Formeln  140)  gewähren.  Aus  der  ersten  dieser 
beiden  Formeln  ergiebt  sich  nämlich  leicht: 

l  +  cos/>=2cosiP2 

(cos  ojq  coqtf;0  4  cosa)Cos^)(sinv>  -f  sint^n) 
cos  »o  cos  i^o  si  n  y  +  cos  o>  si  o  %  cos  ' 

l-cosP=2sini#» 

(cos  ö0  cos  t//0  —  cos  eo  cos i/>)(sin  t//  —  sin  rj>0)  m 
cos  g>0 cos  i//0  sin  t//  +  cos  co  sin  t^u cos 

also  nach  sehr  bekannten  Zerlegungen: 

143) 

•  oi  -  (cos°>oco*  V'o  +  cosocosu>)sift4(y  f  y<>)  cos  j( y  —  y0) 
cos*      ~~  cosw0cos  v0sin^  4-cos  wsiny0cos  ^ 

in  1/*  =  (co**  cp0  cos yn  —  cos  o»  cos  yQ  cos  j(y>  +  y>0)  si n  j( y>  — ya) 
,*,n,  cos  w0cosv0^in  v  +  cosoasin  v0c°s  V 

Nach  der  zweiten  der  Gleichungen  140)  ist: 

144) 

» 

•  JD      ,  u     2 sin  j(y>  +  y q) cos j(  y  +  y>0) sin ^(y-yp)  cos  g0) 

in  iPcos  if  =  :  :  :  — —   - 

cos  £o0  cos  v0  sin  y-f-  cos  u> sin  v0  cos  y 


■ 
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Aon  diesen  Gleichungen  folgt  durch  Division: 

146) 


ind 


146) 


j   CO«  Cd0  cos  y>0  —  cos  o  cos  y>   tangtfV —  y/Q) 

cosG)0cosy0  -f  cos  03  cos  v  *tangj(y  +  y^) 


tang  IP  =  2  C°8  ^  +  yo)  *' "  ^  ~~  yo) 

"  5  COS  (00  COS  Vo  +  COS  »  COS  y  ' 


•    •  • 


.      ,  p       cos  <p0  cos  y0  —  cos  oj  cos  y 

ion  ist  aber  nach  136): 

co**-       8ino>  ' 
*o,  wie  man  leicht  findet: 

sio  ( 09  +  CDq)  COS  tVn 

cos  co0cosy0  +  COS  00  cos  ^  =  —  . 

sin  (od — ch>0)cosuy» 

cos  o0cos     —  cos  oo  cos  v  =  5  — -  ™  ; 

sin  co 

Iglicb  nach  145)  und  146): 

147)  .  .  .  tangjP»  ==  ™j£rJ»> .  j™*  «»-»>> 

sin(ro  +  «0)  tang  \{y  +  t*0) 


2sincoco8j(y  -f  y0)sin  i(V —  Vo) 

l  »««gl  *  — 

148) 


tangiP  = 

sin  («o -f  co0)  cos  y0 


t      ip  j_  sin(q>  —  co0)cos y0  

2  sin  et»  sin  £(y  +  y/0)cosi(y — y0) ' 

eil  0<JP<»  ist,  so  wird  mittelst  der  beiden  letzten  F 
In  P  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestimmt. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Grösse  Q  immer  so  I 
nroen,  dass  den  beiden  Gleichungen: 


•>...( 


cos  co0  =  cos  co  cos  Q  +  sin  co  sin  ysinQ, 
cos  co  =  cos  a)0  cos  Q — sin  co0  sin  »in 
[leich  genügt  wird.    Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt 
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sin  o0cos  ©0  sin  y>0  +  sin  ©cos  ©sin  v 

l    cos  O  —  —  ;  ;  :  » 

\       ^     sin  ©0 cos  ©sin  yü  +  sin  ©cos  ©0sin? 

150) 

I      #   COS  ©q2  —  COS©2   # 

f  sin  Q  ^ cog  ^ ^  ^  »in ©cos  o)0  s'n * ' 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen: 

/  sin  u0 cos  ©o sin  y0  +  sin  ©cos  ©siny 

1  sin  ©Ocos  ©sin  y/0  +  sin  ©cos  ©0sin y> 

I  cos  ©02 —  cos©*  

'  sin  ©o  cos  ©sin  y0  +  «in  ©cos  ©0sin  y 

setzen : 

152)  cosQ  =  V,    sinQ=  V . 

Es  ist  nun 

_  (sin  ©o  cos  ©u  si n y0  4-sin  >i>  cos  ©  si n y)2-f-  (cos  ©0 
'  (sin  w0  cos  ©  si  n  y0  +  «in  ©  cos  ©0  sin  y)2 

und  der  Zftbler  dieses  Ausdrucks  ist: 

(sin  ©0  cos  ©0  sin  ty0  -f  sin  ©  cos  ©  sin  i/>)2-f  (cos  w02 — cos  ©*)* 
=     (cos  ©o  —  cos  ©)2 

-f-  sin  ©02  cos  ©02sin  i//02  +  sin  w2cos  w2sin  ti>2 

—  sin  ©o2cos ©2sin t/;02  — sin  ©2cos  ©02sin y2 

+  (sin  ©0cos  co  sin  y0+  sinwcos  ©0sint/;)2 
=     (cos  ©o — cos  ©)2(cos  ©o2—  cos  ©2  +  sin  ©u2sin       —  sin  »Vrot1) 

•f  (sin  ©0  cos  ©  sin  i|j0  -f  sin  ©cos  w0  8,n  TlO* 
=     (cos ©o2  —  cos ©2)(sin  ©2  —  sin  ©02  +  sin ©02 sin ^02  -  sin©2 sin **j 

-f  (sin  w0coscosin  y0  +  sin  ©cos  ©0sin^)2 
=    (cos  ©o2  —  cos  ©2)(si n  ©* cos ^2 — sin  ©0'2  cos  y02) 

+  (sin©0 cos a)sini//0 -f  sin© cos  ©0siny)2 
=    (sin©ücos©sini/;0-|-sin  ©cos©0sini/>)2, 
wegen  der  Gleichung  136);  also: 

F2  +  F'2=  1, 

woraus  sich  ergiebt,  dass  Q  immer  so  bestimmt  werden  kauf 
dass  den  beiden  Gleichungen  152)  zugleich  genügt  wird.  Auch 
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it  es  verstauet,  Q  als  positiv  anzunehmen,  und  sich  nur  zwischen 
en  Grfinzen  0  und  2tf  verändern  zu  lassen  ,  wenn  man  sich  au 
ie  folgenden  Kegeln  hält: 

V  V 

positiv  positiv       0  <  Q  <  Trc 

negativ  positiv  irc<Q<rc 

negativ  negativ 

positiv  negativ        <  Q  < 

Formeln,  die  eine  leichtere  Berechnung  von  Q  gestatten,  er- 
be» sich  auf  folgende  Art.  Es  ist  nach  der  ersten  der  Glei- 
ongen  150): 

Fcos^  =  2cos1^=  (sin co0 sin ^0  +  sin  cosin ty) (cos co  -f  cosoft) 
1  «in  Wo  C08  »  s  i"      +  sin  oocos  cüo  sin  t\>  * 

-co«  0  =  2siuiQ*  s=  ^8in  "o sm     —  8i"  (00s  o)  -  cos 0>o) . 

sin  co0  cos  cosin  % -f- sin  o)  cos  <ö0 sin  1^» 

0  nach  bekannten  Zerlegungen: 

153) 

os^Q»  =  (8*lno)os'n^o  ~r~  8">  wsin  i^)cos  j(cott  -f  co)  cosi(co0  —  co) 

sin  co0 cos ro sin x/;0-f- «in cacos  co0 sin 

m\Q*  =  (8inD)o8in  ^0  —  *»n  ösin^;)sin  ^(wo  -fw)  ««^i(öo_—  ») 

sin  ö0  cos  o  sin  t/;0  +  sin  o>  cos  co0  si  n  t^> 


ch  der  zweiten  der  Gleichungen  150)  ist: 

154) 

W  cos  {Q  =  —  2  s'n  »too*«»)  cos  j(<p0  -f  co)  Min^cop—  a>)cos  j(co0  -  q>) 
1  sin  o)0<  oso)sin^0-f  sin  cocos  o>0 sin  ^» 

*  diesen  Gleichungen  folgt  durch  Division : 

155)  ' 

,oa     sin  copsin  tf/0  —  sin  cosin  tj;  A 
gtV  ~  sin^sin^  +  sinoosin^^'^  +  <°* > tai,S K«o - «1 ) 


6).  .  . 


tan«  1 Q  =r  —  ^ 8'n  v(go  +  ») 8'n v(«>o  —  co) 
sin  coo  sin  tj>0  -f  sin  cosin  ^ 

f       1^   sin  tdngim/;0 —  sin  cosin 

1  C  2  COS  ^( -f  co)  cos  1(0%  —  co)  ' 
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mittelst  welcher  zwei  letzten  Formeln  das  zwischen  0  und  *  I» 
gende  \Q,  also  auch  Q,  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestimmt  wird. 
Auf  ähnliche  Art  wie  oben  gestatten  diese  Formeln  aber  noch 
die  folgende  Umgestaltung.    Es  ist  nämlich  nach  136): 

sin  fo0  cos  ipo 

also: 

sin  (p0  sin  frf;o+  ») 
sin  (»osin^o  +  8in  W6int^  =  cös^T  * 

  8inm08in(»o  — ■») . 

sinc^sin^o  — sino)sin^==  — -  » 

folglich: 

157) 

und: 

acostf/sinKoio  -t-a>)sini(«o  —  e>) 
tang  *Q  _  8.n ^  s.m  (^  +  ^ 

158)  { 

l£*  sina>osin(^0  — ^) 

tang  ,  ^  —     2cos  ^  co8  j  (flJo  +  w)  cog  i  (Mo    w)  • 

Wir  haben  jetzt  also  das  folgende  System  von  Formeln : 

sin  »o  cos  ^0  =  sinacosTf; 
sin      =  sintf/cosf* — cosmcostf/sin  P, 

159)  l  cosmo=  cosmcosC?+sii)tt)sint/;sinQ; 

sin  y  =  sin^oCosP  +  coswoCOSt^o5«"^' 
coso)  =  cos  w0  cos  Ö— 8ino\)Sin^0sinQ. 

Wie  P  und  Q  zu  bestimmen  sind,  erhellet  aus  dem  Obigen: 
beide  Grössen  liegen  nach  den  obigen  Bestimmungen  zwischen 
0  un4  In. 

Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  lassen  sich  verschieden! 
Relationen  ableiten,  von  denen  wir  jedoch ,  als  Rir  das  Folgende 
von  Bedeutung,  nur  auf  einige  aufmerksam  machen  wollen.  <W 
jetzt  entwickelt  werden  sollen. 

Aus  der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  159)  erhält  man. 
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renn  man  dieselben  mit  cosP  und  cos  Q  multiplicirt,  sogleich  die 
■leicbungen : 

sin  v -  sin  %  cos  P  =    (sin  ^  sin  P  +  cos  to  cos  y  cos  P)  si  n  P, 
cos  «-  cos  «0  cos  Q  =  -  (cos  «sin  Q  -  sin  «sin  ^  cos  0)  sin  Q; 
Iso  nach  der  vierten  und  fünften  der  Gleichungen  159) : 

1 W)      \  C°S  ^      ^°  =      ^  S'D  P  +  C0S  49008  ^  cos 
(sin  «0««n^o  =  cos  «sin  Q  —  sin  «sin  y  cos 

Ganz  auf. ähnliche  Art  erhält  man  aus  der  vierten  und  fönf- 
n  der  Gleichungen  159),  wenn  man  dieselben  mit  cosP  und 
*Q  multiplicirt,  die  Gleichungen: 

lin^o—  sin  tycosP  =  —(cos  «0  cos  t//0cos  P—sin  t/;0sin  P)sin  P, 
iosa^-cosMCosQ  =    (sin«0sin^0cosQ  +  cos  «„sin  Q)ünQ; 
io  nach  der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  159): 
cos  «cos  y  =  cos  «o  cos  %  cos  P—  sin  %  sin  P, 
sin  « sin  1/;  z=  sin  «o sin ij/0cos  Q  +  cos «0sin  Q. 

§.  17. 

Durch  Differentiation  der  ersten,  vierten,  fünften  der  Glei- 
ongen  159)  erhalten  wir: 

sin  «sin  ydty  =  cos  «cos  ^a« , 
cost^  =  (coswocos^ocos  P—  sin  y0  sin  P)dPf 
sin«d«  =  (siu«0sin^0cos  Q  +  cosoiosin  Q)dQ; 
0  nach  161): 

/  sin  «sin ty<fy  =  cos  «cos tydco, 

l6-)     •  •  l  a^=cos«ap, 

f  dm  =  sin 

»aus  ersieht  sich  sogleich: 

- 

^  sin  «aP=  cos 

»er: 

|  oty  =  cot «  cot  ydco  =  cos «aP  =  cot« cos y8Q, 

la»  =  tang«tang^  =  sini|/aQ=:sin«tangi^aP. 
fl>«ü  XL. 
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i 

Wendet  man  diese  Gleichungen  auf  die  Gleichungen  138)  a».  j 
so  erhält  man  die  beiden  folgenden  Systeme  von  Gleichung«: 

sin  «o  cos  i^o  =  sin  eocos  , 

a9)==«^Vl-e«cos^.aP, 
^  cost// 


und 


=  a  — — "  V  1  —  e*cos^/*.cf 

sin  o)  cos  v 


sin o}0cost^0  =  sin  ©cos ty. 

Ö(p=  Vl-c^cos^.aQ, 

fl?|n^os^V'1_eac  ^ ydQ. 
sin  wa 

folglich,  wegen  der  ersten  Gleichung  in  diesen  beiden  System«» i: 

sin  a>0 cos  *p0  ~  sin  09  cos  ^  > 

1  .        sin  co0  cos  ^0  ./-=-*- — 5  -5  0/J 

165)  .  .  .  {  ay=:     c781|;S      V1^g  C08^'aP> 

und: 

sin(o0cos^0  =  sin  03  cos  1/;, 

166)  |  89)  =  Vi  — «'cos  1/7«. ao, 

ds  =  a  .  008      ,   V 1  —  e*cosifr*.a# , 
sin  w0cos% 

Man  bestimme  nun  zwei  Htilfswiokel  Uq,  r0  so,  das»  denbeHi 
den  Gleichungen: 

{sin  Mo  cos  v0  =s  sini/;0, 
COS  Mq  cos  t?0  =  cos  co0cosi^0 

genügt  wird,  wozu  sich  aus  diesen  Gleichungen  unmittelbar  dtj 
Formeln : 


168)  ...  . 


tang^0 
tau  2  Mo  ==  » 

S  ^         COS  0J0 

sin  %  coso>0cos% 
COÄfJo  =  sh7iii;="  "c^~ 


ergeben,  und  nur  die  Frage  entsteht,  ob  die  Bestimmung  too  v 
jederzeit  möglich  ist,  was  nur  dann  der  Fall  sein  wird.  Kreon 
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st.   Es  ist  aber:  ^ 

♦ans  ^o* 

sin«,  *  =  p^^-L  =     c»8<»oa     =_  eint/y*  

I  -f  tang  Moa     j     tangtfr02    sin  t/;0*  +  cos  a>02costf>02 ' 

.  COS  (D02 

sin  ij/02 

sin  i/02  =  *in  ^*  +  cos  öo2cos^0*  =  1  —  sin  o>02cos  , 

orau«  sich  ergiebt,  dass  nie  grosser  als  die  Einheit 

fin  kann,  %vie  es  erforderlich  ist,  wenn  die  Bestimmung  von  vn 
derzeit  möglich  sein  soll.  *  0 

Weil  nun  nach  159): 

sin  y  =  sin  y0  cos  P  +  cos  w0cos  i//0sin  P 
t,  so  ist  nach  167): 

sin  ij>  =  cos  r0  sin  (uq  +  P) , 

so : 

cos  V;2  =  1  —cos^sinK  +  P)* 

4 

J  —  f>«cos  ty*  =  1  —  c2  +  e2cosr02sin  (t#0+  />)2 


?2 


=  (l  -«2){l  +  yn?cosr02sin(t4o+P)2} 
=  a*"  "**  ~62-cosrolsin("o-|-P)t! 

•r,  wenn  wir 

N»)  *=^r? 

Izen: 

62 

1— e2costp2=-äil  +f2cosp02sin(iio+  P)«|. 
Also  ist  nach  165): 

Isin  (ö0cos^0  =  sin  co  eosifj, 
2       ^  •               V"l  +  «2cos  en2sin  (u*  4-  P)2 
dqp  =  -  sin  £00 cos  — r— 5-  5-^ —       TSiL  Äö, 
a             ™    1— co8t>028io(tto  +  /,)2 

'  &  =  6*ri  +  €2cost>02sin(ii0+/>)2.ÖP; 
rans  man  zugleich  ubersieht,  dass  ?  und  *  mit  P.  welches  nach 

7» 
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dem  Obigen  immer  zwischen  0  und  2it  liegt,  stets  gleichtat!» 
zunehmen  und  abnehmen. 

Für  9>  =  <p0,  tj;  =  tj>0  ist  nach  140): 

cosP  =  +l,   sin />  =  ();   also  P=0; 

und  rechnet  man  nun  <p  und  j  von  dem  Punkte  (qPo^o)  a'8  Anfang 
an,  so  ergeben  sich  aus  170)  unmittelbar  die  folgenden  Formeln: 

171) 

sin  o0 cos  \1>Q  =  sin  <o cos  y , 

9,=-s.n«,0cos^oy        l_c08Po^in(Mo+P)*  8P' 

o 

*  =  6 V^l  +  f^cosro^sinCMo  +  ^.aP; 

o 

wo  nun  Alles  auf  blosse  Quadraturen  zurückgeführt  ist*}. 


Schlussbemerkung. 

Es  ist  keineswegs  meine  Absicht  gewesen,  in  dieser  Abhari 
lung  die  Theorie  der  kürzesten  oder  geodätischen  Linien  n| 
erschöpfen;  vielmehr  habe  ich,  wie  auch  die  Ueberschrift  v»  j 
drücklich  besagt,  für  jetzt  nur  die  Gleichungen  in  mehrfach  ei?« 
tbümlicher  Weise  und  vollständiger  als  dies  bis  jetzt  geschehet 
entwickeln  wollen,  welche  hauptsächlich  der  spbäroidischeo  Tn> 
nometrie  zu  Grunde  liegen,  und  bitte  die  Abhandlung  naroeotiid 
aus  diesem  Gesichtspunkte  zu  betrachten  und  zu  beurtheilen.  b 
sind  aber  in  neuerer  Zeit  noch  so  viele  höchst  merkwürdige  all«** 
meine  und  speziellere  geometrische  Eigenschaften  der  geodätisch« 
Curven  entdeckt  worden,  wobei  namentlich  auch  deren  Verhält™^ 
zu  den  Krümmungslinien  besonders  zur  Sprache  kommen  mu» 
dass  ich  es  mir  zur  besonderen  Aufgabe  machen  werde,  dies« 
Eigenschaften,  nach  gewissen  Kategorien  geordnet,  in  besonder* 
Abhandlungen,  welche  sich  der  vorliegenden  und  meinen  frühere 
die  Flächen  überhaupt  und  die  Curven  auf  den  Flächen,  insbe** 
dere  die  Krümmungslinien,  betreffenden  Abhandlungen  anschlie&ei 
und  in  denselben  ihre  Grundlage  finden  werden,  einer  eingebende* 
Behandlung  zu  unterwerfen. 

*)  Diese  cchun  früher  (Tbl.  XXII.  S.  100)  von  mir  gegebenen  Fem* 
habe  ich  hier  in  ihren  Grundlagen  weiter  und  vollständiger  cntwirfcri 
was  wohl  durch  die  grosse  Wichtigkeit  derselben  gerechtfertigt  erseaeirt 
dürfte. 
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TU. 

#ur  Integration  linearer  Differentialgleichungen;  die 

Riccatische  Gleichung. 

Von 

Herrn  Professor  Eugen  Lommel 

^  in  Schwyi. 


■ 

j.  1.  Cons  truction  derjenigen  linearen  Differen- 
talglei c h ung,  welcher 

y  =  *A- J***#*(i>-ay—*.(v-.  ß)*-*.dv  =  z*.J  (1.) 

I«  partikuläres  Integral  genügt. 

Durch  Differentiation  der  vorstehenden  Gleichung  nach  r  er- 
iltco  wir  zunächst: 

(2.) 

du  ,■/*•» 

3r         </     e*v'v'(v— ß)p-l>  dv 

Vi 

■Tkzl-lJ"'%e».(v-a)»-K(v-fiy-Kdv  =  tKjx  +  kz>~KJ  ; 
»dann 

(3.) 

?-tX- f*%e*9**>(^«r-l.{v-ß)^Kdv+^ 

=  zKJ%  +  2lzl-*Jt  +  A(*-I)x*-*.,/. 

Löst  man  diese  drei  Gleichungen  nach  J,  Jx  und  J%  auf,  so 
gibt  sich  : 
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J  =  2-*.y, 

J|=.-A.g_it-A-i.y,  (5.) 

J2  =       g  - 2A*        .  g  +  *(A  +  1)  ■  z-*-*.  j.  (6.) 

Addirt  man  nun  die  Gleichungen  (4.)  und  (5.),  nachdem  di< 
erstere  mit  —  (av  +  jfyi),  die  letztere  dagegen  mit  p  +  v  raoltipU- 
cirt  worden  ist,  so  erhält  man: 

(7.) 

f  V%  e*'\ (p  +  v)p  -  (av  +  ßp)]  (v  -  «y- 1 .  (r  -  f*)'"1 .  rfr 

=  (^i  +         .  ^  —  A(a  |  v) .      ~»  #  —  (av  +  fti)s-'-  .  y  • 

Berücksichtigt  man  aber,  dnss 
[fr  +  v)e  —  (av  +  fti)](p  -  a).«-1.^  - 0)*-1.</p  =  r/[(r  —  a)M.(p  —  #'| 
ist,  so  hat  man  nach  der  Methode  der  theilweisen  Integration: 

(8.) 

j* V%  e«[(f*  +  v)v  -  (av  +  ß(t)]  (p  -  a)M- » .  (p  -  0)r-i .  dr 

Vi 

=  [^«°  (t?  -  a>« .  (p — ßyjjf* — :  /* (» — a>u  •  (° — r  • rfr 


Sind  nun  ft  und  v  positive  Zahlen ,  so  kann  matt  rt  =  a  and 
t>4  =  ß  setzen;  alsdann  verschwindet  zur  Rechten  das  vom  Inte- 
gral-Zeichen befreite  Glied,  und  die  Gleichung  (7.)  erscheint,  wenn 
man  den  jetzt  aus  (8.)  sich  ergehenden  Werth  des  Integrals  dort 
einfuhrt,  in  der  folgenden  Form: 


(9.) 

ß 

e".  (p  —  «)".(0-/3)''.*/r 


=  -  (f*  +  v)2-*-i .  ^  +  l(f*  +  v)!^-*^  +  (av  +  ftOx-*-»  .5. 

Addirt  man  ferner  zur  unveränderten  Gleichung  (6.)  die  Gle^ 
chungen  (4.)  und  (5.),  erstere  mit  aß,  letztere  mit  —  (a  +  0)  W 
tiplicirend,  so  erhält  man: 

i 
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(H>.) 


ß 


»an 


2* 


+  A(c  +  ß)x-*-* .  y  +  aßt-*- .  y. 

Die  Werthe  zur  Rechten  in  den  Gleichungen  (9.)  und  (10.), 
nder  gleich  gesetzt,  liefern  endlich,  nachdem  man  noch  mit 
*-*  multiplicirt  und  nach  Differentialquotienten  von  y  geordnet 
t,  die  verlangte  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

(11.) 

g  +  [(f*  +  v-2A)r-(«  +  ^].^ 

+  [1(1  +  1  -  p  —  y)  -f.  (X(a  +  ß)  —  av  —  ßii)z  +  aßz*]y  =  0. 

So  lange  fi  und  v  positiv  sind,  wird  derselben  durch  das  par- 
ulare  Integral 

V  -  zAJ*ße**(v  —  a)r*-l.(v-ß)>-*.d9  (12.) 

a 

Denkt  man  sich  in  der  Gleichung  (11.)  l\  p',  v'  an  die  Stelle 
i  l  Ii,  v  gesetzt,  so  wird  die  neue  Gleichung  durch  das  Integral 

y       f  ß €iV(r>  ~ *y-l.(i—ßF-i .  dv 

a 

«Ht,  wenn  nur  fi'  und  v'  positiv  gedacht  werden. 
Eichung  wird  aber  mit  der  (11.)  identisch,  wenn  man  die  Grös- 
1     p',  v'  aus  den  Gleicbuogen 

ft'  +  v'-2A'  =  ^>  v-2X, 
*'(«  +  ß)  -  « V  -  /V  =  l(a  +  ß)  -  erv  -  ßfi , 
W+  1  -  ft'  -  v')  =  X(X+  1  —  fi  -  v) 
'tiromt.   Man  findet  (ausser  £'=*,  ft*  ==  ^ ,  v'=v): 

fi'  =  l-v. 


(13.) 
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Sabstituirt  man  diese  Wertbe  in  die  Gleichung  (13.),  so  hat 
man  als  zweites  partikuläres  Integral  der  Differentialgleichung  (11.) 
das  folgende: 

y  =  z  Hi-^-p  ,y*  ^  ^»(p  «  a)-».  (p  -  |J)-m.  rfB .  (U.) 

a 

Dasselbe  gilt  für  alle  Werthe  von  p  und  v,  welche  zwischen 
—  oo  und  -f  1  liegen,  weil  für  diese      und  v'  stets  positiv  sisd. 

Wenn  daher  p  und  v  beide  positiv  und  kleiner  als 
1  sind,  so  ist: 

(15.) 

y  =  C\  .     f* ß      .  (ü  —  a)"-1 .  (v  -  p)'"1 .  dv 
a 

das  vollständige  Integral  der  Di f  ferentialgleichung(U 

§.  2.  Für  fi-f-v  =  l  wird  das  zweite  partikuläre  Integral  (U. 
mit  dem  ersten  (12.)  identisch,  und  die  Gleichung  (15.)  kano  jebi 
nicht  mehr  das  vollständige  Integral  der  Differentialgleichung  (11.) 
liefern.  Alsdann  wird  ihr  aber,  ausser  durch  (12.),  auch  oocfa 
durch  das  partikuläre  Integral 

(16.) 

y  =  *  f* ß  e**(P  -  «y-i .  („  -  flr-i .  log  [2(r  -  a)(r  —  ß)] .  de  =  F 

genügt.  Um  dies  nachzuweisen,  construiren  wir  zu  diesem  Inte 
gral  die  entsprechende  Differentialgleichung  und  vergleichen  die- 
selbe mit  der  obigen  (11.).  Man  findet  aber  aus  (16.)  durch  Di*- 
ferentiiren  nach  z: 

.    ,  (17.) 

^  =  2a.  r, r+x*-*../, 

und 

(18.) 

j¥  =  .  Y% + 2A2*-1 .  Ft  +  A(  A-l)s  *-« .  F+ 2**-* .  J,  -f  (2A  -1  )^  * 
wo  zur  Abkürzung 
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jnd 


K,  statt  J*  ß  e** .  t>* .  (o  -  «y-i .  (r  -  0)*-i .  |og  [2(p  -  a)  (ü  _  ß)]  do 
« 

gesetzt  worden,  während  J  und  Jt  die  nämliche  Bedeutung  ha- 
ben wie  im  vorigen  Paragraphen.  Löst  man  jetzt  die  Gleichun- 
gen (16.)  bis  (18.)  nach  F,  F,  und  Y%  auf,  so  erhält  man: 

y  =  *-}>y,  (19.) 

^^•a*-**-*-1*-*--1^,  (20.) 

(21.) 

** = z~x  ■  S  -  2i2_A_1  •  äf + w + «)«-A-l*-2t-'.y1  +  «-*.  j. 

Nun  werde  die  Gleichung  (19.)  mit  —(av  +  jfy),  die  Gleichung 
00.)  dagegen  mit  ft  +  v  multiplicirt,  und  zu  ihrer  Summe  beider- 
seits noch  2/,  — (<*+/?)/ hinzugezählt,  so  kommt: 

(22.) 

f  #*•  [(t*+v)v-(«v+ßfi)]  (r-a)^.(0-^~Mog[2(tJ-a)(r-/3)].rfP 

a 

=  0<  +  v)z-A .  ^  -  l(p  +  »)z-*-» .  y 
—  (av  +  fti)z- * .  y  +  2 Jx  -  (a  +  0)  J  -  (>  +  v)r->  J. 
Nun  ist  aber 

((M  +  v)p - («r  +  ft»)] .  (P -  «)/*-! .  („  -  ß)v-i .  |0g [2(t)  _  a)(v-ß)}  dm 
+  (2r  -  c—  ß)  (v  -  «)^-i .  (r  -  /?)»-* .  dv 
=d((e— «)/*.  (»  -  ßy .  log  [z(v- a)  (v  -  ß)] ). 

Wendet  man  daher  in  (22.)  zur  Linken  die  Methode  der 
theilweisen  Integration  an,  so  erhält  man  nach  Einführung  der 
Cremen: 
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(23.) 

ß  e*v(v  -  a)u .  (e>  -  ß)v .  log  [z(v  -  a)  (r  —  ß)  ]  dv 

=         >  v)r-A-i .  ^  +  X(p  f-  v)r-^  +(av+/3fi)i-^-,.r-^-l.Ji 

+  («  +  |3)2-1.,/  +  (fi  +  v):-2.J. 

Das  nämliche  Integral  geht  aber  auch  hervor,  wenn  man  die 
Gleichung  (19.)  mit  aß,  die' (20.)  dagegen  mit  —  (a  +  ß)  multipli 
cirt,  und  ihre  Summe  zur  unveränderten  (21.)  hinzuzählt.    Mao  hat 
demnach  für  eine  und  dieselbe  Grösse  zwei  Ausdrücke  gefunden 
welche,  einander  gleichgesetzt,  die  folgende  Differentialgleichung 
sehen  : 

(24.) 

** .  §  +  [  (fH-  v  -  2«*  "  <«  +  »*Ä1 '  % 
+  [  A(H  1  -       v)  +  (X(ct  +  0)  -  «v  -j3,i)z  +  «fc«] y  =  (ft  +  v  - 1) ^ .  / 


Da  diese  Gleichung  für  fi-fv=l  mit  der  Gleichung  (11 
identisch  wird,  so  ist  hiermit  bewiesen,  das«  in  diesem  Falle  die 
Gleichung  (16.)  als  partikuläres  Integral  unserer  Differentialglei- 
chung (11.)  genügt.  Man  kann  daher,  wenn  fi  +  v  =  1  ist,  uno 
a  und  v  beide  positiv  sind,  für  die  Gleichung  (11.)  das 
vollständige  Integral 

(25.) 

3  =  t\z>  f  '*  «"(»  -  a)""1 .  (r  -  jS)^1  .  dv 

a 

+  Q .  :*  .  f  ße" .  (r  - «0f -» .  (i>~/J)*-i . log [z  (v  -  a)  (t>  —  0)]  rfr 
angeben. 

§.  3.  Wenn  u  positiv  ganz  und  gleich  m  + 1  und  ebenso  \ 
positiv  ganz  und  gleich  n  +  1  ist,  so  liefert  jeder  der  beiden 
Grenzwerthe  des  Integrals 

y=t*  y^'%*i\(p_«)»i.(0  —  ß)*dv 
a 

ein  partikuläres  Integral  der  Gleichung  (11.). 

Bezeichnet  nämlich  <p(«)  eine  beliebige  Function  von  t,  w 
ist  bekanntlich: 
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eun  unter  a>«0(r>)  der  ate  Differeutialquotient  voo  <p  nach  v  Ver- 
anden wird,  und  das  Summenzeichen  5  vor  dem  eingeklammer- 
n  Ausdruck  andeutet,  das»  in  denselben  statt  des  deutschen 
ucbstabeu  a  Null  und  jede  positive  ganze  Zahl  nach  und  nach 
»zusetzen  und  schliesslich  die  Summe  aller  so  entstandenen 
licder  zu  nehmen  sei.    Nun  ist  im  obigen  Falle 

<p(c)  =  (t>  —  a)m.(v  -ß)n. 

Setzen  wir  in  diesen  Ausdruck  v  +  h  an  die  Stelle  von  v  und 
itwickeln  nach  Potenzen  von  h,  so  ist  <p(a>(r)  nichts  anderes  als 
»r  noch  mit  a!  multiplicirte  Coefücient  von  /#a  in  dieser  Entwik- 
>lun£.  Man  findet  aber  durch  Anwendung  des  binomischen 
ehrsatzes : 

(ü  —  «  +  Ä)«.(P  —  ß  +  h)* 

=  *  L"TT,(B  ~a)w" *-**J  •  ,SL"T!  | 
=  S  L  b!7!        (»-«)— "•(»-/»)"-.*»♦' J- 

emnach  ist: 

<pM(r)  =  S\jY^imh{'l'nn  -'.(»— 

o  die  untergesetzte  Gleichung  (»  +  f  —  ö  ausdrückt,  dass  statt  b 
td  :  nur  solche  positiv  ganze  (oder  Null-)  Werthe  gesetzt  wer 
m  dürfen  ,  welche  a  zur  Summe  geben. 

Setzt  man  nun  hierin  c  an  die  Stelle  von  t>,  so  verschwinden 
le  Glieder  der  Summe  mit  Ausnahme  desjenigen,  für  welches 
-in  und  folglich  c  =  a  —  m  ist,  und  man  erhält: 

a !  na-m  |  -1 

» 

Da  c  nicht  negativ  werden  kann ,  so  darf  a  in  dieser  Formel 
ir  solche  Werthe  annehmen ,  welche  gleich  oder  grösser  als  m 
od.  Wir  können  daher  in  derselben  m-f  a  an  die  Stelle  von  a 
faen,  und  dem  neuen  a  wieder,  wie  früher,  Null  und  jeden  po- 
üveo  ganzen  Werth  beigelegt  denken.  Die  so  umgestaltete  Formel 
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» 

<?(«•+«>(„)  -  (-1)»-« .  V       ^  (/*-«)— «  (27.) 

liefert  uns,  für  e=«,  alle  Differentialquotienten  von  9,  vom  arten 
an  bis  zum  (m-fn)ten;  alle  Differentialquotienten  nämlich  von  einer 
niedrigeren  als  der  mten  Ordnung  verschwinden  für  r  =  m 
während  diejenigen  von  einer  höheren  als  der  (m-f-n)ten  Ordnung 
ohnedies  Null  sind. 

Setzt  man  diesen  Werth  von  <p<m+*)(t)  in  den  Ausdruck  tur 
Hechten  der  Gleichung  (26.)  ein,  nachdem  man  daselbst  ebenfalls 
a  mit  m+a  und  r  mit  a  vertauscht  hat,  so  ergibt  sieb  der  untere 
Grenzwerth  des  Integrals  (12.),  wenn  der  constante  Faktor 
(— — «)"  als  unwesentlich  weggelassen  wird,  in  folgender 
Gestalt : 

Dieser  Ausdruck  soll  nun,  nenn  man  ihn  in  die  Differential- 
gleichung (11.)  an  die  Stelle  von  y  substituirt,  diese  Gleicbo&i 
identisch  machen.  Um  dies  nachzuweisen,  bezeichnen  wir  die 
Summe  in  vorstehendem  Ausdruck  der  Kürze  halber  mit  2%  und 
finden  au« 

y,  =  e«  2 

die  Differentialquotienten 

^  =  e«» .  2'  +  oe«*  2 

und 

^  =  e« .  2"  +  2ae~  .  2'  +  c*e«* .  Z , 

wo  und  2"  die  erste  und  zweite  Ableitung  der  Summe  l 
nach  z  vorstellen.  Diese  Ausdrücke,  in  die  Differentialgleicbau 
(11.)  substituirt,  bringen  dieselbe  auf  die  Form: 

(29.) 

z*Z»  -  (ß  -  a)i*2*  +  (m  +  n + 2  -  2A)i2Y — (|3-  «)(m— *  +  J):I 

+  i<Jt —  1  —  w— n)<S  =  0. 

Fuhrt  man  hier  in  den  Ausdruck  zur  Linken  statt  £3  2?  und 
2n  die  obige  Summe  aus  (28.)  und  ihre  Ableitungen  ein,  so  ninnrt 
derselbe,  unter  ein  einziges  Summenzeicben  gebracht,  zanSeh** 
die  folgende  Gestalt  an: 
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(Ä— p — a  - 1 )  (A  — ro  -  a  —  2)2>-«»-a-1 
—  (ß— a)  (i—  in  —  ß-  l)xi-m-a  | 

_(/*_«)(,« -A  +  l)z*—-<»  '  \ 

+  A(A  -  1  -  W  -  w)2A-m-a-l 

Diese  Summe  lässt  sich  leicht  in  die  beiden  folgenden  zerlegen  : 

+ SL-«  «Tis  -    • a  " J  • 

do  denen  die  erstere  offenbar  auch  so: 

_  5  r(m-Ha+l)?na4i|-i  i 
*L      a!(0-«)«        1  J 

schrieben  werden  kann.  Sondert  man  jetzt  von  der  zweiten 
ranne  das  erste  Glied  dadurch  ab,  dass  man  zuerst  0  und  dann 
+  1  an  die  Stelle  von  a  setzt,  so  wird  dieselbe,  weil  eben  jenes 
rate  Glied  Null  ist: 

+  «L       a\(ß-a)*        1   m  J 

Sie  ist  demnach  der  ersten  Summe  gleich  und  entgegenge- 
ht, und  der  Ausdruck  zur  Linken  in  (29.)  ist  wirklich  der  Null 
eich.  Der  Eingangs  des  gegenwärtigen  Paragraphen  ausgespro- 
tene  Satz  ist  somit  für  den  untern  Grenzwerth  des  Integrals  (12.) 
•wiesen.  Der  Beweis  für  den  ohern  Grenz werth  ist  dadurch 
>er  ebenfalls  geliefert,  indem  derselbe  aus  dem  Vorigen  hervor- 
ibt.  wenn  man  nur  durchweg  a  mit  ß  und  m  mit  n  vertauscht. 

Sind  daher  p  und  v   beide  positiv  ganz  und  resp. 
leich  ro-f  1  und  gleich  n  +  1,  so  genügt  der  Differen 
tlgleichung  (11.)  folgendes  allgemeine  Integral: 


(30.) 

Sind  dagegen  fi  und  v  beide  negativ  ganz  und  be- 
leblich  gleich—  n  und  gleich  —  m  (wo  m  oder  n  oder  beide 
igleich  anch  Null  sein  können),  so  genügt  jeder  derUrenz- 
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tverthe  des  Integrals  (14.)  für  sich  der  Gleichung  (II.), 
und  ihr  allgemeines  Integral  ist  das  folgende: 

(31.) 


Der  Beweis  hierfür  kann  ganz  in  derselben  Weise  wie  T«r- 
her  geführt  werden. 

§.  4.  Wenn  man  in  der  Gleichung  (11.)  a=0  annimmt,  un 
nachher  mit  z  wegdividirt,  so  geht  dieselbe  über  in  die  folgende 

(32.) 

Es  ist  dies  die  nämliche  Gleichung,  welche  Herr  Spitzer  ii 
seinen  trefflichen  ,, Studien  über  die  Integration  lineare 
Differentialgleichungen"  so  meisterhaft  behandelt  hat.  lbn 
Integrale  ergeben  sich,  unter  den  nämlichen  Bedingungen  (ä 
p  und  v,  aus  den  oben  für  die  Gleichung  (11.)  aufgestellten,  wem 
man  daselbst  k  =  0  setzt. 

Sind  daher  fi  und  v  beide  positiv  und  kleiner  als  1,  so  genäj 
der  Gleichung  (32.)  das  allgemeine  Integral: 

(33.) 

y  =  f.',  f  e"(v  -  «)M-i .  (r  —  ßy-* .  dr 
-f  q, .  %*-p-*.J* ß  e**.(»  —  «)-*.  (r  —  ß)~v .  de. 

et 

Wäre  zugleich  p  +  v  =  1 ,  so  raiisste  als  allgemeines  Intogti 

(34.) 

y  =  6\         *»*(t>  -        .  (o  -  0) — i .  dr 

a 

+  C*  f        ■  <»  -       1  •  (*  "  W'-1  •  log  [zt>  -.«)  (t>  -  0)] .  dr 
genommen  werden. 
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Sind  ferner  and  v  beide  positiv  ganz  und  beziehlich  gleich 
«  +  1  und  gleich  »  +  1,  so  hat  man 

(35.) 

\s  allgemeines  Integral.  Wenn  dagegen  p  und  v  beide  negativ 
;anz  and  resp.  gleich  — w  und  gleich  —  m  (oder  auch  Null)  sind, 
o  genügt: 

(36.) 

jf-^.t-.Sl  —  -^----..»-.J 

Zu  derselben  Gleichung  (32.)  und  ihren  Integralen  (33.)  bis 
36.)  gelangt  mau  auch,  wenn  man  in  (11.)  /L^p-f  v-l  annimmt, 
iöd  nachträglich  ju.  durch  1  -v  und  v  durch  1  —  p  ersetzt. 

$.  5.  Nun  denke  mau  sich  in  den  Bleichlingen  (II.)  und  (32  ) 
mter  z  eine  beliebige  Funktion  von  x,  und  setze  demgemäss 

dz  — 

iml 

»o  die  Ableitungen  von  y  und  z  nach  *  durch  Accente  angedeu- 
et  sind.    Jene  Gleichungen  gehen  alsdann  in  die  folgenden  über: 

(H.a.) 

+  [A(A  f  1  -  ft  —  v)2'«  +  (A(a  f  /?)  -  « v — ft4)Z2'i  +  a/J2  V%  =  0 , 

(32.a.) 

V  +  I0*+V)»'«  -  («  +  ftzx'«  — Z^Jj'  +  [— («W  +  ftOz'»*  a/fcz'«].?  =  0. 

Es  genügen  denselben  natürlich  noch  die  nämlichen  Integrale, 
**lche  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  für  die  Gleichungen 


Digitized  by  Google 


U2   Lommel:  Zur  Integration  linearer  Differentialgleichung 

(II.)  und  (32.)  angegeben  worden  sind,,  wenn  our  auch  in  den 
Integralen  statt  z  die  obenerwähnte  Funktion  von  x  gedacht  wird*). 

Man  kann  nun  die  Gleichungen  (U.a.)  und  (32.a.)  vortheilhli 
benutzen,  um  aus  ihnen  unzählige  lineare  Differentialgleichwiseo 
nicht  blos  zweiter,  sondern  auch  höherer  Ordnungen  sammt  ibrte 
Integralen  abzuleiten.  Bezeichnet  man  nämlich,  sowohl  in  (Ii  i) 
als  in  (32.a.),  die  Coefficienten  von  y",  y'  und  ydev  Reihe  nack 
mit        Zi  und       so  dass  jene  Gleichungen  jetzt  in  der  Gestalt 

Ä^*  +  «,y  +  Äoy=0  (37.) 

erscheinen,  und  differentiirt  diese  Gleichung  nmal  nach  x,  so  «• 
hält  man  nach  dem  bekannten  Theorem  des  Leibnitz: 

(38.) 

+  °'55i,  +  **** 

Bricht  nun  diese  Gleichung,  für  irgend  eine  bestimmte  Fanktioe 
2  von  x,  mit         ab,  so  setze-  man 

dmy 

man  erhält  alsdann  eine  lineare  Differentialgleichung  der  (n+2—m)ttt 
Ordnung  in  w  sammt  einem  ihr  genügenden  Integral  (39.),  wen 
nur  in  (39.)  unter  y  das  jedesmalige  Integral  der  Gleichung  (37.) 
verstanden  wird. 


•)  Die  Beziehungen  zwischen  den  beiden  Funktionen  y  und  3,  wclcb 
durch  die  Differentialgleichungen  (U.a.)  und  (32  a)  und  ihr«  fitf* 
chungen  auagedrückt  sind,  bestehen  natürlich  fort,  welche  derbeil 
Funktionen  man  auch  alt  Unbekannte  ansehen  mag.  Ordnet 
z.  B.  die  Gleichung  (32.a.)  nach  Differentialquottenten  von  s, 
s  alt  unbekannte,  V  als  beliebig  gegebene  Funktion  too  X 
so  genügen  der  nichtlinearen  Differentialgleichung 

y'  xi"  +  V  [«v  +  j3fi  -  aßz]z' »  +  y  [-  ft — v  +  («  +  0)z]x'*  -  JfV  =  0 

noch  immer  die  Integrale  des  $.  4.,  wenn  in  denselben  unter  p  die  tia 
liehe  gegebene  Funktion  von  x  verstanden  wird. 
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Wie  nützlich  aber  dieses  Verfahren  für  die  Integration  linearer 
ifferentialgleichungen  sei,  möge  aus  den  folgenden  Beispielen 
bannt  werden. 

$.  6.   Setzt  man  zuerst  in  Gleichung  (II.)  z  —  x ,  so  dass 

^rr^  +  l-  ,*— v)  +  (A(a+  0)  -  av  -  j3p).r  +  aßx* 

rd,  so  ist  die  neue  Gleichung  von  der  ursprünglichen  (11.)  nicht 
rschieden.    Substituirt  man  aber  ihre  Coefficienten  X^,  Zx  und 

in  die  Gleichung  (38.),  so  bricht  diese  mit  ^  v-a      uod  man 

langt,  ^ä-*  =  10  set7CnJ»  zur  folgenden  linearen  Differential- 
iichung  vierter  Ordnung: 

(40.) 

x'hc""  +  [(fi  +  v  —  2A  -f  2«)  *  -  («  +  ß)  x*]  w'" 

I      A(A  +  ]-ft-V)+7i(ft  +  v-2H«-l)"lwW 
L+((A— 2n)(a  +  j3)  — «v-^)a:+a|5ar2  JW 

•f  «[(A—n  -f  1)  («  +  ß)  -  av  -  ßtt  +  2a/far]w#  -f  a|3w(w  —  1  )w  -  0 , 

i  welcher  man  jedesmal,  unter  den  nämlichen  Bedingungen  für 
md  v,  ein  partikuläres  Integral  mit  zwei  willkührlicben  Con- 
oten  findet,  wenn  man  das  betreffende  allgemeine  Integral  der 
ichung  (11.)  (w—  2)  mal  nach  x  differentiirt. 

Für  a  =  0  geht  die  Gleichung  (40.)  über  h>  die  folgende  Glei- 
dritter  Ordnung: 

(41.) 

x*w'"  +  [(p  +  v  —  '21  -f  2»)  x — ßx*]  u>" 
\  [1(1  +  1  -  fi  -  v)  +  7i(ft  +  v  -  21  +  n  - 1 )  +  ß(k  -  li  -  S/t)*]«,' 

+  /3»(A-ft— «  +  l)to  =0, 

eher  z.  B.  in  dem  Falle,  dass  (i  und  v  gleichzeitig  positiv  und 
ner  als  1  sind,  nach  Gleichung  (15.)  das  folgeode  partikuläre 
sgral  genügt: 

,,„-1  T   CljjT'e".**-K(*-ßi*-Kdt  -| 


10  = 
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Führt  mao  in  dasselbe  vermittelet  der  Gleichung  c  =  fi  c 
neue  Veränderliche  u  ein,  ood  oimmt  die  in  beiden  Gliedern  s 
ergebenden  constanteo  Factoren  mit  in  die  willkürlichen  Coost; 
ten  hinein,  eo  nimmt  es  die  folgende  etwas  bequemere  GesUK ; 

(42.) 

Natürlich  kann  auch  in  den  übrigen  Fällen,  in  welchen  o! 
das  Integral  der  Differentialgleichung  (11.)  angegeben  wurde, 
partikuläres  Integral  der  Gleichung  (41.)  in  derselben  Weife 
funden  werden. 

Setzt  man  in  (41.)  auch  noch 

l  =n  +  p — 1, 

so  zieht  sie  sieb  auf  die  folgende  Gleichung  zweiter  Ordnung  zur 

(43.) 

*V+[(v-^  +  2)x-/Jx«]ie'  +  [v(l-,*)-/5(«  +  I)x]»  =  0 

welche  ebenfalls  unter  den  nämlichen  Bedingungen,  wie  die  < 
chung  (11.),  eich  integriren  lässt    Setzt  man  aber  in  (IL) 
statt  o,  x  etatt  *,  w  statt  y,  Xv  statt  lt      statt  p  und  v,  gti 
eo  dass  sie  jetzt  die  Gestalt 

("'•) 

annimmt,  so  coincidirt  diese  Gleichung  mit  der  (43.),  wenn  n 

^i  =  f»  ~  1 »     p1=*-fp,     Vj  =  —  n  -h  v 

setzt.  Der  Gleichung  (IT.),  welche  aus  der  Gleich 
(11.)  für  ä  =  0  hervorgeht,  entspricht  daher  das  al 
meine  Integral: 

(44.) 

dn  Px 

wenn  nur  lt  negativ  echt  gebrochen  und  =  p  —  fei 
positiv  (unecht)  gebrochen  und  =  n  +  p  und  »j 
gativ  gebrochen  und  gleich  —  n+v  gedacht  wirc 
Wenn  dabei  gleichzeitig  p  +  v  =  l  stattfindet,  so  gilt  (nach  ( 
das  folgende  allgemeine  Integral: 
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(45.) 


Wäre  ferner  in  der  Gleichung  (11'.)  Aj  =  —  1 ,  ^  positiv  ganz 
id  gleich  -f »  and  vt  absolut  genommen  eben  so  gross  aber  ne- 
itir,  nämlich  gleich  — it  (also  ^  =  v  =  0),  so  hätte  man  so  der 
feigen  Gleichung: 

xtc'r  +  (2  —  ßx)v>'  —  ß(n  +  l)ic  =  0  (46.) 

«  (31.)  das  folgende  scheinbar  allgemeine  Integral : 

»Iches  sich  jedoch  ersichtlich  auf  das  blos  partikuläre 

rückzieht.  Das  andere  partikuläre  Integral  wäre  dann  noch 
Heist  der  bekannten  Metbode  der  Variation  der  willkürlichen 
nstanten  binzuzufinden. 

Man  setze  endlich  in  den  obigen  Werthen  von  Z%)  Zlt  Z0 
ill  statt  X ,  so  dass  aus  ihnen  die  Coefficienten  der  Gleichung 
!.)t  nämlich : 

Zt  =  x, 

Z\  =  f*  +  v  —  (a+ß)x, 
Z0  =  —  av — ßp  +  aßx 

'vorgeben,  und  wende  auf  diese  jetzt  die  Gleichung  (38.)  an. 
a  kommt  dadurch  auf  die  folgende  Gleichung  dritter  Ordnuog: 

(48.) 

!>  +  *+»-(«  +  ß)*]  *>" 
+  [—  «v—ftA—n («  +  £)  +  aßx]  w'  +  aßnu>  =  0, 

en  Integrale  aus  denjenigen  der  Gleichung  (32.)  erhalten  wer* 
i,  wenn  man  dieselben  (n— l)mal  nach  x  differentiirt,  übrigens 
;r  die  Bedingungen  beibehält,  welche  in  §.  4.  fär  diese  Integrale 
;e^eben  sind. 

Nimmt  man  auch  nöch  a  =  0,  so  geht  die  vorige  Gleichung 
Sie  folgende  zweiter  Ordnung  über: 

xw'  +  (p+v+n-ßx)to'  -ß(p+n)w  =  a  (49.) 

8» 
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Diese  ist  ein  spezieller  Fall  der  Gleichung  (32.)  für  Noll  aUtt 
a  und  n+fi  statt  p.  Ihr  Integral  wäre  z.  B.  in  dem  Falle,  d»w 
p  und  v  beide  positiv  und  kleiner  als  eins  sind,  das  folgende: 

(50.) 

to  =  ^^^[^.^-»(l^-HCi^^^.ti-^l-K)^]^ 

o 

§.  7.    Man  nehme  ferner  z  =z  x*,  so  ist  nach  (U.a.): 
Z4  =  2*<>, 

Zt  =  2  [2(p  +  v  -  2A)  - 1]**  -  4(«+ 0)*«, 

Z0  =  8k(X  +1 — p  —  v)x3 + 8  [A(a  +  0)  -  *v  -  /3p]  x*  +  8«/^. 

Nun  werde  a=  0  gesetzt  und  mit  2a:5  wegdividirt,  so  dass  nw 

x*  statt  ZÄ, 

[2(p  +  v-2A)-l]*-2|fcr»  statt  Zx 

und 

4A(A  +  1— fi— v)  +  4/3(i— ft)jr*  statt  Z0 

erhält;  durch  Anwendung  der  Gleichung  (38.)  auf  diese  letztem 
Coefficienten  ergibt  sich  folgende  lineare  DifferentialgleictKi«| 
vierter  Ordnung: 

(51.) 

x*u>»"  +  [(2(p  +  v  +  w  -  2A)  —  \)x— <2ßx*]  wm 

+  [*(2(p-f  v  -2i) +n-2)  +4A(A+ 1-p-  v)  +2/J(2U-p)_3#i);rV 
+2j5»  [4(A-p)-3(n-l)]  xuf +2ßn(n  - 1)  [2(A-p)— w  +2]ir=l 


welcher  in  dem  Falle  z.  B.,  dass  p  und  v  beide  positiv  ond  fcfc 
ner  als  1  sind,  das  partikuläre  Integral  mit  zwei  willkuriick« 
Constanten 

(52.) 
w  -  - 

o 

entspricht. 

Setzt  man  in  (51.)  2(A— p)-n  +  2  =0,  und  bestimmt  ii 
dieser  Gleichung,  so  erhält  man  eine  Gleichung  dritter  Ordno* 
sammt  partikularem  Integral. 
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Wird  in  den  obigen  Coefficienten  auch  noch  i  =  0  gesetzt, 
id  nochmals  mit  x  wegdividirt,  so  dass  jetzt 

x  statt  Za , 

2(fi  +  v)—  1  -  2/fcr*  statt  Z, 

id 

—  4ßfix  statt  Z0 

vorgeht,  so  erhält  man  durch  Anwendung  der  Gleichung  (38.) 
e  folgende  Differentialgleichung  dritter  Ordnung: 

(53.) 

vHn-l-ä/J**]»*— 4/%  -I-  n)W— 2/3ji(2|»+7i-l)fo=:ü 
mmt  einem  partikulären  Integral : 

(54.) 

o 

Nimmt  man  in  obigen  Coefficienten  auch  noch  ft-f-v=  {,  so 
•nnen  dieselben  nochmals  mit  x  wegdividirt  werden,  und  man 
hSIt: 

1  statt  Z2 , 
—  2ßx  statt  Z|, 
-ißii     statt  Z0; 

eiche  Werthe,  in  Gleichung  (38.)  eingesetzt,  zur  folgenden  Dif- 
rentialgleichung  zweiter  Ordnung  führen: 

w"  =  2ßxw'  +  2/3  (2/ti  +  n)  w.  (55.) 

So  lange  fc  positiv  und  kleiner  als  *  ist,  genügt  ihr  das  all- 
meine  Integral: 

(56.) 

~d?>        eßux\CY^'x  •  (l  -  m)""""1  +  C*x .  t^-* .  (1  —  u)-f)du. 

j.  8.  Von  der  Gleichung  (32.a.)  ausgehend,  setzen  wir  2=x* 
id  «=0,  und  erhalten,  nachdem  noch  mit  3x*  wegdividirt  wor- 
in ist,  die  Coefücienten: 

Z2  =  x, 

Z,  =  3fc  +  v)~2-3|fc:», 
Z0  =  -9ft**a; 
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welche,  nach  Gleichung  (38.)  behandelt,  die  feigende  Differential- 
gleicbung  vierter  Ordnung: 

(57.) 

— 30n(n  - 1 )  (Zfi  +  n  -  2)  tc  =  0 
sammt  einem  partikulären  Integral  (fär  fi  £  q  und  v  ^  q  ) 

(58.) 

o 

liefern. 

Nimmt  man  in  den  obigen  Coefficienten  auch  noeb  fi+v=;. 
so  kann  man  dieselben  nochmals  mit  x  wegdividiren,  und  bekomm' 

1     statt  Z„ 
,     —  30*»     statt  Zlf 

— ^jfykr     statt     Z0.  < 

Diese  Werthe,  in  Gleichung  (38.)  substitutrt,  rubren  auf  £e 
Gleichung  dritter  Ordnung: 

vT = +  3/5(3/4  +  <2ft)*to'  +  3|3it(3p  +  n  —  1)  tc ,  (59.) 

welcher  der,  zwei  willkürliche  Constanten  enthaltende  Ausdruck 

(«00 

o 

unter  der  Voraussetzung  Genüge  leistet,  dass  p  positiv  und  Lie- 
ner als  1  ist.  —  Die  Gleichung  (59.)  ist  aber  dieselbe,  weich? 
Herr  Spitzer  im  Archiv  Tbl.  XXX VIII.  S.  134.  construirt  bat 

§.  9.,  Es  werde,  ebenfalls  in  Gleichung  (32.a.),  z  =  jt4,  a=ß 
und  jn+v  =  t  gesetzt,  so  werden  ihre  Coefficienten: 

Z,=  l, 

Zj  =  — 4/5x», 

Z0  =  — 16/3^» 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  Gleichung  (38.)  reewWrt 
die  folgende  Differentialgleichung  vierter  Ordnung: 
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(61.) 

=  4/J*»«"*+4jJ(4f»+3n)a;«ii>,'+4/}n(8(»+3n  -3)«»' 

+  40n(n-l)(4M+*-2)w, 

wekher 


o 

partikuläres  Integral  gebort,  wenn  nur  p  positiv  und  kleiner 
I  gedacht  wird. 

§.  10.  Gehen  wir  wiederum  von  der  Gleichung  (U.a.)  aus,  und 
wn  in  derselben  z^x-1,  so  werden  ihre  Coeföcienten  zunächst: 

?,=    (p  +  v-2A-2)^-(«  +  /3)*-«, 

J0  =  -  A(A  + 1  — fA—v)ar-«  —  (A(a  +  0)  —  «v  -  fr)*-*— ajfor-». 

Nimmt  man  jetzt  <x  =  0  und  multiplicirt  alle  drei  Ausdrucke 
—      so  erscheint: 

x»     statt  Z4, 
ßx  -  ((i+v — 2A-  2)**     statt  Zj 

0(A-ft)  +  A(A  +  l— v)jr     statt  Z0. 

Wendet  man  auf  diese  Werthe  die  Gleichung  (38.)  an,  so  er- 
man  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung: 

8.)         x*w"' + [ßx  -f  (2  A + 2  +  3n  -  p  - 
DK»  +  A  -  V)  +  (»(4  A + 3«  + 1  -  2f»  -  2v)  +  A(  A  + 1  -  p  -  v)  )x]  u>' 
•f       — l)(2A-f» —  (i — v)  +  A(A  -f- 1  — p  —  v)]n>  =0, 

ein  partikuläres  Integral  derselben: 

(64.) 

o 

Setzt  man  in  den  obigen  Coeföcienten  Za,  Zt,  Z0  auch  noch 
(»,8o  lassen  sich  dieselben  mit  *  wegdividiren,  und  es  gebt 

Z%     in  , 
Zt     in  g+(2-fp-v)x 
und       Z0     in  v) 
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Ober.  Aus  diesen  Werthen  lösst  sich  durch  unsere  Methode  die 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

(65.) 

*«w"  +  [ß  +  (2»  f  2  +  <i-v).r]ii>'+["(»  f  1  +fi-v) -Ml- 
ableiten,  deren  allgemeines  Integral 

*  i  £u 

o 

ist,  wenn  p  und  v  beide  positiv  und  kleiner  als  j  gedacht 

§.  11.    Es  werde  ferner  in  (H.a.)  z-.ii  gesetzt,   so  erbat) 
man: 

Zx  =  i(fi  f  v  -  2A  +         -i(o  +  ß) , 

Zp  =  i      +  1  -  1*  -         +  1  W«  +  0)  —     -  0")  jr-»  -f  !  aß 


Nimmt  man  jetzt  «=—  ß  und  v=  ji  und  multiplicirt  alle  dd 
Coefficienten  mit  8o:i,  so  kommt: 

4a*  statt  Zt , 

2[2p-'2A  +  lJ*  statt  Zt 

und 

A(A  +  I  —  fy)  —  0**  statt  Z0. 

Substituirt  man  nun  diese  Werthe  statt  Z*,  Z,  und  Z0  io  <J 
Gleichung  (38.),  so  ergibt  sich  folgende  Gleichung  dritter  OrdnuDj 

(6?J 

4:r*tf>"  >  t>[2f»  — 21  +  4/i  +  ljxio" 

+  ßfi(-2p  — 'ii+'in  —  1)  +  W  +  I  —  2f0  ~  — = 

Es  genügt  derselben,  so  lange  p  positiv  echt  gebrochen  i 
das  partikulare  Integral: 

(68.)  : 

«=j£^i  «^■■n^i*5.(>-^-i+^(Afl-^)-(1-"^> 

Wird  in  den  obigen  Coefficienten  auch  noch  X  =  0  gesd 

so  kann  man  dieselben  mit  x  wegdividiren;  bedient  man  sichi 

dann  der  so  umgewandelten  Coefficienten ,  so  führt  unsere  1 

thode  zu  der  Differentialgleichung  »weiter  Ordnung: 
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4*iD"  +  2(2p+2n+  l)!0'-/S*«>  =  O,  (69.) 

welcher  unter  der  Bedingung,,  dass  p  positiv  und  echt  gebrochen 
ist , 

(70.) 

-l 

ils  allgemeines  Integral  genügt.  Für  fi  —  l  würde  dasselbe  je- 
loch  auf  ein  partikulares  Integral  zusammenschrumpfen  ;  das  all- 
gemeine Integral  erhält  man  in  diesem  Fall,  von  der  Formel  (25.) 
insgehend,  in  folgender  Gestalt: 

to=Cld^J       ^f^-^SlC^l-u^Vx^u.  (71.) 

—1 

§.  VI.  Gehen  wir  unmittelbar  von  der  Gleichung  (32.a.)  aus, 
ndem  wir  daselbst  z  =  x~i,  a  =  —ß  und  v=fi  setzen,  und 
chliesslich  mit  -&r6  wegraultipliciren,  so  findet  sich: 

Zt  =  4ar3, 

Zi  =  —2  (2* -3) 

iod  daraus,  mit  Hilfe  der  Gleichung  (38.),  die  folgende  Differen- 
ialgleichung  dritter  Ordnung : 

(72.) 

xnir=2[2f4^~3]:r^'+[4fi^^ 

Derselben  genügt,  unter  der  Bedingung  eines  positiv  echt  ge- 
rochenen p,  der  Ausdruck 

(73.) 

=         y  (1  -  ti*)f-i  +  C^-4(l  -  u*)-^]du 

— i 

Ls  partikulares  Integral. 

§.  13.  Setzen  wir  endlich  in  Gleichung  (32.a.)  2=logjr,  so  kommt: 

z,= 

Zn  z*  + 


■ 
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logz 

Wählt  man  nun  p=v=0,  und  dividirt  sodann  mit  — ^j-  weg, 
so  erhält  man  die  Differentialgleichung: 

Ä»y"-(o  +  l5-l)*y  +  «/Jy  =  0,  "        '  (71) 
welcher  nach  Formel  (36.)  das  allgemeine  Integral 

genügt.  Setzt  man,  noch  weiter  spezialisirend ,  <*+/?  =  1,  ^r 
ß  =s  1— a,  so  hat  man  für  die  neue  Gleichung: 

arV'+(l-«)«y  =  0  (76.) 

das  folgende  allgemeine  Integral: 

y  =  (\x°  +  C*xl~« .  (77) 

Wollte  man  auf  die  Gleichung  (74.)  das  Verfahren  der  Formel 
(38.)  anwenden,  60  würde  man  zu  keiner  neuen  Gleichung  g*Un 
gen,  indem  die  (74.)  ihre  Form  beibehält,  wie  oft  man  sie  aocfc 
differentiiren  mag. 

j.  14.  Die  Riccati'sche  Gleichung.  Setzt  man  in  (31a.) 
2  =  xm ,  so  ergibt  sich : 


Z2  = 

Zl  =  m[m(p  +  v--\)  +  l]a;*m-'t-m*(a+ß)x*--*, 
Z0  =  —  m1(«v-^-^)ar•,■-Ä+<*,«^^r*,,|-•. 

Man  wähle  jetzt  «  =  —  ß*  v  =  f*  und  m  =  »  so  bleibt, 

wenn  man  auch  noch  durch  mar1"»-1  wegdividirt,  nur  noch 


1  statt  Z», 
0     statt     Z, , 

übrig.  Substituirt  man  diese  Coefficienten  in  die  Gleichung  (32a) 
nachdem  man  noch 

Ä=*    oder    *  =  2FR'  <7&) 

und 

0  =  1-2,4     oder     ß=t  +  2  W 
gesetzt  hat,  so  erhält  man  die  bekannte  Riccati  scbe  Gleichung 
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deren  vollständiges  Integral  sich  demnach  aus  Gleichung  (33.) 
»ach  wenigen  Umformungen  wie  folgt  ergibt: 

(81.) 

Dieses  Integral,  in  welchem  |  statt  steht,  gilt,  so  lange 
P  oder  2jfc _|. 4  positiv  und  kleiner  als  1  ist;  dieses  trifft  aber  su: 

1)  för  jeden  positiven  Werth  von  k  und  2)  für  jeden  negativen 
Werth  von  k  zwischen  — 4  und  — od. 

Macht  man  in  die  Riccati'sche  Gleichung  (80.)  die  Substitution 

{  =  (82.) 

m»  gebt  sie  über  in  die  folgende: 

d%y     k  +  \  dy  1 

*'7i?  +  ?+2  3|~"(*+2)«*-ü'  {**-> 

welche  mit  der  Gleichung  (69.)  in  §.  11.  fibereinstimmt,  so  lange 
positiv  und  grösser  als  i  ist.   Diess  findet  Statt  zwischen 

k  —  — 2  und  Ar  =  —4,  und  man  bat  in  diesem  Falle  das  vollstän- 
dige Integral  der  Riccati'scben  Gleichung  nach  Formel  (70.)  in 
folgender  Gestalt: 

(84.) 

y=*Wj       «*+Ä[Q(l-»^-1  +  Ci-^-'i(l-«Ä)-'4]dtt. 

Dabei  muss  n  als  positiv  ganze  und  p  als  positiv  echt  ge- 
brochene Zahl  aus  der  Gleichung 

bestimmt,  und  nach  vollendeter  Differentiation  vermittelst  der  Glei- 
chung (82.)  x  an  die  Stelle  von  \  zurückgeführt  werden. 

Die  Formel  (84.)  verliert  jedoch  ihre  Geltung  für  p  =  4,  d.  h. 

*  +  1  =  n+l,  (86.) 
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also  gleich  einer  positiven  ganzen  Zahl  wird;  alsdann  kann  m&o 
aber  das  Integral  der  Formel  (71.)  entnehmen,  und  erhält: 

wenn  nur  n  als  positive  ganze  Zahl  der  Gleichung  («36.)  gemä** 
gewählt  wird. 

Die  Formel  (84.)  wird  ferner  unbrauchbar,  wenn  p  in  (85.) 
gleich  Null  ist,  wenn  also 

jr\  2  =  «  + 1  C88-) 

gefunden  wird,  unter  n  wie  bisher  immer  eine  positive  ganze  Zahl 
verstanden.    Findet  man  aber  aus  (88.) 

2n 


und  setzt  diesen  Werth  statt  k  in  den  Ausdruck  ^  v^'  we^cner  in 

(78.)  mit  ft  bezeichnet  war,  so  ergibt  sich,  wenn  man  nachträg- 
lich statt  n  lieber  n  f  ]  schreibt, 

Das  dortige  fi  ist  also  in  diesem  Falle  positiv  ganz,  und  da.* 
Integral  der  Riccati'scben  Gleichung  ergibt  sich  in  geschlossener 
Gestalt  aus  Formel  (35),  wenn  man  daselbst  «  =  —  ß  =:  2»+ 1, 


m  =  n,  und  z=:x  setzt,  wie  folgt» 

(90.) 

+ 1*.  e  <W>«         .  5  L  WÄ$n  +  \j*  J- 

Dieses  Integral  gilt  nicht  nur,  wenn  n  aus  (89.)  als  positive 
ganze  Zahl  gefunden  wird,  sondern  auch  noch  für  n  =  0,  d.h. 
für  *  =  —  4. 

i 

Nun  setze  man  noch  in  Gleichung  (83.)  jr  =  {*+*.y,  ,  so  geh 
sie  über  in  die  folgende: 
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welche  mit  der  Gleichung  (69.)  übereinstimmt,  so  lange  > ^  i>o- 

sitiv  und  grösser  als  i  ist,  d.h.  wenn  k  zwischen  0  und  —2  liegt. 

Man  findet  demnach  zunächst  yx  aus  Formel  (70.)  und  daraus, 

i 

nachdem  man  vor  dem  Differentiationszeichen  nach  Gleichung 
(82.)  durch  x  ersetzt  hat: 

(92.)  :  . 

Diese  Formel  gibt  also  das  vollständige  Integral  der  Riccati  - 
sehen  Gleichung,  wenn  k  zwischen  0  und  —2  liegt.  Dabei  muss 
aber  n  als  positiv  ganze  und  (i  als  positiv  gebrochene  Zahl  aus 
3er  Gleichung 

,     ,x     £  +  3 

bestimmt,  und  nach  vollendeter  Differentiation  vermittelst  der 
(«leichung  : 

(82.) 

r  an  die  Stelle  von  £  zurückgeführt  werden.  Die  Formel  (92.) 
verliert  jedoch  ihre  Brauchbarkeit,  sobald  aus  (93.)  p  =z  \  gefunden 
wird,  wenn  also 

*  +  3 

eine  positive  ganze  Zahl  ist.    Alsdann  benutze  man  zur  Auffin- 
dung von  yx  die  Formel  (71.);  man  erhält: 


y=C>x-d^y       ^f^i**l<Xl-u*)Vi)dm.  (95.) 
Die  Formel  (92.)  verliert  ihre  Geltung  auch  noch  in  den  Ffil- 

A  +  3 


Die  Formel  (92. 
I«n,  wo 

A  +  3 

*  +  2  =  w+*' 
also  p  =  0  sich  ergibt.    Dann  ist  aber 

.  2w-2 
k  =  —  . 
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Wird  dieser  Werth  in  den  Ausdruck  gjqpi  g«setzt> 

in  (78.)  mit  p  bezeichnet  wurde,  so  findet  man,  wenn  anch  hier 
ft  durch  w+1  ersetzt  wird: 

-n.  (96.) 


+ 

Das  ^  der  Gleichung  (78.)  ist  daher  jetzt  negativ  gaox,  ood 

i 

man  erhält,  indem  man  «=—  0=  —  (2n  +  l),  m=n  und  z=.i4*+1 
in  die  Gleichung  (36.)  substituirt,  das  allgemeine  Integral  der  Ric 
cati'schen  Gleichung  in  geschlossener  Form: 

(97) 

5T>    Ä,         (n  +  «)»l-».««l-1.ai::Pl 
S^Ci-*«1»      -SU-»'--       V.(2n+1)»  J 


+  C,.  «-<*»+»*      •  S  L—  2«.(2n+l)«  J 

Dieses  Integral  gilt  nicht  nur,  wenn  n  als  positive  ganze  Zah! 
aus  (96.)  sich  bestimmt,  sondern  auch,  wenn  n=0,  d.h.  A=€Ut 

Es  wäre  somit  die  Riccati'scbe  Gleichung  für  jeden  reelle« 
Werth  von  k  vollständig  integrirt,  mit  Ausnahme  des  speziellei 
Falles,  wo  k=—2.  Für  diesen  Werth  wird  aber  die  Riccati'scbe 
Gleichung  identisch  mit  der  früher  behandelten  (76.),  and  gebt 
aus  dieser  hervor,  wenn  man 

(l-«)a  =  l 

setzt  und  daraus 

«  =  i(l±V5) 

bestimmt.   Dieser  Werth,  in  Formel  (77.)  eingeführt,  liefert 

y  =  (\ .  *»(1+V5)  +  Q .  *«*-V5)  (98.) 

als  vollständiges  Integral  der  Gleichung 

*V  =  y.  (»•) 
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1 

M  i  8  c  e  1  1  e  n. 


Ueber  die  zwischen  den  Seiten  des  in  einen  Kreis  beschriebe- 
nen regulären  Fünfecks,  Sechsecks  und  Zehnecks  Statt  findende 

— 

„  Relation. 

Von  dem  Hernunpeber. 

Der  Beweis  des  bekaonten  Satzes,  dass  die  Differenz  der 
Quadrate  der  Seiten  des  in  einen  Kreis  beschriebenen  regulären 
Fünfecks  und  Zebnecks  dem  Quadrate  des  Halbmessers  des  Krei- 
ses gleich  ist,  macht  in  der  Elementar  -  Geometrie  immer  einige 
Schwierigkeit.  Dadurch  ist  neuerlich  Herr  Reetor  Dr.  Grebs  in 
Cassel,  indem  er  zugleich  ganz  zweckmässig  den  von  ihm  zu 
den  schönsten  Sätzen  der  Elementar- Geometrie  gezählten  Satz  so 
ausdrückt :  „Wenn  in  einen  Kreis  regelmässige  Polygone  von 
fünf,  sechs  und  zehn  Seiten  beschrieben  sind,  so  ist  das  Quadrat 
der  Fünfecksseite  so  gross  als  die  Quadrate  der  Sechsecksseite 
and  der  Zehnecksseite  zusammengenommen"  in  'einer  zu  dem 
fünfzigjährigen  Doctorjubilaum  des  hochverdienten  Gerling 
in  Marburg  verfassten  Gratulationsschrift  *)  veranlasst  wor- 
den, den  Satz  in  die  Stereometrie,  nämlich  in  die  Lehre  von  den 
regulären  Körpern  zu  verweisen ,  wo  er  sich  allerdings  auch  ganz 
leicht  und  gewissermaassen  von  selbst  ergiebt.  So  gerne  ich 
&nch  das  Verdienst  der  zugleich  noch  manche  andere  lehrreiche 


*)  Bemerkung  Uber  einen  Lehrsatz  der  Geometrie,  dem 
Herrn  Geheime  Hofrath  Dr.  Chr.  Lud tt.  Gerling  n.  s.  w.  am 
II.  Mai  1862,  dem  frohen  Gedächtnissts ge  an  die  vor  funf- 
tig  Jahren  erfolgte  Doctor  -  Promotion,  als  Zeichen  der 
Liebe  und  Verehrung  gewidmet  von  Dr.  E.  W.  Grebe,  Ree- 
tor der  Realschule  ia  Cassel.    Cassel,  1869.  4°. 
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Bemerkungen  enthaltenden  kleinen  Schrift  anzuerkennen  bereit 
bin,  so  kann  ich  doch  der  vorstehenden  Ansicht  nicht  ganzbeistin 
men,  indem  ich  vielmehr  der  Meinung  bin,  dass  man  den  ganzen 
Gegenstand  überhaupt  aus  einem  allgemeineren  Gesichtspunkte 
auflassen  sollte.  Nach  meiner  Ansicht  sollte  man  sich  nämlich, 
ganz  abgesehen  von  den  regulären  Vielecken,  die  allgemeinere 
Frage  vorlegen :  welchen  Bedingungen  zwei  Sehnen  eine* 
Kreises,  von  denen  die  eine  den  einfachen,  die  andere 
den  doppelten  Bogen  umspannt,  unterworfen  sind, 
wenn  die  Differenz  ihrer  Quadrate  dem  Quadrate  dei 
Halbmessers  des  Kreises  gleich  sein  soll.  Diese  Frag« 
wollen  wir  jetzt  zu  beantworten  versuchen. 

Wir  denken  uns  also  eine  Sehne  in  einem  mit  dem  Hau- 
messer r  beschriebenen  Kreise,  und  bezeichnen  dieselbe  durch  t. 
Dieser  Sehne  entsprechen  zwei  Bogen  des  Kreises,  die  einand« 
zur  ganzen  Peripherie  ergänzen.  Bezeichnen  wir  nun  die  Sehne 
des  halben  entsprechenden  Bogens  im  Allgemeinen  durch  i, ,  » 
haben  wir,  wie  aus  Taf.  I.  Fig.  4.  auf  der  Stelle  erbellet,  die  fol 
gende  Gleichung: 

1)  n»  =  i**+(rTV^i?)«, 

wo  das  obere  Zeichen  dem  von  der  Sehne  $  umspannten  ßagti 
welcher  kleiner  als  der  Halbkreis  ist,  das  untere  dem  von  de? 
Sehne  *  umspannten  Bogen,  welcher  grösser  als  der  Halbkrei* 
ist,  entspricht.  Diese  Gleichung  bringt  man  durch  Cntwickeiur: 
des  zweiten  Quadrats  auf  der  rechten  Seite  des  Gleich beitszet- 
chcns  leicht  auf  die  Form: 

2)  *I*=2r(rTV7*^J?) 

oder  : 

3)  ±2rV7*^^==2r»--tl«, 

woraus  sich  ferner,  wenn  man  diese  Gleichung  quadrirt,  soglekfe 
die  Gleichung  : 

4)  #i4—  4r25!2  +  rV>  =  0 

ergiebt. 

Soll  nun  s*— *if  =  rs,  also  *a  =  j,a  +  r*  sein,  so  muss  nach 
vorstehender  Gleichung  sein: 

fl4  _  4r2Sl*  +  r»Ä1«  +  1^  =  0, 

5,4  — SA^  +  r^rrO, 
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(t,«  —  2rV  +  **)  —  r**i*  =  0, 
(#,»— r8)8  —  rV  =  0; 

so: 

■ 

5)  .  .   .   .  (*,,  +  wI-r*)(i1«-r*1-r«)  =  0 
)lglich  ist : 

^  entweder      +  rÄ=0, 

6)  ....  y 

'     oder     fi*—«! — r*=0; 

ler: 

7)  .  .   .  . 
!er: 


✓  entweder  *,*  =  r(r— jj), 
?     oder     i^rfc  +  j,); 


8)  .  . 


entweder  r:*,  =  *i  :r  —  *, , 
oder     r:#!  s=  $l:r  + 
Durch  Auflösung  der  Gleichung 

*i*  +  rii~  r*  =  0  oder  *j8  +  riE  =  r8 
Bezug  auf  ft  als  unbekannte  Grosse  erhält  man : 

*i=  +  lr(V5Tl), 
glich,  weil  «i  nicht  negativ  sein  kann: 

V5—  1 

■ 

ich  dem  Obigen  ist     =  r* -f- it8,  also,  wie  man  leicht  findet: 

*  —  2 

Aus  der  Gleichung 

—  rst  —  rÄ  =  0  oder  st8  —      =  r8 

bSIt  man,  wenn  man  dieselbe  wieder  in  Bezug  auf  ty  als  un- 
kaonte  Grosse  auf  löst : 

*i  =  ±4r(V5±l), 
glich,  weil  st  nicht  negativ  sein  kann: 

V5+  1 

*!  =  — 2~r, 

Theil  XL.  9 
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und,  weil  **  =  r* -f  *,*  int,  wie  man  leicht  findet: 

Ä  -     2     r  ' 

Nehmen  wir  beide  Fälle  zusammen,  so  ist  mit  Bexiehung  dr 
oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander : 

t  —     ^     r  ,    *i  —     ^  r* 

IM  an  uberzeugt  sich  leicht»  dass  weder  s,  noch  *t  den  Durcfc- 
messer  2r  übersteigt,  und  dass  also  die  beiden  Sehnen  5  und  s, 
in  den  Kreis  immer  wirklich  eingetragen  werden  können. 

Natürlich  entsprechen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  io  <ta 
vorstehenden  Formeln  respective  den  Fällen: 

*ia  +  r.v,  —  r%  =  0  und       —  r*i  —  r*  =  0, 

oder: 

,l*  =  r(r-*1)  und  i1*  =  r(r  +  *1), 

oder: 

r :  *,  =  i, ;  r  —      und   r :  #t  =  *i :  r  +  *, . 
Setzen  wir: 

«     5- V5  Ä       _  V5  — 1 
*  —     2     r  »   *i  —      2  r; 

so  ist,  wie  man  sogleich  übersieht: 

$  >  r,   i,  <  r; 

also  nach  dem  Obigen: 

r  <  *  <  2r,    f,  <  r. 

Setzen  wir: 


*     5  +  VS  ,  V5  + 1 

52  =  — 2—  r»,  y  r; 


so  ist,  wie  man  eben  so  leicht  übersiebt: 

s  >  r,   *,  >  r; 

also  nach  dem  Obigen: 

r  <  j  <  2r,   r  <*j  <  2r. 
Im  ersten  Falle  ist: 


/V5-1V   ,  3-V5 
*  =V~2    7  r4=-2-r^ 
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so : 

id  diese  Grösse  folglich  positiv;  im  zweiten  Falle  dagegen  ist: 

2     /V5+JV    2     3  +  V5 


»d  diese  Grosse  folglich  negativ.  Wegen  der  Gleichung  3)  ge- 
irt  also  die  Sehne  «x  im  ersten  Falle  der  Hälfte  des  kleineren, 
i  zweiten  Falle  der  Hälfte  des  grosseren  der  beiden  von  der 
ebne  s  umspannten  Bogen  an. 

Wir  wollen  nun  in  beiden  Fällen  die  Sehne  $x  durch  Con- 
TactioD  bestimmen,  indem  wir  dieser  Construction  die  beiden 
16  dem  Obigen  bekannten  Proportionen : 

r:i1  =  i1:r  —  , 
r:st  =  f,:r  +  «, 

u  Grunde  legen.  Zu  dem  Ende  machen  wir  in  Taf.  I.  Fig.  5.  die 
'inie  AC  dem  Halbmesser  r  gleich,  errichten  in  A  auf  AC  ein 
'erpendikel  AO^=\r,  und  beschreiben  aus  O  als  Mittelpunkt  mit 
10  als  Halbmesser  einen  Kreis,  welcher  von  der  durch  C  und 
)  gelegten  Geraden  in  den  Punkten  ß  und  B'  geschnitten  wird; 
o  ist  gt  =  BC  in  Bezug  auf  die  Proportion 

r:si  =  sx  :r  — #j, 

nd  i,  =  Ä'C  in  Bezug  auf  die  Proportion 

r:.v,  =  sl  :r  +  *,. 

rtan  kann  auch  noch  aus  C  als  Mittelpunkt  mit  den  Halbmessern 
BC  und  Kreise  beschreiben,  von  denen  die  gehörig  über 

-  hinaus  verlängerte  AC  in  D  und  /)'  geschnitten  wird,  wo 
'ann  auch  »x  =  C/>  in  Bezug  auf  die  Proportion 

•        =fj:r  —  *, , 
»nd  slz^CD'  in  Bezug  auf  die  Proportion 

r:jfi  =  #i  :r+f, 

*t-  Dies  kann  mittelst  bekannter  Sätze  von  dem  Kreise  und  den 
Proportionen  sehr  leicht  auf  folgende  Art  bewiesen  werden. 
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Es  ist  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  des  Kreises: 

BC:AC=AC:BCx 


also : 


BC:  AC-  BC=  AC:  B'C—  AC, 


BC:AC—BC=  AC:  BC, 

BC    < BC C AC-BC 

CD 


AL  l  CD~\  CD\  AC- 


oder 
ferner : 


AC:  CD  =  CD:  AD; 

A£+BC:AC=AC+  B'C:BC, 
B'C     :AC=AC  +  B'C:ß'C, 

Ar  **  B  C-$  B'c  <  AC  +  B'C 
A^'\  CD'"}  CD'  'l  AC  +  CD' 


oder 


ACiCD'  ^Cff  iAD'  ; 

womit  offenbar  die  obigen  Behauptungen  vollständig  beul 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  in  Taf.  I.  Fig.  6.  der  Pmit 
D  in  dem  Halbmesser  AC  des  beschriebenen  Kreises  nach  <N 
Vorhergehenden  so  bestimmt  sei,  dass 

AC:CD  =  CD:  AD 

ist,  und  wollen  dann  st  =  CD  =  AB  als  Sehne  in  den  KreU  eis 
tragen,  worauf  wir  BC  und  BD  ziehen.    Weil  nun 

JC:CD=CD:ADt 

also 

AC:AB  =  AB.  AD 

ist,  so  sind  die  Dreiecke  ABC  und  ABD  ähnlich,  und  e»  i* 
folglich  das  zweite  eben  so  wie  das  erste  gleichschenklig,  ai* 
AB=  BD  —  CD,  woraus,  weon  wir  den  Winkel  ACB  am  Mj 
telpunkte  des  Kreises  durch  x  bezeichnen ,  auf  der  Stelle  folgt, 

jZBAC=*CABC=zj/ADB=:2x, 

und  dass  folglich  5*  =  180°,  also  ar=36°,  nämlich  der 
Theil  von  360°  ist.    Also  ist  Aß,  und  daher  auch  st ,  die 
des  io  den  Kreis  beschriebenen  regulären  Zehnecks ,  also  s 
Seite  des  in  den  Kreis  beschriebenen  regulären  Fünfecks. 
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au  erhält,  wenn  man  den  Bogen  A'B  gleich  dem  Bogen  AB 
acht  und  AA'  zieht.    Es  ist  2a:  =  72°. 

Ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  in  Taf.  f.  Fig.  7.  der  Punkt 
*  in  der  Verlängerung  des  Halbmessers  AC  des  beschriebenen 
reises  über  den  Punkt  C  hinaus  nach  dem  Vorhergeheoden  so 
»stimmt  sei,  dass 

AC:CD  =  CD:AD 

t,  und  u ollen  dann  tx  =  CD  =  AB  als  Sehne  in  den  Kreis  ein- 
igen, worauf  wir  BC  und  BD  ziehen.    Weil  nun 

AC:CD=  CD  :  AD, 

Ad  AB  z=  AB:  AD 

,  so  sind  die  Dreiecke  ABC  und  ABD  ähnlich,  und  es  ist 
2 lieh  das  zweite  eben  so  wie  das  erste  gleichschenklig,  also 
3  =■  BD  =  CD,  woraus  sich,  wenn  wir  wieder  den  Winkel 
CB  am  Mittelpunkte  des  Kreises  durch  x  bezeichnen,  auf  der 
eile  ergiebt,  dass 

^  BAC=  ^ABC=  Z.ADB  =  *  — (180°-*)  =  2*  - 180°, 
»lieh 

x  +  (2x  -  180°)  +  (2*  — 180°)  =  5*  -  360°  =  180° , 

o  5:r  =  540° ,  x—  108°  ist.  s  erhält  man,  wenn  man  den  Bo- 
rt A1  B  =  AB  macht  und  AA'  zieht,  wobei  man  zu  bemerken 
t,  dass  2x  =  216°  ist. 

In  beiden  Fällen  findet  also  mit  Bezug  auf  Taf.  I.  Fig.  6.  und 
f.  1.  Fig.  7.  die  Relation: 

AA**  —  ÄB*  =  t* 

- 

itt. 

Die  leicht  durch  sich  selbst  verständliche  Fig.  8.  auf  Taf.  I.  hat 
lient,  die  Richtigkeit  des  Vorhergehenden  praktisch  zu  prö- 

wobei  ich  nur  bemerken  will,  dass  immer  72°  + 108°  =  I80ü 
Dass  die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke,  deren  Seiten 
1 1  j  T  aw^»  einander  ähnlich  sind,  erhellet  leicht,  weil 

* 

V5-1      V5+1  ,.V5-1  V5+1. 

r:— |— r:r  oder  1  — j— =  — g—  :1 

wie  sogleich  daraus  hervorgeht,  dass  offenbar 
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V5  —  1  V5  +  1 


=  1 


ist.  Ueberbaupt  sind  die  gleichen  Verbältnisse  der  drei  Seiten 
der  beiden  ähnlichen  Dreiecke: 


oder : 


4/"5  —  V5     V5-1        iTs  +  Vö  V5  +  1 
r\  -ä—^-j-rrzry  —3—:— 5— r:r 

Ich  komme  vielleicht  späterhin  auf  die  Beantwortung  ähnliche 
allgemeinerer  Fragen  wie  die  obige  zurück,  und  empfehle  für  jetzt 
nur  das  Vorstehende  der  weiteren  Beachtung  der  Leser. 


Lieber  den  Beweis  der   drei  Brüder  für   den  Ausdruck  de» 
Flächeninhalts  des  Dreiecks  durch  die  drei  Seiten. 

Von  dem  Herausgeber- 
Herr  Dr.  Paul  Escher  in  Wien  hat  mir  schon  vor  gerat- 
mer  Zeit,  und  weit  früher  als  der  in  Thl.  XXXIX.  Nr.  XI.  S.  1* 
abgedruckte  Aufsatz  von  Herrn  Kinkelin  in  Basel  mir  logragi 
für  das  Archiv  eine  ziemlich  ausführliche  Anzeige  des  folgende 
mir  übrigens  ganz  unbekannten  Werkebens  eingesandt: 

Ebene  Geometrie.  Ein  Leitfaden  beim  Unter: 
rieht.  Von  Rektor  F.  von  Kieser,  Vorstand  dei 
königlichen  Realschule  in  Stuttgart.  Vier« 
Auflage.  Nach  des  Verfassers  Tode  amgear 
beitet  und  vermehrt  von  VV.  G.  F.  Bohnenber?et 
Professor  am  theologischen  Seminar  in  BU«' 
beuren.  Stuttgart,  Verlag  von  Adolph  Oetil 
ger.  1859. 

Aus  verschiedenen  Gründen,  die  weiter  kein  Interesse  für  <fi 
Leser  des  Archivs  haben  können,  habe  ich  aber  diese  Anzei| 
nicht  abdrucken  lassen.  Jedoch  will  ich  jetzt,  da  ich  gern  jede 
zeit  allen  meinen  Correspondenten  und  Mitarbeitern  so  viel  aJ 
irgend  möglich  gerecht  zu  werden  suche,  bemerken»  dass  4 
Herr  Einsender  in  derselben  den  verstorbenen  Kies  er  als  etat 
der  trefflichsten  Lehrer  bezeichnet,  eben  so  wie  den  jetzig 
Rector  der  mathematischen  Abtheilung  der  polytechnischen  Scba 
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4 

n  Stuttgart,  Herrn  Dr.  Bernhard  Gugler,  dessen  pqyson- 
icbe  Bekanntschaft  gemacht  zu  haben,  zu  meinen  eigenen  ange- 
lehmsten  Erinnerungen  aus  dem  Jahre  1856  gehurt.  Weiter  sagt 
lann  der  Herr  Einsender  über  das  Kies  er*  sehe  Buch  sehr  viel 
Rühmliches,  bemerkt,  dass  er  sich  enthalte,  einzelne  interessante 
'artieen  aus  demselben  auszuheben,  so  viel  Veranlassung  dazu 
las  ausgezeichnete  Buch  auch  biete,  und  fahrt  dann  wörtlich  fol- 
jendermaassen  fort: 

„Doch  kann  ich  mich  nicht  enthalten,  den  Leser  wenigstens 
oit  einer  darin  vorkommenden  Neuerung  bekannt  zu  machen,  die 
fohl  an  und  für  sich  schon  verdient,  in  weiteren  Kreisen  be- 
aont  zu  werden,  und  die  zugleich  hinlänglich  erkennen  lässt, 
u  welchen  Erwartungen*  das  besagte  Buch  in  construetiver  Be- 
lebung berechtigt." 

„Bekanntlich  lässt  sich  die  Formel  für  den  in  den  drei  Sei- 
in  eines  Dreiecks  ausgedrückten  Flächeninhalt  desselben  sowohl 
Igebraisch,  als  trigonometrisch  herleiten.  Eine  rein -geometrische 
ferlettung  derselben  besassen  wir  aber  früher  nicht,  und  so  kam 
s,  das«  Lehrbücher  der  Geometrie,  welche  bei  ihren  Entwicke- 
ingen weder  algebraische .  noch  trigonometrische  Kenntnisse  vor- 
letzten, die  besagte  Formel  für  den  Dreiecksinhalt  entweder 
ir  nicht  enthalten  oder  den  Leser  erst  in  einem  eigens  hiezu 
ifgestellten  Anhang  damit  bekannt  machten.  In  dem  Nachlasse 
ieser's  fand  sich  nun  eine  rein- geometrische  Entwickelung 
eser  Formel  vor,  welche  von  Prof.  Bohnenberger  in  die  vierte 
oflage  des  Ki  eser  'sehen  Buches  aufgenommen  wurde  und 
elcbe  ich  hiermit  im  Auszuge  folgen  lasse." 

„Beschreibt  man  zwei  Kreise,  von  denen  der  eine  in  Taf.  I. 

9.  die  drei  Seiten  AB,  AC  und  BC  eines  Dreiecks  ABC 
ttiehungsweise  in  den  Punkten  D,  E  und  F,  der  andere  die 
oe  BC  dieser  Seiten  und  die  Verlängerungen  der  zwei  andern 
B  und  AC  in  den  Punkten  G\  H  und  J  berührt,  und  verbin- 
i  man  den  Mittelpunkt  O  des  ersten  Kreises  mit  den  Punkten 
,  B,  C,  D,  E  und  F,  den  Mittelpunkt  Q  des  zweiten  Kreises 
t  den  Punkten  A,  B,  C,  G,  H  und  J  durch  gerade  Linien; 
ist  klar,  dass  die  AQ  mit  der  AO  zusammenfallen,  QB  senk- 
et auf  OB  und  QC  senkrecht  auf  OC  stehen  muss." 

„Bezeichnet  man  ferner  der  Kürze  halber  die  Längen  der 
ei  Seiten  AB,  AC  und  BC  des  Dreiecks  ABC  mit  c,  b  und 
die  LSnge  seines  Umfangs  mit  5,  seinen  Flächeninhalt  mit  A> 
d  die  Längen  der  Radien  OD  und  QH  mit  r,  und  r2,  so  findet 
in  zunächst,  weil 
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FJäche  AGC=:  Fläche  AOB  +  Fliehe  ^0C+  Fläche  ÄOf 

ist,  dass 

*  ^     er,     6.ri      a.r,      a  +  6  +  c 

^=  "2~  +  T"  +  T  =  — ri ' 

d.  b.  dass 

1)   J  =  \.s.rt 

sein  rauss. 

Berücksichtigt  man  ferner,  dass 

BG=BH9   CG  =  CJ 
ist,  so  findet  man,  dass 

AB  -f-         BC  =  AB  +  AC  +  BG  +  CG 

=  AB  +  AC+BH+CJ 
=  AH  +  AJ 
=  2.  AH, 

also 

II)   die  Lange  von  AH  =  - — g  =  i* 

und 

III)   die  Länge  von  BH  =  \$  —  c 
ist.   Ebenso  ergibt  sich  aber,  weil 

AE  =  AD,    BF  =  BD  und  CF=CE 

ist,  dass 

AB  +BC-  AC=  AB  +  BC- (AE+  CE) 

=  AB  +  BC—(AD+  CF) 
=BD+BF 
=  2. BD 

und  dass 

AB  -f  AC—  BC=  AB  -f  AC—  (BF+  CF) 

=  AB  +  AC-(BD+CE) 
=  AD\  AE 

=  2.  AD, 

dass  also 


IV)    die  Länge  von  BD-  ^       =  U  ~b 


und 
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V)   die  Länge  von  AD  —  ^—   =  Ii — a 

ist.  Bedenken  wir  endlich,  dass  wegen  der  Aehnlichl&it  der 
Dreiecke  AQH  und  AOD 

QH.AH—  OD: AD,  d.  b.  rt:4*  =  rx  :(4*—  a), 

und  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  BQH  und  BOD 

BfI.QH=  OD.fW,  d.  h.  (4f-c):r2  =  r,  :(4*- 6) 

sich  verbalt,  so  finden  wir  sogleich  die  weitere  Proportion: 

(4,  -  C) :  **  =  r, * :  [« j  -  «)  (4,  ~~ 6)] , 

aus  welcher  folgt: 

l*.rl«=(l.-fl)(4*-6)(4*~c). 

Wir  erhalten  sonach  (vergl.  Nr.  I)) : 

j*  =  (4*)'.^  =  4*.(4'-«)  (b-b)  (l*-c), 

also 

A  =  VV(4*-fl)  (45-o)  (4*-*), 

w.  z.  b.  w.*4 

So  weit  Herr  P.  Esch  er.  Oben  babe  ich  schon  bemerkt, 
dass  die  von  demselben  mir  eingesandte  Anzeige  des  Kies  er- 
sehen Buchs  sich  schon  geraume  Zeit  vorher,  als  ich  den  in 
Thl.XXXIX.Nr.XLS.  186.  abgedruckten  Aufsatz  des  Herrn  Kin- 
kelin in  Basel  erhielt,  in  meinen  Händen  befand.  Diesen  letz- 
teren Aufsatz  theilte  ich  namentlich  deshalb  mit,  weil  er  eine 
Uebersetzung  aus  einem  seltenen,  auf  der  Baseler  Bibliothek 
befindlichen  Manuscript  ist.  Denn  sonst  ist  der  Beweis  der  drei 
Bruder  für  den  Ausdruck  des  Inhalts  des  Dreiecks  durch  die  drei 
Seiten,  mit  dem,  wie  man  leicht  sehen  wird,  der  in  des  verstor- 
benen Kieser  Nachlas*  aufgefundene  und  durch  Herrn  Professor 
Bohne nberger  mitgetheilte  Beweis  dem  Wesentlichen  und  der 
Hauptsache  nach  ganz  übereinstimmt,  längst  bekannt.  M.  s.  z.  B. 
des  berühmten  Jesuiten  Christoph  Clavius  „Geometria  prac- 
tica. Lugduni  1607.  4°.  p.  158 — 161.";  wahrscheinlich  wird 
der  Beweis  sich  auch  finden  in  D.  Schwenters  „Geometriae 
practicae  novae  et  auetae  Tractatus  II.  Norimb.  1623. 
4°.  p.  111—118."  Ferner  findet  sich  derselbe  auch  auf  p.  40.  und 
p.  41.  der  „Geometria  practica"  des  Leonardo  Pisano, 
durch  deren  Herausgabe  der  Fürst  Baldassarre  Boncompagni 
in  Rom  sich,  so  wie  durch  seine  Publicattonen  über  Leonardo 

- 

9* 
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Pisano  Oberhaupt,  und  andere  wichtige  Werke,  so  »ehr  verdient 
gemacht  hat  und  immer  noch  fortwährend  macht,  was  von  den 
Mathematikern  nicht  dankbar  genug  erkannt  werden  kann.  Dass 
ich  in  meiner  Anzeige  des  genannten  schönen  Werks  im  Litera- 
rischen Berichte  Nr.  CLIV.  S.  2.  nicht  besonders  darauf  hinwies, 
dass  der  Beweis  darin  enthalten  sei,  hatte  seinen  Grund  einfach 
darin,   weil  ich  den  Beweis  för  hinreichend  bekannt  hielt;  deos 
er  findet  sich,   ausser  in   den   oben   genannten  Siteren  Wer- 
ken, im  Wesentlichen  namentlich  auch  in  einem  sehr  bekannten, 
besonders  wegen  seiner  ungemein  vielen,  höchst  schätzenswer- 
then,  von  der  grttssten  Gelehrsamkeit  zeugenden  ausfuhrlicher: 
historischen  und  literarischen  Excurse  ausgezeichneten  neuerer; 
Buche  eines  trefflichen  wurtembergischen  Mathematikers,  der,  wie 
viele  seiner  Landsleute,  wobei  ich  nur  an  die  Namen  von  J.  G. 
F.  v.  Bo h nenberger,  Camerer,  Hauber,  J.  F.  Pfaff  *)  U.A. 
zu  erinnern  brauche,  einer  der  grOssten  Kenner  der  synthetischen 
Geometrie  war,    nämlich  in:    „Ebene  Trigonometrie  mit 
Anwendungen  und  Beiträgen   zur  Geschichte  dersel- 
ben.  Von  Pfleiderer.  Tübingen  1802.    S.  109."  —  Weil  der 
Beweis  alter  doch  nicht  so  bekannt  zu  sein  scheint,  wie  ich  glaubte 
voraussetzen  zu  dürfen,  und  weil  er  allerdings  verdient,  bei'n 
Unterrichte  benutzt  zu  werden,  so  habe  ich  weiterer  Bekanntwer- 
dung desselben  wegen  die  Kiese r'sche,  ziemlich  einfache  Dar- 
stellung, wie  sie  mir  von  Herrn  Dr.  Esch  er  zugesandt  wordec 
ist,  im  Obigen  gern  mitgetheilt. 


•)  Professor  in  Ilelmstädt  und  Hallo,  aber  Wörtern  berger  tob  G*^ 
bnrt  und  Schüler  der  Karlaschule ,  mein  eigener  wir  unvergeßlicher  Lehrer. 


Berichtigung. 

In  Hrn.  Prof.  Oettinger's  Aufsatz:  „Ueber  bestimmte  I» 
tegralc"  Thl.  XXXIX.  steht  S.  252.  Z.7.v.o.  in  der  Formel  Nr.  9): 

J      1  -f  & — ^8  raUÄg  "C,*8CD:  J  — T+5t — 


i 
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ir  la  formation  et  la  decomposition  des  ^quations 
primant  les  cotes  et  les  diagonales  des  polygones 

reguliere. 

Fat 

Monsieur  Buy s  Baliot, 

Profe§scur  a  Utrecht. 


§.  1. 

Decomposition  des  equations  numcriques  en  facteurs. 

1.  Dans  une  note  publice  par  l'Academie  Royale  des  seien- 
«T  Amsterdam  j'ai  montre  qu'on  peut  trouver  les  facteurs  d'une 

ation  algebrique,  s'ils  ont  des  coefficienU  entiers,  en  discu- 
:  les  diviseurs  des  derniers  termes  de  l'equation  et  des  äqua- 
s  qu'on  en  derive  en  augmentant  et  en  diminuanl  les  racines 
:essivement  d'une  et  de  plusieurs  unit4s. 

2.  Soit  fix)  une  e'quation,  il  faut  en  tout  cas  pour  l'approxi- 
ion  des  racines  former  les  equations  f\x-\-\),  +  etc. 
<rene>al  je  forme  f(x  —  Z)  et  /fcr-f3).  Cela  fait  on  a  par  une 
>le  addition  des  coefficients  les  valeurs  des  derniers  termes  de 
-2),  /fcr  +  1),       +      ca.d.  /(-2),  /][+!),  /T+4).  Par 

sovstraction  des  coefficients  d'ordre  pair  de  ceux  d'ordre  In- 
somnie en  cherchant  la  divisibilitä  par  le  nombre  onze)  on 
:    former  /T-4),  f(—l),  A+2).    En  ajoutant  /<-3),  ^0), 

3)  ,  on  a  une  suite: 

4)  ,  A-3),  rt-2),  A-D.  A0),  /(D.  M).  f&).  /W- 

9t  i'equation  f(x)  a  des  facteurs,  suppospns  deuz:  <p(x)  et 
\  9  on  aura: 

C— 4)==9(-4)Xtp(-4),  A-3)  =  9(-3)X^(-3),  etc. 

10 
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Ces  nombres  <p( — 4),  o>(— •  3),  <p( — 2),  etc.  serontdes  norobres 
entiers,  si  l'equation  <p(x)  a  des  coefficients  entiers.  Le  lecipro- 
que  ne  sera  pas  vrai  en  gene>al,  roais  on  pourra  voir  »'il  a  iiec 
dans  un  cas  particulier.  II  faut  voir  si  <p(— 4),  o?(— 3),       2),  etc. 
forroent  une  serie  arithmetique  da  premier,    du  deuxieme,  d« 
troisieme,  du  quatrieme  ordre.   J'ai  dotine*  des  regles  faciles  poor 
cela.   Donc  si  cinq  valeurs  conse'cutives :  <p(0),  tp(l),  <p(2), 
<p(4)  forment  une  teile  seYie  du  quatrieme  ordre,  il  y  a  un  factev 
<p(x)  du  quatrieme  degrä,  et  oo  peut  simplifier  l'equation  f\x)  es 
divisant.    Ainsi  une  e'quatioo  du  huitieme  degre  peut  etre  resotoe 
me'me  quand  les  conditioos  connues  entre  !es  raciues  ne  sott 
pas  satisfaites. 

Ces  regles  sont  beaucoop  plus  commodes  que  Celles  q*'« 
trouve  dans  les  Disquisitiones  arithmeticae  de  M.  Gais& 

3.  Pour  donner  un  exemple,  ce  qui  ne  sera  probableme:! 
pas  superflu,  soit  doonee  l'equation  qui  se  trouve  aussi  du» 
cette  note  (page  145.) : 

12**+54**— 113*»  +  lllar*— 45* +5  =  0  =  /(x), 

on  trouve: 

n-v,  m,  f(i),  m>  f&)>_  A4) 

341        5        1-15  1 

341  a  pour  dlviseurs  11  et  31,  les  diviseurs  des  autres  norab* 
sont  i  1  et  ±5.   Par  la  relation 

on  a:   f{p)  ==  f\q)  mod.  (p— q). 

Si  donc  il  y  a  un  facteur  ^(ar),  il  faut  que 

iK—  1)  =  ^(1)  s=  ^(3)  mod.  2,  1)  —  t^(3)  mod.  4, 
tf>(- 1)  =  t/;(2)  mod.  3,  i^(-l)  =  ^r(4)  mod.  5, 

y(4)  ==  <K1)  mod.  a 

Soit  tp(—  1)  =  11,  il  faut  avoir: 

*(2)  =  -l,   ^(4)=  +  l,   KD  =  +  1, 
pour  t^(3)  on  peut  opter  entre  —1  et  —5, 
„    ^(0)  „    »      „       „     +5  „  +1. 

En  effet  les  valeurs  correspondantes  congruentes  sont  +* 
avec  —  1  et  +1  avec  — 5,  donc  on  n'a  a  essayer  qu'une  «eale  kii 
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^(-1),   <<K0),   iKl),  ^(2),   ^(3),  *(4) 

11         5        1  —1     —1  +1 

6        4       2  0  —2 

2        2  2  2 

y  a  donc  an  facteor 

x*  +  ax  +  ß  =  0==  y{x), 
^(0)  =  /S  =  5,    ^(l)  =  l  +  «  +  /5=l; 
oü  il  resulte: 

«  =  —  5,   /3=  +  5. 
iosi:  <  ' 

iKa;)  =     -  5*  +  5  =  0. 
iwite  on  obtient  par  la  division: 

=        5* +5)  (x4— 7*»+  14**— 8*  +  J)  =  0. 


*  ■       >  •  . 


§  2. 

irmation  des  equations  relatives  aux  cotts  des  polygones  de 
et  6%  de  7  et  0,  de  4#  et  17  cdtes  et  application  de  la 

paragraphe  precedente. 

J.  Dans  la  dlte  note  j'ai  decompose1  une  equation  du  neu- 
nte et  one  autre  du  dixieroe  degre*  en  montraot  les  dlfucultes; 
is  apres  cela  jVi  applique*  la  m&hode  ä  la  Solution  de  plo> 
ots  equations  exprimant  les  relations  entre  les  cdtes  et  les  dia- 
iales  des  polygones  reguliere.  C'est  cette  appliquation  par 
nelle  on  trouve  ces  cdtes  d'une  nouvelle  maniere  que  j'al 
>Doeur  d'offrir  avec  plus  de  detail. 

2.  La  forraation  de  ces  Equations  est  tres  simple.   Le  cdt£ 

360° 

polygone  de  n  cdtes  est  la  corde  de  ;  les  diagonales  sont 
erde,  de***?,  3x?f ......  M,X?. 

360° 

Par  un  proc^de  elementaire  on  deduit  la  rorde  de  2X—  (*) 

360° 

la  corde  de  la  rooitie*  des  degres,  c.  a.  d.  de  la  corde  de  —  (t>) 
la  formale: 

*»=t>*(4— ©*)  (1) 

10  • 
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360°  360° 

Si  y  est  la  corde  de  4x  ,  i  celle  de  8x  ,  u  celle  d< 

n  n 

16  x  — ,  on  a  de  roeme: 

y»  =  x«(4-ar«),  (2) 

i*=y«(4-y*),  (3) 

u*  =  2a(4-w«),  (4) 

etc. 

3.   Le  nombre  n  des  cötes  du  polygone  e*tant  ici  toujon'? 

360°         360°  360° 
suppose*  iropair,  en  formant  la  särie  — - ,  2x— ,  4x—^ 

360°  ! 
2«X  ,  Texposant  (m)  devieodra  tdt  oa  tard  tel  que  2*±l 

360° 

est  multiple  de  n.    Alors  la  corde  de  2mX—^-  est  la  mzi 
360° 

que  celle  de  — ■ ,  c.  a.  d. :  Cette  diagonale  est  redevenoe 
da  polygooe.   Car  on  a : 

7»  71  W 

et 

9m  2"  —  1  360° 

X360<>--  x360°  =  ~*^- 

n  n  fi 

360° 

Dans  le  triangle  equilattfral :  corde  de  2X-J-  = 

.  360° 

„le  pentagone  regulier:  „    „   4x-g— = 

■ 

360° 

„leseptagone       „  „    „  8x-~-= 


360° 


1  eimeagone  „  8X  — 


360°  300 

„le  polygone  de  quinzecätös:  „    „  16x-jg- =  „  „-g 

360°  360 

„le  polygone  de  dix-sept  cdte*8 :  „    „  I6x-j7"=  „  »-j^ 

etc.  etc. 

Donc  si  n  =  3,  on  pose  e  =  ar  et  Ton  obtient  lequation  f 
camctense  le  triangle  equilatdral. 

Si  n  =  5,  od  a  v  =  y ;  donc  par  l'eTiminatlon  de  x  entre  (1 
et  (1),  od  obtient  lequation  qui  caracterise  le  pentagone  reguüö 
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Si  »  =  7  00  =9,  on  a  t>=i,  donc  en  eliminant  x  et  y  entre 
I),  (2)  et  (1),  on  obtient  l'equation  caractenaant  le  septagone 
t  l'enolagone  reguliere.  Si  n  =  15  ou  =  17,  on  a  c  =  h,  ainsi 
ir  I  Elimination  de  x,  y  et  2  entre  (4),  (3),  (2)  et  (1)  on  obtient 
$qoation  qni  caracte>iae  les  polygones  reguliere  de  quinze  et  de 
i-eept  cätes. 

4.  Le  räsultat  de  ces  eliminations  est: 

our  le  triangle:      «*  =  ea(4 — t>4),  0  =  4;  donne:  x* — 3  =  0. 

our  le  pentagone:  y*  =  t>2(4— ©*){4  — 1>*(4— ©*)},  v  =  y  donne: 
8y4+20^«- 15  =  (^-3)  (^-5y»+5)  =  0. 

Le  facteor  #*— 3  se  re*pete  ici  et  partout  puisque  le  cdte*  du 
angle  se  retrouve  toutes  les  fois  qu'on  prend  la  eorde  de  deoz 
ia,  quatre  fois,  2"»  foia  soo  arc. 

^-5^*4- 5=0  donne  le  cdte*  et  la  diagonale  du  pentagona 
^ulier. 

5.  Pour  les  polygones  reguliere  de  7  et  0  cötes  on  a: 
2» = **(16-20i>a  +  8p4  -  t>«) .  (4-  16t>» +20t>*-8e«+  o»), 

=x  donne: 

2"- 162**  +  1042W-3522»+6602«-672x*-f  336z*— 63  =  0 

=  (**— 3)  (2»— 132*o+652«- 157x« +1892* -1052» +21). 

» 

premier  facteur  est  encore  le  facteur  pour  le  triangle.  Le 
»od  facteur  doit  renfermer  les  e*quations  du  septagone  et  de 
meagone.  Taebons  de  les  separer.  Pour  faciiiter  le  calcul  ecri- 
is  Z  pour      de  sorte  que  nous  avons: 

Z«  —  13Z»  +  65Z*  —  157Z*  +  189Z*  -  105Z  +  21=0. 

tte  eqaation  aoit  designee  par  /1(Z)  =  0,  on  a: 

fl-l)=  +  551,  /T[0)=  +  21,  A+l)  =  +  l.   /T+2)=— 1, 

A+3)=  +  3,  A+4)=  +  l, 

A-l)  =  +  551=-  I9x— 29, 
f[0)  =+  21  =  -  3x—  7, 
f\l)    =+    1=+  lx+  1, 

f&)  =~  1=~  ix+  1, 
A3)  =+  3=-  3X-  1, 
/(4)    =+    1  =  +  1X+  1. 


Digitized  by  Google 


144    Buys  Bai  tot:  Sur  la  formation  et  ta  decomposition  des 

Chacone  de  ces  dettx  söries  rartfcales  de  dmseurs  forme  ra 
se>ie  arithmetique  du  troisieme  ordre.    On  pose  donc: 

tJ/(Z)  =  Z»  +  aZ*  +  bZ  +  c  =  0, 

dang  taquelle: 

*(0)  =  -7=c,  ^(I)=l  =  l  +  o  +  6+c,  ^(2)=l=8+4«+24+f 
II  en  resulte  des  valeurs  entieres  ponr  a,  b  et  c: 

■ 

a  =  —  7,   6  =  14,   c  =  —  7. 

■« . 

Donc  Z»-7Z»+14Z-7  =  0  oa  2«-7*4  +  14**-7  =  0  est  o 
des  facteors  de  l'öquation  f\Z). 

L'autre  facteur  s'obtient  en  divisant  ou  bien  en  analyaai 
l'autre  soite  de  diviseurs: 

—  19,  —3,    -f  1,  —1,  —3,  +!. 

Ce  facteur  est: 

,«_ö:*  +  9**  —  3  =  0. 

Celui-ci  est  l'equation  de  l'enndagone,  car  les  valeurs  +1  ^ 
^(1)  et  — 1  de  t^(2)  indiquent  quelle  a  une  racine  entre  (l)et(lj 
ce  qui  doit  ötre  pour  l'enne*agone  et  non  pour  le  septagone,  (W 
l'equation  est  donc  le  premier  facteur:  - 

«•-7*« +  14*» -7  =  0. 

6.  En  dernier  lieu  on  trouve  par  1'tfIimiiiatKm  de  *,jf«i 
entre  (4),  (3),  (2)  et  (1):  \ 

t**=  p«(64  -  33p» +672p4- 660p»  +  352p8-  104pio  +  16p**-rM> 

X  (4— 64p«  +  33p4— 672p«  +  660p8— 352»»  +  104pm—  16r"  +  rl 

11= e  donne: 

«*> — 32«« + 464m«« — 4032«44  +  23400t/M  -  95680ii*°  -f  2833808»* 
—615296u»+980628iiW-1136960uw  +  940576iiW— 53747^ 

+  201552m«  -  45696k4  +  5440tc*  -  255  =  0. 

II  faut  y  avoir  pour  facteurs  m*  — 3  et  u4— 5ti*-f  5,  partes 
le  triangle  et  le  pentagone  doiveut  elre  compris  dans  requatwi 
Si  Ton  profite  de  cette  remarque,  on  peut  eerire  les  trois  facti« 
explicitement : 

(Ma_3)  (ti*4— 24u»+252ii«>-152Iii*Hß832tt1«— 14S24^ 

+25313i«W-28832aW+21352ei«-9809uH  2ö84u*--340ti*+17)=:e 
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Le  dernier  facteor  soit  d^signe  par  %(ü),  apres  avoir  pose* 
'=(7.  Puisqu'on  ne  cbercbe  pas  des  facteurs  d'un  degre*  plus 
eve  que  du  quatrieme,  il  ßuffit  d  avoir  ces  cinq  valeurs : 

%(- 1)  =  110701  =  3571 X  31, 
X(0)  =  17=  17  x  1, 
X(l)  =  1=  lx  1, 
Z(2)  =  1=  IX  1, 
Z(3)    =        5=  -1X-5, 

1=     IX  1. 

La  premiere  colonne  de  diviseurs  ne  se  laisse  plus  de'com- 
wer;  raais  la  seconde  forme  une  serie  arithm&ique  du  quatrieme 
dre  qui  conduit  au  facteur: 

t£«-r-7tt«  +  14t**-8ti*  +  1=0. 

L'autre  facteur  s'obtient  par  la  division.    Ainsi  od  a:  * 

(m2— 3)  (m*— 5ii»  +  5)(ti«-7M«+14tt4— 8tt*+  1) 
:(u"-17ti"  +  119i|i*~442u10 -f 935»*— 1122tiH  714u*-204ii»-fl7) 

=  0. 

'  360°  360° 

Le  facteur  avant  dernier  donne  les  cordes  de  -jg-  ,   2  X  -j^-, 

360«    0     360°  •    -  -    360°  „    360°  fl  360° 

<_l5  '   8><  lö"  ou  bien  de  14><l5"'  13>cl5"'  ^X-jj-» 

360° 

<-jg-.   Les  autres  diagonales  du  polygone  de  quinze  cdtes 

ot  donnees  par  le  triangle  et  le  pentagone;  par  le  triangle  nous 

360°  360° 
ods  les  cordes  de  5  x-jg- ,  lOx-jg-,  par  le  pentagone  cel- 

_   _     360°   u    360°  .    10    360°   n  360° 

ide3x-yg-,  ÖX^j,  ou  bien  de  12x-jg-,  9X  -yg-- 

7.  J'avais  esper£,  j*en  conviens,  que  le  dernier  facteur  se 
rait  laissä  decomposer  de  meme  en  deux  facteurs  du  huitieme 

360° 

grö  avec  des  coefßcients  entiers,  puisque  les  cordes  de  -j^-, 

^360°    A    360°        360°    1Ä    360°    360«  r 

<-p7"  ,  4x-jy  ,  8x-jy ,  16x-jy  = -jfjr  fonnent  uu  sy- 

J    ^  o    360°  r     m°  io    360o  360° 
?me  et  que  les  cordes  de  3x  ~jf ,  6X  -j^-,  12 X        24x  -ry , 

360°  360° 
X       =  3  X  -yjr  en  fonnent  un  autre ;  mais  il  n'est  pas  ainsi. 
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II  parait  donc  que  seulenient  quand  l'equation  appartieot  a  deui 
ou  ä  plusieurs  polygones,  eile  se  compose  d  un  facteor  pour  cba- 
cun,  mais  qa'un  facteur  appartenant  ä  un  meine  polygone  ne  m 
laisse  plus  decomposer,  bienque  les  diagonales  forment  des  sy- 
stemes  distincts  qui  pour  cela  semblent  independants  les  uns  des 
autres,  roais  ne  le  sont  pas.  C'est  heureux  que  M.  Gauss  lit 
mostre*  comment  construire  un  polygone  de  dix-sept  cotes. 

Pour  les  autres  polygones  on  peut  de  la  meme  maniere  for- 
mer les  equations  exprimant  leur  caractere,  mais  on  ne  peut  plus 
les  resoudre  autrement  que  par  le  theoreme  de  M.  Abel  Poor 
le  polygone  de  onze  cdte's  on  trouverait  son  equation  facteur  d'one 
equation  du  621»«  degre  qui  renfermerait  les  equations  des  poly- 
gones de  31  et  de  33  cötea  et  celle  du  triangle  comrae  toujourv 

Pour  tous  ces  polygones  donc  cetto  methode  est  beaucocp 
plus  simple  que  celle  de  M.  Gauss  et  la  seule  praticable. 

j.  3. 

Considtrations  geomelriques. 

1.  Pour  obtenir  ces  memes  equations  on  aurait  po  se  sen<r 
d'une  autre  mttbode  qui  pourtant  au  food  ne  differe  que  peu  d« 
la  precedebte.  On  considere  un  triangle  rectangle  ayant  po« 
hypotenuse  le  diametre  passant  par  un  des  sommets  du  poW 
gone;  le  nurobre  des  cdtes  etant  toujours  impair,  ce  dianeffl 
aboutit  au  milieu  de  l'arc  oppose*  au  dit  sommet,  Tun  des  cath« 
tes  soit  la  corde  qui  sous-tend  un  demi-arc  du  polygone.  l 
second  cathete  s'en  suit.  Le  theoreme  de  Pythagore  uous  foiri 
nit  l'4quation  desiree. 

Pour  donner  un  seul  exemple  de  cette  me'thode,  cherch  b 
l'equatiop  du  pentagone.   Soit  son  c6te  designe  par  o,  alors  I 

corde  du  demi-arc  est  ^2 — V 4 — a3  et  le  diametre  est  = 
comme  toujours;  le  second  cathete  du  pentagone  soos-tendaii 

deux  arcs  est  egal  a:  a\T 4— o2;  de  sorte  que  nous  avons: 

4  =  2-VW  +  a*(4-a»), 

ou,  apres  avoir  dereloppe  et  deeompose: 

a« -  8a*  +  20a»- 15  =  (a*~-5a*  +  5)  (a*— 3)  =  0, 

comme  precedetnment. 

Pour  le  septagone  et  l'enoeagone  le  second  cathete  sous  ta 
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Irait  quatre  arcs ;  poor  les  polygones  de  quinze  et  de  dix-sept 
ötes  il  en  sous-tendrait  huit;  pour  ceaz  de  onze,  de  trente-un 
t  de  trente-trois  cötes  seize  arcs,  etc.  Ce  triaogle  fouroirait  le 
wyen  de  trou?er  l'äquation  des  polygones  de  quatorze,  de  dix- 
uit  cdtls,  etc.  A  la  fio  de  cette  note  nous  continuerons  cette 
eefaerche  apres  avoir  introdnit  une  autre  oomenclature. 

II  faut  avouer  poortant  que  cette  cohsideration  peche  contre 
barmonie  et  l'unite  de  mäthode  sans  quelle  präsente  aucun 
rantage  corapensaot,  car  toojours  on  a  trouve  reonies  dans  one 
qoatioo  Celles  de  deux  ou  de  plusiears  polygones. 

2.  Par  d'autres  considerations  on  peut  parvenir  ä  former 
eparement  les  equations  de  plusieurs  polygones,  de  sorte  qu'on 
rite  I'inconveVient  de  la  dexomposition  en  facteurs. 

On  sait  que  le  cö*te*  du  pentagone  est  ägal  ä  la  plus  grande 
artie  de  la  diagonale  divise'e  en  raison  raoyenne  et  exträme. 

Soit  le  cdt6  =a,  älors  la  diagonale  =  a  V 4  —  a*.   On  a  donc: 

a  =  Ja  (— 1  +  V5). 

pres  avoir  döveloppe  on  trouve: 

<,«— 5a»  +  5  =  0. 

3.  M.  F.  Martens,  bacbelier  es  sciences  exactes,  a  appele 
iob  attention  sur  la  proprio  suirante  du  septagone  inscrit  regulier. 

On  8'imagine  le  septagone  AB....G;  les  diagonales  AC,  AEy 
ID  et  CE.  Le  point  d'intersection  de  ces  deux  dernieres  soit  H. 
est  facile  de  voir  que  les  triangles  ADE  et  DEH  sont  sera- 
lables  et  isoceles ;  donc  on  a : 

AE:DE  =  DE:DH 

DE2z=  AEx  DU 

—  t 

AD-AH, 

DE*=  AEx(AE — AC). 

iE  est  le  cdte*  (a),  ^Csous-tend  deux  arcs,  AE  en  sous-tend 
aatre. 

Par  consäquent: 

a*  =  a(2— a»)  V4^a* (a (2 - o«)  \fi^a* - a  >fl^a*) 

o: 


Digitized  by  Google 


148   Buys  Ballot:  Sur  la  formaUon  ti  la  decomposMon  des 

i  =  (4-o«)<2--a»)(l-a*), 

od  bien: 

a«-7a«  +  14a*-7  =  0. 

4.  Toutefois  quelque  elegante  que  soit  cette  derniere  so!? 
tion  je  prefere  d'appliquer  ä  tous  les  polygones  le  roeme  tbeorfcw 
concernant  le  trapeze:  La  somme  des  carres  des  cdtes  non  pan] 
feies  est  egale  ä  la  somme  des  carres  des  diagonales  rootas  le 
double  produit  des  cdtte  paralleles. 

Dans  le  pentagone  (ABCDJS)  on  a  le  trapeze  ABCD,  dan* 
lequel  : 

/i/?2  +  CD»  =  i4C»  +  #Z>*  —  2BCX  AD. 
AB  =  CZ>  =  BC=  a  (cdte*  do  pentagone), 

AD  =  AC=BD  (sons-tendant  deux  arcs)  =aV4-a« 

On  a  donc: 

2a*  =  2a*  (4 — a«)  —  2a*  Vi^ä», 

ou  apres  avoir  simplifie: 

a*-5a*  +  5  =  0. 

Pour  le  septagone  (ABC....  G)  on  prenne  encore  le  trap*i* 
ABCDx 

AB  =  BC=CD=a, 
AC=BD  (sous-tendant  deux  arcs)  =cV4-cs, 

AD  (qul  sous-tend  qaatre  arcs)  =  a(2— a*)  V  4— a*. 

* 

Par  consequent: 

2a*  =  2a*(4  -a*)  - 2a*(2-a*)  V"4^a«. 
on  toute  reduction  faite: 

a«  —  7a4  +  14a*  —  7  =  0. 

Poor  renne*agone  (AB....J)  nous  prenons  egaleraeot  le  m> 
pfcze  ABCD;  dans  lequel  AD  (comme  cdte*  du  triaogle  equib 
te'ral)  =  V3. 

Nous  avons  donc: 

2a»  =  2a*(4— a*)-2aV3, 
apräs  avoir  de>elopp6: 

a«-6a*  +  9a*-3  =  0. 


Digitized  by  Google 


equattons  des  cötes  et  des  diagonales  des  polygones  regulier*.  149 

On  orrive  au  meme  resultat  en  choisissant  le  trappe  ACDJ, 
ans  lequel  A3  et  CD  sont  des  cdtes  de  l'enneagone,  AD  et  CJ 
es  cötes  du  triangle,  AC  la  corde  de  deux  arcs  et  DJ  celle  de 
uatre  an»  de  l'enneagone.   Ce  trapeze  doone  donc: 

2a2  =  6- 2a2(2- a2)  (4-  a2). 

5.  On  peut  choisir  encore  dautres  trapezes  (excepte*  pour 
;  pentagone),  roais  älors  en  gönerai  on  trouve  des  equations  d'un 
egre"  plus  e1eve\  parcequ'il  g'introduit  un  ou  plusieurs  facteurs 
trangers  aux  polygones  en  question.  Nous  ne  nous  occuperons 
as  de  ces  facteurs  «Strangers  parce  qu'il  faudrait  une  «Stüde  sp*- 
tale  pour  les  tnotiver  dans  tous  les  cas.  H  va  sans  dire  qu'on 
eut  toojours  les  rendre  explicites  par  la  me'thode  de>eloppee 
ans  la  §.  1.  Par  ex.  prenaot  pour  le  septagone  le  trapeze  ACEF 
n  a: 

2a2(4— a2)  =  2a2(4-  a2)  (2— a2)2  -  2a2  VT^2 

d: 

(ow  —  12a«  +  54a«  —  112a*  +  106a2  —  35)  =  0 
=  (a«— 7a*  +  14a2— 7)  (a*— 5a2 +  5). 

■ 

Prenant  pour  l'enneagone  le  trapeze  ACDF  on  a: 
2a2(4  -  a2)  =  6— 2a2(2— a2)  V4  — a2, 

ci: 

a10  —  7a»  +  12a«  +  6a*  —  24a2  +  9  =  0 
=(a«-6a*  +  9a2  -  3)  (a*—  a2— 3). 

Pins  compllquee  encore  est  l'eqaation  obtenue  par  la  consi 
6ration  du  trapeze  ABEF,  qui  donne: 

2a2  -  2a2  (4  -  a2)  (2  -  a2)2  -  2a  (2  -  a2)  VT^a2  V3 , 

aM_16flM  +  104a»«— 350a«  +  643a«— 624a*  +  285a2— 48=0 
=  (a«-6a*  +  9a2-3)  (a«  -  10a«  +  3öa*-47a2  + 16). 

Pour  le  polygone  de  onze  cötes  (ABC .... L)  on  prenne  le 
apeze  ABCD,  dans  lequel  la  corde  AD  sous-tend  fault  arcs. 
a  dooc: 

»»  =  2a2(4-«2)  -2a2(2-a2)  VT^  */4-a2(4-a2)  (2-a2)2. 

n: 
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aw-  16a12  +  104a10  -  352a8  +  660a«-  671a4  +  330«» -55=0 

=:  (a 10 — 1 1  a«  +  44a«— 77a*  +  55a*  - 1 1)  (a*  -  5a» + 5). 

Pour  le  polygone  de  treize  cätes  (AB  ,...N)  nous  prenoos  b 
trapeze  ABFK,  dans  lequel  la  corde  sous-tend  an  arc,  lei 
cordes  AK,  KF  et  BF  quatre  arcs,  et  BK  hott  arcs.  0* 
trouvera : 

(a*°  - 1  la«  +  44a«  -  77a4  +  55a»  - 1 1) 

X  (a12  -  13a10  +  65a8— 156a«  +  182a*— 91a»+ 13)  =0. 

Poar  le  polygone  de  qulnze  cAtea  (AB....P)  nous  preooosl» 
trapeze  ABCD,  dans  lequel  AD  (sous-tendant  trois  arcs)  est  Ic  , 

cöte*  du  pentagone  =  i  V"l0 — 2V5.   Nous  obtenons  : 

2a»  =  2a»  (4  -  a») — a  V10-2VÖ, 


a*»— 12a10  +  54a8-ll3a«  +  llla*-45a»+5  =  0. 

Le  cAte*  et  la  diagonale  du  pentagone  doivent  etre  compris  dar* 
cette  dquation  que  nous  avons  analysäe  page  140.  Nous  l'avoas  « 
effet  trouvee  divistble  par 

,  a*- 5a»  +  5  =  0, 

de  sorte  que  nous  avons: 

(a«- 7a«  +  14a*— 8a»  +  1)  (a*— 5a»  +  5)  =  0. 

Pour  le  polygone  de  dix-neuf  cätes  (AB  ....  T)  nous  prenon? 
ögalement  le  trapeze  ABCD,  dans  lequel  AB,  BC  et  CD  sou* 
tendent  un  arc,  AD  seize  arcs,  AC  et  BD  deux  arcs. 

Nous  trouvons: 

-  13a10  +  65a«—  156a«  +  182a«— 91a»  + 13) 

i  a"—  19a1«  +  152a1*— 665a»  +  1729a10  i 
^  f  -  2717a«  +  2508a«  -1254a* + 285a»- 19  I 

6.   Recapitulons  les  equations  trouvees: 

(3)  Triangle  regulier  *»-3=<l 

(5)  Pentagone  ,  o*  —  5a»  +  5=0 

(7)  Septagone   ,  a«— 7a«  +  14a»-7=a 

(9)  Enoeagone  „   a«  -  6a«  +  9a»  —  3=u 
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[II)  Polygone  de  onze      cdtes  a»- llaH44a»— 77a4+55a*-ll 

=0. 

13)      „       „  tretze       „     aw—  13a » +  65«»  —  156a«  +  182a4 

-91a» +  13  =  0. 

15)       „       „  quinze      „     a«  —  7a«  +  14a4  —  8a»  -f  1  =0. 

17)      „       „  dix-sept    „  aW~17a"+119a"-442a*HÖ35a* 

-  U22a«+714a*-204aH17=0. 

19)       „       „  dix-neuf    „  a18-19aM+152aI*-665alH1729aW 

-2717a«  +  2508a«-1254a« 
-f  285a*  -19=0. 

Pour  les  polygones  doot  le  nombre  de  cdtes  est  an  nombre 
iremier,  ces  Iquations  comprennent  outre  les  cAtes  toates  les 
liagonales;  mais  pour  ceux  dont  le  nombre  de  cdtes  est  com- 
CCS  equations  excluent  ces  diagonales  qui  sont  elles-memes 
les  cdtes  de  polygones.  Dooc  poar  completer  les  equations  des 
iolygones  de  neuf  et  de ,  quinze  cotäs  il  faudrait  multiplier  celle- 
fcpara*— 3=0  et  celle-ci  par  (a2— 3)(a4-5a*  +  5)=0. 

§• 

\oprietes  des  polygones  d?un  nombre  2n  et  An  de  cotes  re/a- 
vement  aux  propri&es  des  polygones  d'un  nombre  impair  n 

de  c6Us. 

1.  Je  veux  appeler  le  decagone  dipentagone,  le  polygone  de 
aatorze  cötes  diseptagone;  conformeraent  tout  polygone  qui  a 
eux  fois  autant  de  cötös  qu'un  autre  polygone  sera  un  dipoly- 
one  ä  l'egard  de  celui-ci  et  un  heniipolygone  ä  l'egard  d'un 
oisieme  qui  en  aura  quatre  fois  autant.  De  plus  on  peut  sup- 
rimer  dans  ce  cas  les  syllabes  poly. 

Comrae  il  n  y  a  pas  ou  plutöt  on  ne  parle  pas  de  digone  au 
?ns  usuel,  le  mot  digone  n'offre  aucune  äquivoque.  Ces  oou* 
iam  noms  introduits,  plusieurs  theoremes  de  geome'trie  älemeu* 
ire  seront  enoncös  beaucoup  plus  facilement.   Ainsi  on  a: 

1.  Le  cM  du  digone  est  la  rooyenne  proportionnelle  entre 
diametre  et  la  fleche  du  gone. 

H.  Si  a  est  le  cdte*  du  h4roigone,  b  celui  du  gone,  c 
foi  du  digone  on  a: 

c*  =  2- VT^>,   a*  =  62(4-6«) 
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III.   L'aire  du  digone  inscrit  est  la  moyenne  proportiomielle 
entre  les  aires  des  gones  inscrit«  et  circonscrits  etc. 

De  plus  od  pourrait  nommer  exclosiveraent  polygones  ces 
figures  dont  les  cötes  oe  se  coupent  pas  au  dedans  d'elles  memes 
en  les  separant  ainsi  des  polygones  e*toile*s  egalemeot  regnlier» 
et  forme's  si  Ton  veut  par  les  diagonales  da  polygone  prises  sac 
cessivemeot  dans  un  meine  sens  comme  cor  des  d*arcs  egaox. 

Alors  oo  a  une  famille  de  polygones  proprement  dits  co& 
prenant  une  seule  espece,  puis  une  famille  de  polygones  etoil* 
contenant  autant  d'especes  qu'il  y  a  de  diagonales  differentes  a 
sens  usuel  du  mot,  outre  Celles  qui  formeraient  les  hömigoott  ' 
dans  le  cas  oü  le  polygone  g^neral  aurait  un  nombre  pair  de  j 
c6tes.   Dans  ce  cas  donc  il  y  aurait  une  troisieme  famille  d«  | 
polygones  qui  n'aurait  que  la  moitiö,  le  quart,  etc.  du  nombre 
de  cotes. 

Ces  tro'i8  familles  seraient  comprises  dans  le  genre  gone.  | 
qu'on  pourrait  dire  penta-,  septa-,  poly-gone  gäneYal  s*il  est  | 
question  d'un  genre  dlterminrf,  l'avantage  de  l'mtroduction  de»! 
mot  gone  ne  se  faisant  sentir  que  si  l'on  enonce  des  resoltat? 
communs  aux  polygones  de  n'importe  quel  nombre  de  cdtes.  En- 
core  pourrait- on  distinguer  les  unigones,  dans  lesquels  ce  non> 
bre  serait  impair  et  les  didi gones  oü  il  serait  de  la  formet 
de  sorte  que  tous  les  didigones  sont  des  di gones.    Pannt  I« 
uni gones  nous  appellerons  primuni gones  ceux  dont  les  doi- 
bres  de  cötls  sont  des  nombres  premiers. 

« 

2.  Cette  nomenclature  admise  on  a  quelques  tbloremes  da* 
une  forme  nouvelle. 

En  reprenant  la  consideration  de  page  146  on  roit  qne  Im 
cötes  x  des  di  gones  se  de*riTent  des  cätes  y  des  gones  pari 
la  formule:  .t2  =  4  —  y*,  et  comme  reViproquement  y9  =  4  — jtV 
on  trourera  l'equation  des  cötds  des  di  gones  par  cette  sabsti 
tution  dans  l'equation  des  unigones  et  re'ciproquement,  taufe 
que  cette  Substitution  dans  l'equation  des  didigones  reproto 
la  raeme  «Squation;  donc  les  equations  des  didigones  sont  «« 
fonctions  symrftriques  de  x*  et  de  4— x*. 

Du  reste  on  peut  les  obtenir  en  substituant  y*(4 — jr*)  a  J 
Nous  trouvons  pour  les  digones: 

(4)  Tetragone  2=G 

(6)  Hexagone  «»  — 1=< 

(8)  Octogone  a*— 4ö*  +  2=a 
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0)  Decagone  a*—3(t*+ 1=0. 

2)  Dodecagone  a4— 4a» + 1=0. 

1)  Diseptagone  aÄ  —  5a4  +  6a*  —1  =  0. 

5)  Dioctogone  a»  —  8a«  +  20a4— 16a« +  2=0. 

S)  Dienneagone  a«  —  6o4  +  9a»—  1  =0. 

))  Didecagone  a»  -  8a«  +  19a4  -  12a»  +  1  =  0. 

2)  Polygone  de  vingt-deuxcötes  alo-9a8+28a«-35a4+I5a*-l=0. 
0)      „       „  trente  „        a*— 9a«  +  26a4— 24a»  + 1=0. 


2)       „       „  trente-deux  „    a"-  16a"  +  104a" -352a10 

-f  660a8— 672a«  +  336a4 

—  64a»  +  2  =  0. 

etc. 

Nous  faisons  observer  que  ces  equations  des  digones  sont 
otes  incorapletes  c.  a.  d.  qu'elles  ne  reoferment  pas  les  equations 
»  gones  dont  les  cdtes  sont  des  diagonales  de  ces  digones. 

P.  e.   I/equation  (30)  ne  contient  pas  (15),  (10),  (6),  (5),  (3). 

Si  Ton  distingue  les  didigones,  on  a  pour  eux  en  forme  syme- 
qne  en  a*  et  4  —  a»: 

(4)    Tetragone  a»— (4— a»)  =  0. 

(8)    Octogone  (a2)2  +  (4-  a»)»  -12  =  0. 

(12)  Dodecagone  .  .  .  .  (a*)»  +  (4—  a*)»  -  14  =  0. 
(16)  Dioctogone:   |(a»)»+2}{(4— a»)»  +  21-34  =  0. 

etc. 

J'ai  choisi  ces  formes  pour  e*viter  la  repeTition  des  formules 
lies  qu'elles  sont  immediatenient  apres  la  Substitution. 

3.  Les  doubles  apothemes  des  unigones  äquivalent  aux  cdtes 
«  digones  et  reciproquement.    Ou  ce  qui  revient  au  nieme: 

Dans  les  digones  on  a  toujours  un  triangle  central  du  meine 
re  qu'un  des  triangles  ceutraux  de  l'unigone. 

Dans  les  digones  on  peut  distinguer  des  rectangles  forme's  par 
i  cdtes  du  digone  et  de  l'unigone  correspondant,  dont  les  valeurs 
ot  les  racines  des  deux  equations  representant  ce  digone  et  cet 

Agone. 

Si  donc  on  multiplie  ensemble  les  aires  des  divers  rectangles 
onc  chacun  contient  les  quatre  triangles  centraux  mentionnes 
?ux  ä  deux  egaux)  du  digone,  ce  produit  sera  £gal  au  produit 
s  derniere  termes  des  equations  du  digone  et  de  l'unigone. 
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Ain8i  le  produit  des  denx  rectangles  diflerents  qa'oo  peui 
former  dans  le  decagone  est  egal  ä  \/5,  puisque  les  dem  deroier« 
terrae«  des  öquations  relatives  au  pentagone  et  au  decagone  est  5 

Le  produit  des  aires  des  trois  divers  rectangles  du  septagon^ 
est  e*gal  ä  V7;  pour  l'enneagone  ce  produit  est  V3. 

L'octogone,  l'hexagone  qui  oot  deux  especes  et  le  tetragon: 
le  didigone  qui  n'a  qu'une  seule  espece,  oot  leurs  rectangles  rt 
spectivement  egaux  ä  deux  fois,  une  fois,  deux  fois  le  carredorayoo 

II  est  facile  de  raultiplier  ces  exemples,  seulemeot  H  faot  r 
peu  d 'attention  surtout  cjuand  ce  n'est  pas  le  double  d*un  oomt: 
preroier  qui  exprime  le  norabre  de  c6t4s  des  digones. 


§.  5. 

Equations  des  cordes    d  un  multiple  quelconaue  d'arts  e» 
fonetion  des  cordes  «Fam  tel  arc. 

1.  Dans  tout  ce  qui  pre*cede  nous  ne  nous  soromes  serrä 
que  de  la  duplication  de  l'arc  (rtfitere'  a'il  le  fallait).  II  est  dir 
que  nous  aurions  pu  appliquer  la  triplication,  la  quintuplication  efc. 
Comrae  par  ce  moyen  nous  pouvons  utiliser  des  trapezes  <j» 
n'ttaient  jusqu'ici  d'aucune  utilite'»  nous  pouvons  esperer,  que  dm- 
pourrons  trouver  des  formales  pour  tous  ces  gones,  oü  la  dopt* 
cation  ne  nous  conduisit  pas  au  but,  comme  pour  le  polygooe  *? 
dix-sept  cdtes,  oü  il  est  impossible  de  trouver  un  trapeze,  ou  mim 
si  Ton  preTere  de  se  servir  du  tbeoreme  de  Ptolemee,  un  quaarib* 
tere  inscrit,  pour  lequel  le  nombre  d'arcs  sous-tendus  par  \a 
cdtCs  et  les  diagonales  se  trouve  dans  la  serie  ge'ome'rrique  1,1 
4,  8  etc. 

Du  reste  les  relations  entre  les  cordes  (y)  des  arcs  3«,  & 
7a  et  la  corde  de  l'arc  a  sont  assez  simples  et  curienses  pos 
les  re*produire  ici  et  pour  montrer  coraroent  on  peut  les  utiliser. 

En  choisissant  un  trapeze  inscrit  dont  les  cötes  sous-tonde* 
a9  a,  a  et  3a,  et  en  appüquant  le  meme  tbe'orenie  dont  nous  nofc 
s  omni  es  servis  dans  ce  qui  precede,  on  obtient  la  formale  pect 
la  corde  du  triple  de  l'arc.  Celle  -ci  connue  on  choisit  le  trapt» 
dont  les  exte's  sous-tendent  2a,  a,  2a  et  5a  de  sorte  qa'oo  troiw 
la  corde  du  quiotuple  de  l'arc  et  ainsi  du  reste. 

La  corde  de  l'arc  simple  soyant  toujours  x  od  trouve: 
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,a  corde  de    trois    arcs   =  &r — o:a= — x(x*-~  3), 


ff 

5? 

cinq 

•  > 

=  5x  +  &x*  +  o:ft==  +  x(x*-  5a:* -f  5), 

77 

•  • 

99 

8©pt 

" 

=  Ix—  I4x*+7x5  —  xr 

=  — .r(o-«— 1x*+ 14o*— 7), 

neuf 

ff 

=        +  o:  (x* — Cor4  -f  9o:a — 3)  (x* — 3), 

t  * 

J  * 

J  • 

onze 

%% 

9  9 

-f  55a*  — 11), 

*  * 

treize 

=  +ar(*1*-13a:10-f65:r«— 156*« 

+  182o*— 9Lr*+13) 

»» 

quinze 

=  —  or(a:«—  7x«+14a^  —  oo^+l) 

X(o*— 5o:*+5)  (*2— 3), 

»» 

dix-sept 

»» 

=  +  o:(a:lö-17a-14+119a:M--- 442a:10 

+  935x8~1122a;H714a:4-204a:H17)t 

w 

»J 

dix-neuf 

99 

=  —  x(x1*-  19*16  +  152o:14—  665a:w 

+ 1729a:10— 2717a:« +  2508^ 
-  1254a:*  +  285*»- 19), 

etc.  etc. 


Donc  on  a  ä  droite  les  formules  exprimant  les  cdtes  et  les 
liagonales  des  polygones  multipliees  par  -f  x  ou  —  x  selon  que 
6  polynome  est  dun  degre*  4n  ou  in  —  2.  On  en  trouvera  la  rai- 
ou  dans  la  formation  meme  de  ces  e'quations.  La  corde  de  neuf 
res  a  en  outre  pour  facteur  ara— 3;  parce  que  !e  eßte  du  tri- 
agle  est  diagonale  de  l'enneagone.  Pour  Ja  meme  raison  la  corde 
le  quinze  arcs  a  encore  les  facteurs  (x* — 3)  et  (x* — 5#2-f5). 

2.  Ces  cordes  donn&s,  pour  trouver  l'äquation  du  polygone 
Ic  dix-sept  cötes  (AB....R),  on  peut  se  servir  du  quadrilatere 
UKO,  dans  lequel  JK  sous-tend  un  arc,  AO  et  KO  quatre 
res,  JO  cinq  arcs,  AJ  et  AK  huit  arcs.  II  faut  alors  utiliser 
t  tbeoröme  de  Ptole'mee. 

On  n'aura  aueune  difBculte  ä  deriver  par  cette  application  les 
quations  des  polygones  de  9,  12,  15,  48  cdtes  de  celtes  des 
>olygone8  de  3,  4,  5,  6  cötes. 

L'äquation  du  polygone  de  15  cdtes  se  trouve  indifferemroent, 
:n  aubstituant  ä  a  daos  la  formule  du  pentagone  3x — x9,  ou  bien 
lans  la  formule  du  triangle  5a:— 5x*  +  x*. 

Celle  du  polygone  de  21  cdtes  indiffe>emment,  en  posant  dans 
a  formule  du  septagone  a=3a:  —  x*  ou  bien  dans  la  formule  du 
Hangle  a=7x  —  14a:8  +  7a:5—  x7.  En  faisant  ces  substitutions  on 
rouvera  dans  le  premier  cas : 

TheilXL.  U 
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18a:1«  +  135a:14— 547a:1*-!-  1299a:10— 1836a*  +  1499a4— «U« 
-f  126**— 7=0=(a*—  7a*+14a:*— 7) 
X       -  IIa:10  +  44a*— 78a*  +  60a*— 16a:*  -f  1) ; 

dans  le  secood  cas: 

*w  _  Uj:>*  +  77a:lo-210a*  +  294a«  -  196a*  +  49a*  -3  =  0 

=  (:r*-3)  (x**  - 1  la-10  +  44a* -78a-* + 60a*  -  lfh*  + 1 ). 

Si  on  desirait  l'4quation  de  ce  polygone  avec  toutes  ses  diago 
nales  il  faudrait  multiplier  la  premiere  formale  par  a* — 3=0,  oa 
la  secoode  par  a*— 7a* -f  14a»— 7=0. 

3.  Ce  qu'il  y  a  d'extremeraent  simple  c'est  qu'en  combina* 
les  resultats  de  la  duplication,  de  la  triplicatioo  etc.  des  arcs,  « 
parvient  plus  facilement  que  par  aucune  des  ro<$thodes  preceo»* 
Im  aax  equatlons  des  polygones. 

Ainst  en  exprimant  que  les  cordes  du  double  et  da  triple  k 
l'arc  du  pentagone  sont  Egales,  ainsi  que  les  corde  du  triple  et 
du  quadruple  de  l'arc  du  septagone,  les  cordes  du  quadruple 
du  quintuple  de  l'arc  de  l'enneagone  etc.  etc.,  on  tombe  iramedia- 
temeot  sur  les  formules  cberche*es. 

Pour  le  polygone  de  onze  cdtes,  on  a  la  corde  de  cinq  ar» 
egale  a  celle  de  six  arcs.  Donc: 

(3a?-a*)  */4— (3a:— a*)*  =  x  (5— Öar1  +  a*), 

(9— 6a*  +  a*)  (4— 9a*  +  6a*— a*)  =  (5—5**  +  a*)*, 

x10  —  1 1  a* + 44a* — 77a* + 55a;»  - 1 1  =  0 , 

comme  auparavant.  Et  pour  second  exerople  posant  la  corde  * 
quinze  arcs  e*gale  a  celle  de  seize  arcs,  ee  qui  donnera  le  pok 
gone  de  trente  et  un  cdtes,  on  trouve: 

a^-31a:"*^34a*« -3627a*4  +  20150x«-78430ar*o  +  219604^* 

_  447051a:»« -f  660858a:14  -  700910a:1* + 520676a:10 -  200338a1 

+  82212*«  -  14756a*  +  1240a:3— 31  =  0. 

Les  equations  qu'oo  obtient  par  cette  metbode  conbeooeJ 
toutes  les  diagonales  du  polygone;  si  donc  le  polygone  n'est  pi 
primunigone,  l'eqoation  se  laissera  decomposer  en  deux  ou  p4* 
sieurs  polygones.  P.  e.  L'^quation  du  polygone  de  21  cötes  r?n 
fermera  cellee  du  triangle  et  du  septagone. 


■ 
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Poor  obtenir  les  equations  des  polygones  on  peut  naturelle- 
tent  soavent  varier  l'egalisation  de  deux  cordes,  mais  alors  on 
ouvera  frequemment  plus  d'un  polygone  ä  la  fois.  P.  e.  En  posant: 
orde  de  quinze  arcs  =  corde  de  six  arcs,  on  obtiendra  les  4qua- 
oos  des  polygones  de  21  cöttfs  et  de  9  cötes.  Pour  avoir  IVqua- 
od  du  polygone  de  21  cötes  seul,  on  devra  poser:  corde  de  diz 
res  =  corde  de  ouze  arcs.  En  geueral  pour  obtenir  l'e*quation 
u  polygone  de  2n+l  cötes  on  posera:  corde  de  n  arcs  =  corde 
en  +  l  arcs,  et  dans  ce  cas  on  aura  l'equation  en  roöme  teraps 
omplete  et  sans  facteur  Oranger  ä  la  question.  Car  l'öquation 
Ton  deses  niembres  du  (n-f-l)mc  (legre;  Tun  de  ses  merabres  con- 

eot  le  radical  V  4 — a2,  puisque  n  ou  n  -f- 1  est  Fun  des  deux 
air;  tous  deux  ces  niembres  out  le  facteur  a  par  lequel  od  peut 
i viser ,  reste  donc  apres  J'e'le'vaiion  au  carre*  une  equation  de 
egre*  2h.  De  plus  il  n'y  a  qu'un  seul  polygone  pour  lequel  cette 
ondition  a  lieu. 

§.  6. 

Comparaison  des  equations  relatives  aux  divers  polygones. 

Apres  avoir  donne  tant  de  formules  pour  divers  polygones 
est  temps  de  proeäder  ä  une  autre  recherche.  II  ne  faut  pas 
e  perdre  dans  la  pluralitl,  il  faut  cbercher  Tunite*.  C'est  ce  dont 
nomine  ne  peut  pas  et  ne  doit  pas  se  passer.  Voila  qui  nous 
st  impeVieuseroent  impose  surtout  dans  les  mathömatiques,  la 
iugue  de  la  raison  par  excellence.  Une  chose  doit  6tre  e'tudiee 
oos  plusienrs  formes,  de  tous  les  cötes  pour  la  bien  connaitre, 
»ois  la  raison  d'dtre  de  cette  chose  peut  et  doit  £tre  cberche'e. 
)uoique  la  matiere  soit  loin  d'etre  e'puise'e,  j'ai  räussi  ä  trouver 
e  que  je  cherchais :  des  regles  pratiques  pour  deYiver  l'equation 
i'un  polygone  de  Celles  des  polygones  dejä  connus.  Apres  tout 
e  crois  avoir  offert  aux  savants  l'occasion  d'y  fixer  leur  attention. 

En  premier  lieu  il  nous  a  trappe*  que  dans  les  formules  pour 
e  Reptagone  et  polygone  de  onze  cötäs,  les  coeföcients  ä  l'ex- 
eption  du  premier,  qui  est  naturellement  toujours  I'unite,  sont 
livisibles  par  7  et  11.  De  plus  si  Ton  öte  le  premier  terme,  l'equa- 
ion  sera  divisible  par  o* — 1. 

On  trouve  pour  le  septagone: 

«•_7(«»-l)»=0. 

^our  le  polygone  de  onze  cötes: 

a»- 1 1  (o»—  1)  (o«— 3a*  +  4«»—  1)  =  0. 
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Ces  deux  propritftes  se  retrouvent  chez  les  autres  primanigo- 
nes  ,  souvent  möme  conime  cbez  le  septagone  l'4quaüon,  apre* 
qu'oo  a  dte*  le  preroier  terrae,  se  troave  divisible  par  (a* — l)1. 
Seulenient  je  ne  sais  paa  trouver  ä  cette  singularite  une  gigoio- 
cation  essentielle. 

Une  autre  Observation  exprime  mieux  le  caractere  de  ce^ 
equations.  Je  l'exposerai  dans  l'ordre  dans  lequel  je  Tai  faite.. 
d'abord  moins  juste,  puis  plus  exacte,  pour  faire  voir  dans  cettt? 
exposition  corame  dans  toute  la  note,  la  maniere  dont  j'ai  moi- 
m£me  trouve"  les  ve>ite^  contenaes.  La  redaction  pourrait  etre 
plus  concise  si  je  la  reftiisais,  mais  il  Importe  de  savoir  commextt 
on  a  procädö.  Voila  pourquoi  j'ai  donne  des  calculs  maintenan' 
moins  necessaires,  mais  que  j'ai  fait  reellement  ä  peu  pres  dans 
l'ordre  dans  lequel  j'ai  ecrit  cette  note. 

Or  d'abord  il  m'avait  frappe  que  je  pouvais  ecrire  les  Unit 
premieres  4quations  dans  cette  forme: 


.  (4_a*)-l, 

.   (3— r,«)  =  l, 

(5)  pentagone 

....  (2- 

<i*)(3-,i*)=1, 

(6)  hexagone  . 

.  (2-a*)-l, 

(7)  septagone  . 

.  (l-a*)(2- 

.fl*)(4-a*)  =  l, 

(8)  octogone  . 

 (I- 

a*)(3— o*)  =  l. 

(9)  enneagone 

a*)(4-fl«)=:l, 

(10)  däcagotie  . 

...    (1  — 

ö*)(2  —  a*)  =  l. 

C'elait  curieux  que  dans  ce  cas  toujours  le  premier  membre 
avait  de  ces  facteurs  simples  (1  —  a2),  (2  —  a*),  etc. 

L  equation  (9)  offre  cette  irregularite  qu'il  y  a  deux  facteur> 
egaux,  mais  ce  n'est  pas  un  primunigone.  Je  m'imagioais  od« 
Interpretation.  Pourtant  apres  avoir  trouve"  les  equations  de  pfa 
sieurs  polygones  d'un  plus  grand  nombre  de  cdies  et  surtout  apre» 
avoir  öcrit  la  paragraphe  5,  je  vis  que  je  m'etais  trompe  sur  U 
signification  de  ces  frappantes  analogies,  que  j  avais  effleore  et 
non  pas  touche*  la  ve>ite\ 

En  effet  en  ^gatisant  le  premier  membre  de  la  formule  d  as 
n-gone  non  plus  a  0  teile  quelle  etait,  mais  ä  lunite  apres  lavok 
augmentäe  de  cette  meme  valeur,  j'avais  inconsciemment  et  n« 
pas  tout-ä-fait  en  regle  admis  la  condition  que  la  corde  de  3,  5,* 
arcs  Iquivalait  ä  la  corde  de  l'arc  simple.  Ainsi  j'avais  plotö 
expriraä  au  preroier  membre  de  l'equation  (car  il  faut  que  le  secomi 
soit  0)  l'ensemble  des  equations  des  polygones  qui  satisfont  ä 
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ette  equation  que  1  'Iquation  de  ce  n-gone.  Cependant  il  restait 
ne  difficultl.  Quelle  e'tait  la  raison  que  non  pas  tous  les  gones 
ü'oq  avait  le  droit  d'attendre  s'y  trouvaient  röellement  et  pour- 
ooi  4tait-ce  que  j'en  trouvais  d  autres  en  egalisant  ä  l'unite*  po- 
live,  les  autres  en  egalisant  ä  l'unitö  negative?  On  pourrait 
ipposer  que  les  polygones  pour  lesquels  la  corde  de  n  fois  Tarc 
»onait  nne  ou  plusieucs  circonvolutions  plus  un  arc,  fourniraient 
i  facteur  egal  a  + 1 ,  et  que  ceux  pour  lesquels  la  corde  de  n 
\b  Tarc  donnait  une  ou  plusieurs  circonvolutions  rooins  un  arc 
uroiraient  un  facteur  egal  ä  —  1 ,  roais  cela  n'est  pas  tout  ä-fait 
ai.  Ce  qui  est  certain  c'est  qu'en  egalisant  ä  +1,  on  trouve 
elques-uns  des  polygones  qui  satisfont  ä  la  condition  indiquäe 
panni  eux  aussi  le  diametre:  oa— 4  =  0  (le  digone  par  ex- 
llence)  et  ensuite  en  Igalisant  ä  — 1  les  autres.  C'est  ce  que 
Duve  la  liste  suivante. 

Donc,  quoique  je  ne  sacbe  pas  encore  m'expliquer  le  pour- 
oi  de  ces  anomalies  apparentes  quant  au  signe,  je  donnerai 
it  ä  Tbeure  des  regles  pratiques. 

Pour  eviter  les  formules  on  peut  introdoire  la  notatioo  £(2) 
ir(a*— 4),  £(3)  pour  (o*- 3),  £(8)  pour  o*-4«*+2,  £(nj 
Difiera  l  equation  du  polygone  de  n  cdits  on  peut  voir  les 
lations  aux  pages  150,  151  et  152,  153  indiquees  par  le  raeme 
ne>o  (n). 

iMais  les  equations  des  unigones  qu'on  pose  egales  ä  ±1, 
ant  e"ire  completes  (voyer  pagel51),  nous  prendrons  pour  les 
ations  completes  la  notation  Qn)9  quoique  pour  les  primuni- 

es  C(n)  =  E(n). 

On  a  dooc:  ou  si  Ton  veut: 

!  =+!^f!?!=!'  (O(3))a=+i=£(2).£(4)=o, 

)  =— 1=£(4)=0, 

!  =+5SfS'fS=J  («5))»=+l=£(2).£(4).£(3).E(6)=0. 
)  = —  1  =  £(3) .  £(4)  =0, 

I  =  +  l=£(2).E(4).£(6)  (C(7))t=+1=£(2).£(3).£(4).£(6).£(8) 

— u»  — n 


i  =  _  1=£;(3).£(8)=0, 

.  =  +  l=£:(2).£(4).£(10)=0, 

)  =-J  =  #(ö).£(8)=0, 

!)=  +  1==£(2).£(3).£(6).£(10)=0, 

l) = — 1  ==  E(*) .  £(5) .  £(12) = 0 , 

1)=  + 1  ==  E(2) .  £(3)  .£(6) .  £(14) =0 

!)  =  _1=£;(4).£(7).£(12)=0, 


=0, 
etc. 
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C(18)=  + 1  =£(2).  £(4)  .£(8).£(M) =0, 

C(lfr) =— 1  ==  £(7) .  £(16) = 0 , 

C{17)— + 1==£(2) .  £(4) .  £(6) .  £(8) .  £(18) =0, 

qi7)=-  l==£(3).£(9).£(I6)  =  0, 

0(19)  =  +  1  =  £(2) .  £(5) .  £(6) .  £(10) .  £(18) =0, 

C(19)=— 1=£(3) .  £(4).  £(9).  £(20)  =  0, 

C(21)=  +  l=£(2).  £(6) .  £(10) .  £(22) = 0, 

C(21 )  =  - 1  ==  £(4) .  £(1 1) .  £(20)  =  0, 

C(31)  =  -f  1 =£(2) .  £(4) .  £(6) .  £(8) .  £(10) .  £(16) .  £(30)  =0, 
C(31)  =  - 1 =£(3) .  £(5) .  £(15) .  £(32)  =  0. 

On  voit  qu'en  effet  tous  les  gones,  pour  lesquel*  n  fois  lin 
est  egale  a  une  ou  plusieurs  revolutions  entieres  plus  ou  mois 
un  seul  arc,  sont  representes.  II  va  sans  dire  que  poor  parveü 
ä  ces  deeorupositions  II  n'est  i^cessaire  de  suivre  la  metbode  h 
diquee  dans  la  paragraphe  1.  que  partiellement,  car  on  sah 
les  sont  les  equations  qu'on  peut  attendre  comme  facteurs.  EH 
est  pourtant  tres  utile,  car  en  formant  l'eqoation  a  decorapo* 
f\0),  £(—1),  £(+1),  on  peot  rejeter  a  priori  toutes  les  e^oafioi 
pour  lesquelles  /(0),  f{ — 1),  /*(+!)  ne  sont  pas  facteurs  reipe 
tlvement  de  £(0),  £(—1),  £(+1). 

Je  disais  qu  on  peut  attendre  tels  facteurs,  je  serais  teste  < 
dire  qu'on  peut  les  determiner  d'avance.  Au  moins  y  a-t-il  coma 
j'ai  dejä  dit  des  regle»  pratiques  bien  que  encore  empiriques.  I 
premier  lieu  £(2)  (diainetre)  se  trouve  toujours  avec  +1. 

i 

Si  C'(»)  est  du  degre"  4m,  alors  E(n  + 1)  se  trouve  avec  + 

£(n-l)avec-l.   Au  contraire  E(jr)9  EQt 

etc.  se  trouvent  avec  —1  c'est  a  dire  de  l'autre  cöte*  que  £(»  +  1 

£^-£-^,   £^-j-^,  etc«  8C  trouvent  avec  +1 

l'auteur  cöte  que  £(n— I).  Pour  les  autres  harmonier  que  j 
trouvees  je  les  de>elopperai  tout  a  l'heure  par  un  oouvel  exeop 
Si  C(n)  est  du  degrö  4r/i+2,  alors  linverse  a  lieu.  C  est  a  & 
E(n  + 1)  se  trouve  avec  —  1  etc. 

En  considerant  bien  la  liste  des  cordes  des  multiples  d  un  i 
de  page  155.  on  s'expliquera  facilement  pourquoi  £(»  + 1)  se  troc 
antöt  du  cdte*  de  +  1,  tantöt  du  cdte  de  —  1.  Car  i!  est  evici 
que  l'equation :  corde  n  arcs  =  corde  arc  doit  necessairement  l 
ner  entre  autre  le  polygone  de  n  + 1  cote*,  or  la  corde  de  a  » 
ä  pour  signe  +  ou  —  selon  que  n  est  de  la  forme  4p  + 1 
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—  1.  Mais  pour  les  aotres  £  j'avooe  que  je  fi'ai  pas  trouve 
i  necessitö  de  la  disposition. 

D  apres  ces  donneea  Schoos  de  forroer  0(23),  e*tant  du  degrö  22, 

W)  se  trouve  avec  - 1 ,  £(12),  C(23)  =  + 1  C(23) = — 1 

<(6),  £(3)  se  trouvent  donc  du  =  = 

m  de  + 1 ,  8  etant  le  tiers  de  £(12)  £(24) 

I.  E(8)  se  trouve  de  l'autre  cdW  £(6)  £(6) 

-1),  £(4),  £(2)  du  cdte*  de  +1.  £(3)  £(11) 

(34)  <<tant  du  cd«  de  —1,  £(4) 

(22)  se  trouve  avec  +  1 ,  donc  £(2) 

(II)  avec  —1.                  '  £(22) 

ous  avons  donc: 

C(23)=  + 1  ==  £(22).£(12).£(6).£(4).£(3).£(2)=0, 
023)=— 1  s£(24).£(ll).£(6)=:0. 

nr  veri6er  le  räsultat  od  u'a  qu'ä  effectuer  les  multiplications 
tt.  d*  £(24).  £(11). £(8) ,  ce  qui  dennait  pour  les  quatre  premiers 


-  23«»  +  230/1*-  1311a«  +  .... 

*  trots  nombres  ötant  divisibles  par  23,  et  l'^quation  du  degre 
j*y  trouvais  une  garantie  süffisante  de  la  justesse  du  rdsultat. 

Si  Ion  trouvait  ces  regles  trop  difliciles  ä  saisir  on  pourrait 
plement  poser: 

(C(23))* 

f  1  =  £(24) .  £(12) .  £(6) .  £(3) .  £(8) .  £(4) ,  £(2) .  £(22) .  £(1 1)  =  0. 

(rotte  se  trouvent  donc  les  nombres  24  et  22  avec  tous  leurs 
»eure;  toutefois  2  commun  diviseur  des  deuz  ne  se  presente 
toe  foia. 

En  r  4  s  u  m  4: 

1.  On  petit  forroer  les  tfquations  de  tous  les  primunigones. 

2.  De  ces  e'quations  se  dement  tres  facilement  Celles  qui 
nt  pour  les  digones,  les  didigones  et  pour  les  polygones  dont 
ombre  des  cdtes  est  divisible. 

3.  Od  pent  y  parveoir  J>ar  une  m&hode  purement  analytique 
ien  eu  se  servant  de  la  propri&e  du  quadrilatere  ou  du  tra- 
»  inscrirs,  mieux  encore  en  egalisant  les  cordes  de  deuz  arcs. 

Dans  le  premier  cas  on  obtient  toujours  une  äquatiou  qui 
ent  deuz  ou  plusieurs  facteurs  dont  chacun  vaut  pour  un 
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polygone  qu'on  peut  de  terminer  d'avance.    Dans  le  second  ca* 
on  trouve  tres  souvent  l'equation  desiree  au  degre  esseotiel;  sov*  j 
vent  aussi  eile  contient  outre  le  facteur  desire  uo  aatre  qoi  n 
pas  toujours  une  signification  connue,  bienque  tres  sooreut  cet  i 
autre  facteur  exprime  ra  relation  des  cdtes  et  des  diagonales  dm 
polygone  plus  simple. 

4.  Quoi  qu'il  en  soit,  on  peut  toujours  separer  les  factum 
de  cette  equation  par  un  procexlö  niethodique  et  sür  (§.  1.)  q« 
d'apres  ce  que  nos  recherches  dans  la  paragrapbe  6.  ont  montrt 
n'est  plus  indispensable,  mais  qui  Diente  l  attentioo  par  sa  na- 
veautö  et  parce  que  c  est  lui  qui  a  fraye"  et  aplani  la  route. 

5.  Le  carre  du  premier  membre  de  l'equation  des  cdtes  da 
unigone  ('2w  -|- 1)  e'galise  ä  lumte"  positive  donne  l'ensemble  cos- 
plet  des  equations  relatives  auz  polygones  qui  ont  la  corde  ie 
2«  +  l  fois  larc  egale  a  la  corde  de  l  arc  simple,  y  compris leq* 
tion  du  diametre. 

6.  Le  carre*  du  premier  membre  de  I  equation  des  cote$  du 
digone  (de  2n  c6te*s)  e'galise'  ä  l'unitä  positive  donne  le  prod^t 
des  deux  Equations  completes  des  polygones  de  2n  + 1  et  t 
2»-l  cdtes. 

Cette  derniere  conclusion  est  l'expression  plus  generale  * 
l'enonce*  pour  les  polygones  de  2m  i  1  cote's,  car  de  cette  n 
niere  on  ne  trouve  les  cdtes  des  autres  que  comme  diagnw-* 
de  ces  demiers.  L'avant  -  derniere  expression  du  caractere  es 
une  relation  analogue,  comme  on  en  pourrait  trouver  bien  S» 
tres  encore. 

La  propriete"  que  dans  les  Equations  des  primunigones  W 
les  coePGcients  des  termes  suivant  le  premier  sont  divisibles  pi 
le  oombre  des  cdtes,  est  d'importance  dans  la  tbeorie  desnomb« 

11  s'en  suit  que  le  produit  de  C(m)  et  de  Qu)  et  le  prsÜ 
C(p)xC(q),  si  m  +  n  =  p  +  y,  ont  en  commun  le  secood 
cient;  mais  on  voit,  ce  qui  est  tres  remarquable,  quilsootd 
commun  plusieurs  coeföcients.   Comparez  p.  ex.  C(1I)  X  Qß)  M 
C(7)XC(9)  p.  143.  et  p.150.,  C(13)xC(19)  avec  C(15)xC(17).f* 
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X. 

Demonstration  du  theoreme  enonce  au  tom.  39.  p.  120. 

de  ce  journal.  . 

Par 

Monsieur  B.  Lobatto, 

Profeueur  de  matheraatique«  ä  l'Acadeniie  a  Delft. 


En  posant 

A  =  aa'—bb'  —  cc',  D  =  bc>  +  cb', 

B  =  bb1  —  cc1  —  aa1 ,  E  =  co'  +  ac' , 

C  =  CC*  -  aa'  —bb' ;  F  =  ab1  +  a'6; 

aura: 

,  1°:   ABC—AD*—BE*—CF*  +  2DEF 

=  (a*  +  6*  +  c«)  (a'*  +  6'»  +  c'*)  (aa'  -f  W  -f  cc') ,  (a) 

.  2°.   (A+B){B+C)(A  +  €)-2DEF 

»äs  allons  prouver  en  premier  liea  la  seconde  partie  du  thro- 
ne, ce  qui  facilitera  la  demonatratioo  de  la  premtere  partie. 

On  a  dabord 

A  +  B=-t2cc',  A+C=-2bb',  B  +  C=-2aa' 

* 

A  +  B  +  C=  -  (aa'+bb'  +  €&). 

s  raleurs  de  D,  E,  F  conduisent  aux  relations  suivantea: 

D*-(A  +  B)(A  +  C)  =  (bc'-b'c)*,  \ 

Et  -  (A  +  B)  (Ä+ C)  =  (ac'  -  a'c)»,  [  (I) 

F»-(Ä+0(J+C)  =  (a6'— a'6)»  ) 

11» 
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On  a  (Tailleurs: 

DE  =  cc'  (ab'  +  a'b)  +  cV6'  +  c'*ab , 

donc 

Z)£F=  cc'  (ab'  +  a'6)*  +  (cV6'  +  c'*a6)  (o6'  +  a'b) 

=  cc'  (a6'  +  a'6)*  +  aa'  (6V*  +  6'*c«)  +  66'  («V»+  o' V), 
expressioo  qui  peut  s'ecrire  encorc  sous  1a  forme  suivante: 
DEF  =  cc'  (ab'  -a'6)*  +  aa'  (6c'  -6'c)*  -f  66'  (ac*  -a'c)* 

+  8öo'M'<t 

ou  bien 

20EF  =  -  ( ^  +  B)  (ab'  -  a'6)9  -  (B  +  C)  (6c'  -  6'c)* 

-  (4  +  C)  (ac'  -  a'c)» -  2 (A  +  Ä)  (#  +  C)  (4  +  C 
ss-(J  +  J^F*--(£  +  C)lP-(il  +  C)£1 

en  vertu  des  relations  (I),  d'oü  Ton  deduit 

(A+B)  (Ä+C)  (A+ C)-2DEF=(A+ ß)F*+  (tf +  C)/)«+  (-4 +OP 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

D'apres  la  valeur  obtenue  ci  dessus  pour  2DEF,  la  quaitfr 

ABC  -AD*  —  BE*  -  CF*  +  2Z)£F 
se  changera  en 

ABC-(A  +  Ä+C)(Ö*  +  £H^)  +  (4+B) (£+  C)  <  J+O 
Posaut  pour  abreger 

A  +     +  C  =  —  (au'  +  66'  +  cc')  =  s , 


4=*  +  2aa',   #=*  +  266',   C=«  +  2cc'. 

Donc 

(II) 

ABC=z    **  +  2(aa'  +  66'  +  cc')««  +  4(aa'66'  +  aa'cc'  +  66'^)! 

+  Saa'bb'cc 

= _ f  3 + 4  (oo'66' + aa'cc' + 66'cc')  *  -  (4 +£)  (4  4  C)  (#+ fV 

■ 

Or,  il  resulte  des  relations  (I) 
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=(6c'  - 6'c)*+  (ac'-a'c)»  +  (a6'-a'6)* 

+  4(aa'66' +aa'cc,+bbtccl) 

=  (a*  +  6*  +  c*)  (a'1  -f  6'1  +  «'*) — ** 

+  4(aa'66H«a'^'  +  66'cc'), 

oü  l'on  deduit  l'lquation 

M + B  +  C)  ( D* + F* + F»)  =  (a*  +  6* + c»)  (a'a + 6'H  c'«)  t  - 18 

+  4  (aa'bb'  +  aa'cc'  +  66'cc')  s. 

rastrayant  celle  ci  de  l'equation  (II),  od  obtiendra: 

ABC-(A  +  B+C)(D*  +  E*  +  F*) 
=-(aa  +  6*+ c«)  (a'« + 6'* + c'»)  *  -  ( A  +  Ä)  (B  +  C)  ( J  +  C) , 

i  bieo 

ABC-(A  +  B+Q(D*  +  E*+F*)  +  (A+B)(B  +  C)(A+C) 
—  ABC-  AD*—BE*—  CF»  +  2DEF 
=  (a*  +  6*  +  c«)  (a'2  +  $'*  +  O  (aa'  +  66'  +  cc'). 

Aux  deux  relations  (a),  (0),  qui  nous  venons  de  prouver  con- 
rm^meot  au  (h^oreme  propose,  on  peut  joindre  eocore  une  troi- 
eine  qui  decoule  immediatement  des  äquations  (I). 

En  effet  celles  ci  donnent: 

D*—  BC=  (bc'-b'c)*  +A*+A(B  +  C), 

E*-AC=z  {ac1  -  a'c)*  +  B*  +  B(A  +  C) , 

F«-^J?=(a6'— a'6)*+C*  +  C(J  +  JS). 

onc: 

F*  +  F*~  (4/?  -f-  BC+AC) 
=(6c'  -  6'c)*+ (oc'— a'c)*+ (a6' — a'6)*+ (4  +  /?+  C)» 
=(6c'-6/c)l+(ac'-o'c)*+(a6,-a'6)H(flö'+66/+cc,)a 
=(a*+6»  +  c»)(a'2  +  6'*  +  c/2), 

ou  Ton  tire,  en  ayant  tfgard  ä  l'equation  («),  celle  ci: 
(A  +  B+  C)\D*  +  E*+F*—AB—BC—AC\ 
+  ABC—AD*-BE*-CF*+2DEF=Q, 

uL  &ant  derelopp^e,  se  röduira  ä  l'equation 

II  est  aise  de  cooclure  de  ce  qui  precede,  que  les  six  quan- 
ites  a,  6,  c,  a',  6',  c'  ne  pourront  ätre  expriroees  en  fonction  de 
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A,  B,  C,  D,  E,  F,  qua  moitw  qoe  cea  dertiieres  quaotites 
soient  1'uSes  entre  elles  par  leqaation  de  condition (ß).  Mais, 
ce  cas  meine  on  ne  pourra  obteair  quo  les  rapports  eotre  les 
titös  a,  b,  c,  a' ,  b1 ,  c' ,  une  d'entre  elles  restant  entieretnent 
terminee,  aussi  qu'on  va  le  voir  par  l'analyse  suivante. 
En  profitant  des  relations 

A  +  B  =  -2cc',   ^  +  C=-266',   J5  +  C=-W, 
les  valears  de  D,  E,  F  fourniront  les  equations: 

/>  +  t^  +  /?)  +  ^(^  +  C)  =  0. 
£  +  t£(B+C)  +  t£(^  +  Ä)  =  0, 

F+.f6(^+C)  +  ~(Ä+r)=o. 

Posons  pour  simplifier 

-  =  tn,    -=n,  dou    t  =  -• 
c  c  o  n 

■ 

les  equations  precedentes  se  changeroot  eo: 

£  +  ^,(ß+C)  +  |M  +  Ä)=0, 
F  +  ^  +  C)+4(Ä  +  C)=0; 

ou  bien: 

2nD  d+J?_0 

2mE    .  »+C  ,  n||, 

m2  ,  2m     F    ,B  +  C_n 

*  +  -^a~Tc+a+c-v' 

dont  les  dem  preroieres  suffisent  pour  d^terminer  les  rapport 
m  et  n.   Od  en  tire  respectiveraent : 

-D±V[Dt-(A  +  B)  (A  +  C)\  | 
n=  A^g  .  , 

-E±  V\E*-(A+B)(,B  +  C)\. 
m~  Ä~+B  * 
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p»U,q-e  les  de«  va..»r.  de  „  ont  poer  produi.  ^|=6-X*4. 
est  Evident  que  ces  valeurs  fourniront  alternativement  les  rapports 

et  p.  De  raeme  les  deux  valeurs  de  m  donneront  les  rapports 
a' 

et  -,.   On  poarra  ainsi  disposer  arbitraireraent  de  la  quantite* 

;  quaot  ä  la  valeur  de  c',  eile  se  trouvera  alors  determinöe  par 

A  +  B  nt 
fraction  ^ — •    La  valeur  de  — ,  d^duite  des  valeurs  ob- 

inoes  ci  dessus  pour  m  et  n,  devra  s'identifier  avec  celle  fouruie 
ir  la  deruiere  des  4quations  (III),  savoir 

m_  —  F±  V\F*-(A  +  Q(B  +  C)\ 
n  —  A  +  C 

oü  resulte  l'äquation  de  condition 

E±  V  \  E*—(A  +  B)  (B  +  C))  _  —  F±y\F*-(A+C)(B+C)\ 
D±V\D*—(A  +  B)(A  +  C)\-  A  +  C 

quelle  De  pourra  diffe>er  de  la  re'lation  (ß).  II  parait  difficile 
u  premier  abord  de  prouver  l'identite  de  ces  deux  e*quations,  ä 
ause  des  radicaux  qui  entrent  dans  l'äquation  que  dous  venons 
obtenir.    On  pourra  y  parvenir  cependant  saus  trop  de  peine, 

0  procldant  de  la  maniere  suivante. 

Si  Ton  substitue  ä  cette  äquation  ces  deux  ci: 

E-y\E*-(A+B)(B+C)\  -F~V\F*~{A+C)(B+C)\ 
D-v\LP—  (A+B)(A+C)\~  A+C 

E  +  yjE2- (A+B)(B+  C) \ _  - F+  V \ F*-(A+C) (B+C) \ 
D+y\D*  —  (A+B)(A+C)\'~'  A  +  C 

01  s'accordent  entre  elles,  et  qu'on  en  prenne  la  sorome,  on 
btiendra 

DE-y{D*-(A+B)(A+C)\\E*-(A  +  B)(B+C)\ _  —F 

(A  +  B)(A  +  C)  "A+C 

o  bien 

D*-(A  +  B)(A  +  QttE*-(A  +  B)(B+C)\  =  \F(A+B)+DE)* 

)ereloppant  chaque  membre  de  cette  4quation,  il  viendra  apres 
eduction : 

A+B)*(A+Q(B+C)—IP(A+B)(B+C)—E*(A  +  B)(A+C) 

=  F*(A  +  B)*  +  2DEF(A  +  B). 
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Divtsant  per  le  factetif  A  +  B,  on  retorabe  finalemeot  aar  \ 'eaua- 

tion  de  condition  (ß): 

(A  f  B)  (A  +  C)  (B  +  O  -  2DEF 

=  D*(B  +  C)  +  -E,(^+C)  +        +  B). 

Cette  derniere  däduction  pourra  en  lueme  tems  etre  coosidere? 
comme  une  nouvelle  demonstration  de  Nqnation  dont  il  s'agit 


Ermittlung  des  Integrales 

da: 


(1) 


—  «)»• 

für  den  Fall,  dass 

ist,  unter  »  eine  ganze  positive  Zahl,  welche  grösser 
als  1  ist,  und  unter  <x  und  #  zwei  von  einander  ver 

schiedene  Zahlen  verstanden. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer , 
ProfeMor  an  der  Handelt- Akademie  in  Wien. 


Wir  setzen  das  Integral  (1)  in  folgender  Form  voraus: 
dx  Co+Cjs-f  C^*+....  +  C»---»3g»""> 
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/dx 
(J  — a)P  (X  —  ß)<l 


\m 


nd  suchen  sodann  CJ>,   C*-±  so  za  bestimmen,  dass 

lie  Gleichung  (2)  identisch  wird. 

Durch  Diffierenziren  der  Gleichung  (2)  erhSIt  man : 

1  _  Cx  +  2Cg*  -f . . . .  +  (* — 2)  G,-«ar"^ 

.  (1  -  p)  (  Cp  +  Cx  x  +  Cgg»  + . . . .  -f  Cn-*al*-*) 
+  (a?  —  a)i»  — 

+ 

nd  befreiet  man  diese  Gleichung  von  den  Brüchen,  so  erhält 
wn,  gleich  ordnend: 

1=  «^Q-[P(l-p)  +  «(l-7)]Co 

+*l2«/3^-tf(2-p)  +  «(2-  9)]  Q  +  (2-p-9)  C0L 
+x»{3a/3Cs--[j5(3-.p)+«(3-9)]ql+(3-/>-9)C1i 

+  

+*—»{(»-  2)  aßC++  -  [j3  (n  -2-p)  +  *  (n  -  2  -  9)]  Cn^ 

+  (w-2-p-f>G,-« 

od  diese  Gleichung  zerfällt  in  folgendes  System  von  Gleichungen : 
=«/JQ-[/3(l-p)  +  a(l-o)]C0, 

^«ßC>-[ß&-p)  +  «&-q)]Ci  +  (2-p-q)C0, 
^Q-tftf-p)  +  «(3-o)J  Ca +(3-p  -  9)  Q , 

^(n-2)aj3C«-2-[l3(n-2 -p)+«(n-2-9)]  ^+ (»-2-^-9)  G..4, 

b=  -  [ß(n  - 1  -  p)  +  «(n—  1  -  9)]  C_2  +  (n  —  1  -p  -  9)  CU, ; 

9»  welchem  im  Allgemeinen 

Cq,   Ci,   Cj, Cb— 2 

•estimmt  werden  können.  Sollten  sich  in  specieüen  Fällen  aus 
lern  so  eben  aufgestellten  Gleichungssysteme  keine  Auflosungen 
"r  Cot  C|,  ergeben,   so  weist  diess  darauf  hin, 

lass  das  Integral  (1)  nicht  die  in  (2)  vorausgesetzte  Form  bat. 
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So  ist  s.  B.  für  p  +  9=2: 

<fcc  Co 


(x  -  o)P  (x  -  ß)1  ~  (x— a)P-i  (x-^0)Fi  * 
woselbst  Q>  sich  aus  folgender  Gleichung  ergibt: 

l=-DI(l-p)  +  «a-9)]Co. 

und  diess  liefert  einen  endlichen  Werth  för  C0f  mit  Ausnahme  de« 
einzigen  Falles,  wo 

p  =  l,   y  =  l 
ist.   Sei  ferner  p  +  gz=3,  dann  bat  man: 

/dx  C0 + fix 
(x— a)r(*--0)f  —  (x-cJp-^x— ß)i-i 9  {- 

woselbst  C0  und  Ci  sich  aus  folgenden  Gleichungen  ergeben: 

1  =  a^-tf(l-p)+«(1^9)]Co. 
0=[fta-p)  +  a<2-9)]Ck  +  4. 

■ 

Lost  man  selbe  auf,  so  findet  man  für  Cq  und  (\  Brüche,  dere 
gemeinschaftlicher  Nenner  die  Form  hat: 

a^+tf(l-rt+«(l-9)].tf(2-p)  +  «e-V)]. 
und  ist  dieser  etwa  gleich  Null,  so  ist 


(x— <x)p(x— 0)* 

nicht  gleich  einem  Ausdrucke  der  Form: 

Cp+  CjX 
(x-c)p-»(x— 
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XII. 

\%m  d  une  exposition  rationnelle  des  principes  fon- 
damentaux de  la  Geometrie  elcmentaire. 

Par 

Monsieur  J.  Hoüel, 

iksnetu  de  Mathdmatiques  pures  a  la  Facultd  des  Sciences  de  Bordeaux. 


Introduction. 

Depots  longtemps  les  recherches  scientifiques  des  raathäma- 
«ns  sur  les  principes  fondamentaux  de  la  Göomötrie  öUmentaire 

sont  concentrees  presque  exclusivement  sur  la  throne  des 
Alleles;  et  si,  jusqu'ici,  les  efforts  de  tant  d'esprits  Eminente 
nt  aboufi  ä  aoeun  resultat  satisfaisant,  il  est  peut-dtre  perrais 
d  conclure  qu'en  poursuivant  ces  recherches,  on  a  fait  fausse 
te,  et  qu'on  s'est  attaque  ä  un  probleme  insoluble,  dont  on  s'est 
gere  l'importance,  par  suite  d'idees  inexaetes  sur  la  nature  et 
igine  des  verites  primordiales  de  la  science  de  l'ötendue. 

La  source  de  cette  erreur  est,  croyons-nous,  dans  le  faux 
Jt  de  vue  methapbysique  oü  Ton  s'est  place,  en  considlrant 
;eometrie  comme  une  science  de  raisonnement  pur,  et  ne  vou- 

admettre  parmi  ses  axiömes  que  des  ve>ites  necessaires 
in  domaine  de  la  pure  raison.  On  a  ete*  conduit  ainsi  ä  attri- 
r  aux  axiomes  une  nature  toute  differente  de  celle  des  autres 
tes  geom^triques  que  1'expeYience  nous  revele  en  dehors  de 
e  e'tude  scientiöqne,  et  que  le  geometre  rattacbe  ä  ces  axiöraes 
me  consequences. 

Cependant  la  Geometrie,  comme  la  M4canique  et  la  Physique, 
)ur  objet  Tötude  d'une  grandeur  concrete,  Töten  du  e,  affec- 
nos  seos  d'une  certaine  maniere;  et  c'est  seolement  par  les 
lations  des  seos  que  nous  avons  pu  connaitre  les  proprietes 
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fundamentales  de  cette  espfcce  particuliere  de  grandear.  Ces  pro- 
prietes, indöfinissables  et  indemontrablcs,  sont  les  terines  de  con- 
paraison  obligls  auxquels  nous  ne  pouvons  que  rapporter  les 
autres  proprietes,  a  l'aide  du  raisonnement  abstrait. 

Ainsi  les  sens  seuls  peuvent  nous  mettre  en  relation  vtc 
l'ätendue,  et  ils  nous  en  fönt  connaitre  dejä  un  grand  norabre  de 
proprietes,  «ans  emprunter  le  secours  de  la  logique  dedudw. 
Parmi  ces  proprietös,  les  unes  sont  tellemeot  simples,  tcllemec! 
faciles  ä  constater,  que  la  force  de  Ihabitude,  jointe  a  la  tradi 
tion  constante  de  l'l£cole,  a  bien  pu  faire  oublier  leor  veritobk 
origine,  et  le  röle  essentiel  qu'ont  joue*  les  sens  dans  leur  deeoi- 
verte.  On  a  confondu,  sous  le  num  d'axiömes,  ces  verit« 
avec  les  verite*s  abstraites,  qui  se  rapportent  ä  la  science  de* 
grandeurs  en  general  ou  ä  l'arithmetique  universelle  *). 

D'autres  proprietes,  enseignees  egalement  par  rexperieoce,  rt 
jouissant  de  la  meme  certitude  immediate  que  les  precedenttv 
sc  deduisent  näanmoins  de  celles-ci  comme  cons^quences,  et  or. 
les  a  classes,  sous  le  nom  de  the'orenies,  a  cdte*  des  veri'ft 
plus  cachees,  que  le  raisonnement  seul  pouvait  faire  aperceTob 

Le  partage  de  ces  verite\s  fondamentales  en  axidmes  et  tW- 
oremes  est,  jusqu'ä  un  certain  poiot,  arbitraire.  Ainsi,  lorsqrc 
dem  de  ces  värites  sont  des  consequences  reeiproques  1*00«  <fe 
l'autre,  on  peut  prendre  celle  des  deux  que  Ton  voudra  poa 
axidme,  Tautre  devenant  alors  un  tbe'oreme. 

Le  nombre  des  axiomes  peut  varier,  suivant  l'ordre  que  l'w 
adopte  dans  la  Subordination  des  propositions.  II  y  a  cepenrfac! 
un  min  im  um,  au-dessous  duquel  ce  nombre  ne  saurait  et«1 
röduit,  comme  le  prouvent  les  tentatives  infruetueuses  aoxqse'ie« 
nous  l'aisions  tout  ä  Theure  allusion. 

Nous  nous  proposons,  dans  ce  travail,  de  präsenter  quellt« 
considerations  sur  le  nombre  et  la  nature  des  axiämes  nects^ji- 
res  de  la  Geometrie  rationnelle.  Nous  avons  dü  examiner,  ä  cett» 
occasion,  les  idees  qui  ont  servi  de  base  aux  Elements  <b 
Legendre,  et  qui  dominent  encore  dans  la  plupart  des  traitil 
modernes,  auxquels  celui  de  Legendre  a  servi  de  type.  Po* 
y  reconnaitre  de  nombreuses  inexaetitudes,  il  nous  a  suffi  «"et 
faire  la  comparaison  avec  les  prineipes  d'Euclide  et  les  dises«- 


•)  Ainsi,  parmi  les  donze  propositions  qu'Euclidc  dlsigne  du  noe  * 
xoival  i'yvotaty  les  troh  dernierea  seuies  appartiennent  spdcialement  a  la  f*ca* 
tric.    Les  sept  premierea  s'appliquent  4  tonte  cspe'co  de  grandear. 
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ons  des  geometres  qui  ont  au  se  pen&rer  de  1'esprit  de  i'lm 
ortel  auteur  des  anciens  Clements. 

L'ouvrage  d'Euclide  lui-meme,  quelque  superiorite  que  Ton 
>i?e  lui  reconnaitre  sur  ses  successeurs,  ne  nous  a  pas  paru  ä 
bri  de  toute  critique,  et  nous  avons  cru  pouvoir  y  signaler  de 
»eres  imperfections,  qu'il  serait  d'ailletirs  aise*  de  faire  dispa- 
!tre,  sans  alterer  au  fond  l'admirable  enchainement  des  verite's 
e  renferme  ce  chef-d'oeuvre  de  logique. 

L  immense  succes  qu'ont  eu  les  £l£ments  de  Legen dre, 
leur  apparition,  n'est  pas  dü  seulement  ä  la  renomme'e  scienti- 
ue  de  cet  ilhistre  analyste.    II  tient  aussi  aux  eminentes  quali- 

de  precision  et  de  clarte  qui  distinguent  la  redaction  de  ce 
e,  oü  l'auteur  a  si  bien  su  reproduire  la  forme  et  le  style  des 
im  et  res  de  l'antiquite.    Malheureusement,  Legen  dre,  entraine* 

l'exempte  de  ses  contemporains,  n'a  pas  su  conserver  dans 
te  leur  purete  les  methodes  vraiment  ge*onietriques  des  Anciens, 
il  les  a  profondement  alterees,  en  y  melant  les  proeödes  arith- 
iques  de  I' Analyse  moderne. 

Chez  Euclide,  la  Geometrie  forme  une  science  complete,  qui 
iüfGt  ä  elle-nie'me,  et  n'invoque  nulle  part,  dans  ses  dernon- 
tions,  le  secours  de  la  .science  des  nombres.  C'est  plutät 
5»ci  qui  empruntera  ä  la  ge'ometrie  ses  denominations,  et  qui. 
Ine  sensible  aux  yeux  par  le  moyen  des  figures,  pourra  fonder 
Premiers  prineipes  sur  une  eVidence  tont  intuitive. 

Lcgendre,  au  contraire,  introduit  ä  cbaque  instant  dans  ses 
»unements  des  considerations  qui  supposent  les  grandeurs 
.letriques  remplace'es  par  des  nombres.  C'est  ainsi  qu'il  parle 
roduit  de  lignes  multipliees  par  des  lignes  ou  par  des  surfa- 
Dans  les  demonstrations  ou  il  fait  usage  des  proportions, 
plique  inmiediatement  aux  proportions  entre  lignes  des  theo- 
s  d'arithnietique  etahlis  seulement  pour  les  proportions  entre 
»res  rationnels,  et  l'extension  aucas  des  incommensurables,  qu'il 
deroontrer  par  un  artifice  imite  des  geometres  anciens,  ne  peut 
justißee,  tant  que  Ton  n'a  par  de'Gni  avec  plus  de  prlcision 
lte>  de  deux  rapports  entre  quantites  incom mensurables.  Nous 
Jerons  pas?  davantage  sur  les  defauts  de  ces  methodes,  qui 
rd'hui  «ont  en  partie  abandonnies. 

fous  nous  occuperons  plus  particulierement  des  propositions 
mentales  du  pr  emier  Li  vre,  qui  se  rattachent  imme'diate- 
aux  axidmes.  Comme  nous  Pavons  dejä  fait  entendre,  si 
avait  d'autre  but  que  de  mettre  hors  de  dout e  cbacune  des 
s  ge'oroeUriques,  on  pourra  it  faire  un  bien  plus  large  appel 
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ä  l'expärience,  en  supprimant  la  plupart  des  d^raonstrations  daa> 
cette  partie  de  la  gäometrie,  et  prenant  pour  axidmes  le  pte 
grand  nombre  des  propositions  enoncees.  Nul  horome  de  bon  sens 
aujourd'hut  ne  se  donnerait  fa  peine  de  refuter  un  sophiste  maot 
que,  pour  aller  d'un  point  ä  une  droite,  la  perpendiculaire  soit 
plus  courte  que  Toblique;  et  ce  n'est  pas  l'evidence  qui  manQue- 
rait  a  cette  proposition  pour  dtre  rangee  parmi  les  axiönies  de 
|a  geometrie. 

Mais  l'auteur  d'un  traite  de  geometrie  ne  doit  pas  seulevmt 
chercher  a  convaincre  Tesprit  du  lecteur;  il  doit  chercher  a 
l'eclairer;  et,  s'il  ne  s'attache  pas  ä  etablir  avec  soin  1'eDckai- 
nement  et  la  Subordination  des  propositions,  il  arrivera  a  ras- 
sembler  des  verites  qui  resteront  isolees  et  steriles.  Fante  <k 
connaitre  le  lien  qui  les  unit,  le  lecteur  ne  sera  nullemeot  prt» 
pare*  a  passer  des  verites  connues  a  d'autres  plus  cachees,  etil; 
aura  perdu  Foccasion  de  se  familiariser,  sur  des  exemples  sie  ! 
ples,  avec  les  procedes  de  recherebe  de  la  geometrie. 

II  importe  donc  de  bien  preciser  d'abord  quelle  est  la  natoir 
des  axidmes,  et  de  les  reduire  au  plus  petit  nombre  possiWe. 
Pour  oous  guider  dans  cette  recherche,  nous  ne  perdrons  janu* 
de  Tue  cette  maxime,  trop  souvent  meconnue,  que  les  verit« 
simples  doivent  pouvoir  se  deniontrer  sim  plement.  d 
que  ce  que  Ton  gagne  en  rigueur  dans  les  raison»*- 
ments,  on  doit  pouvoir  aussi  le  gagner  en  simplicite. 
Si  quelqu'un  des  premiers  prineipes  de  la  science  ne  peut  se 
duire  d'une  raaniere  courte  et  facile  des  prineipes  precedemm^ 
pose*s,  on  aura  lieu  de  croire  qu'il  n'en  est  pas  une  consequet1^ 
et  qu'il  est  lui-meme  un  axidme  indemontrable.    II  Taut  dooc  if 
deTier  des  dlmonstrations  longues  et  compliquees,   par  lesqneB« 
on  a  souvent  voulu  ötablir  des  propositions  que  Ton  ne  voobl 
pas  admettre  parmi  les  axidmes.    Par  un  examen  approfoodi,  «• 
finit  gene'ralement  par  constater  qu'il  en  est  de  ces  dentonstr* 
tions  comroe  des  appareils  ingenieux  au  moyen  desquels  on  esp*1 
quelquefois  realiser  le  mouvement  perpetuel.  II  s'en  faut  de  bia 
peu  que  l'appareil  ne  marcbe;  mais  il  ne  marcbe  pas.  —  D'* 
tres  fois,  on  s'apercoit  que  la  proposition  a  deniontrer  n'avait  ptf| 
ete*  rattacbee  ä  celles  dont  eile  est  naturellement  la  conseqaexc« 

Si  nous  appüquons  ces  considerations  ä  l'examen  des  tritt* 
de  gdomätrie  qui  ont  paru  jusqu'ä  ce  jour,  nous  verrons  sans  peH 
qu'ils  laissent  tous  ä  desirer  sous  ces  divers  rapports. 

Au  point  de  vue  de  la  rigueur  des  deduetions  et  du  cb-ti 
des  axidmes,  aueun  traite,  jusqu  a  present,  n'a  surpasse*  les  £\* 
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roenU  d'EucIide,  malgre'  quelques  points  deTectueux,  qu'il  se- 
•ait  aise  de  corriger.  Si  les  demonstrations  d'EucIide  n'ont  pas 
oojoors  la  simplicite'  qui  semble  regner  dans  les  ouvrages  mo- 
leroes,  ce  la  tient  bien  moins  au  fond  meme  de  ces  demonstra- 
<od4  qa'a  la  forme  dogiuatique  adoptee  par  l'auteur,  qui  se  pr£- 
ccopait  avant  tout  de  fermer  la  bouche  ä  des  sophistes  que  la 
irece  avait  le  tort  de  prendre  au  serieux.  De  lä  son  babitude  de 
eoiontrer  toujours  qu'une  cbose  ne  peut  pas  ne  pas  etre,  au 
ta  defablir  qu'elle  est,  et  de  faire  voir  en  meme  temps  pour- 
uoi  eile  est,  et  commeot  on  a  die*  conduit  ä  recoooaitre  son 
ustence.  11  sufürait  souvent  de  quelques  lägeres  modifications 
mr  transformer  les  raisonnements  indirects  d'EucIide  en  rai- 
noements  directs.  On  ne  peut  d'ailleurs  iui  faire  un  rep röche 
i  o  avoir  pas  usö  dans  certains  cas  des  procädes  beaucoup  plus 
ort«  de  J'analyse  moderne. 

On  est  force*  de  convenir  aussi  que  l'ordre  des  propositions 
premier  Li  vre  d'EucIide  est  loin  d'dtre  satisfaisant.  II  semble 
e  l'auteur  ait  ränge*  ses  propositions,  sans  avoir  egard  a  leur 
iplicite*  ou  a  leur  importance,  et  en  s'imposant  pour  seule  con- 
>on  que  la  d^monstration  de  cliaque  proposition  ne  s'appuyät 
»  sur  les  propositions  qui  la  precedent  *). 

U  reauhe  de  la  que  la  lecture  d'EucIide  n'est  pas  sans 
Ique  difficulte  pour  les  commencants,  et  cela  explique,  jusqu'ä 
crertain  point,  l'oubli  oü  il  est  tombä  dans  les  äcoles  francaises. 

Et  cependant,  pour  un  geometre  intimement  pea&rä  de  l'esprit 
igueur  qui  rögne  dans  cet  admirable  ouvrage,  et  joignant  a 

la  connaissance  des  ressources  de  la  science  moderne,  rien 
«erait  plus  aise  que  de  tirer  du  livre  des  Elements  un  traite 
j  correct  pour  le  fond  des  idees,  et  debarasse*  de  ce  que  la 
e  offre  d'aride  et  de  rebutant.  II  Iui  suftirait  de  subordonner 
propositions  a  un  ordre  plus  rationnel ;  de  remplacer  autant 
possible  les  demohstrations  par  l'absurde  par  des  dömon» 
ions  directes,  plus  simples  et  plus  luniineuses ;  et  enfin  d'in* 
er,  quand  il  y  a  lieu,  le  grand  principe  des  limites,  que 
Vneiens  n'avaient  ose  formuler  dans  toute  sa  geoeralite\ 


)  Xou«  poavODfl  citcr,  commc  exomplc  ä  l'appai  de  cette  assertion,  la 
»ition  13,  qu'Eoclide  demontre  avec  un  grand  appareil  de  logique,  et 
'Iuce  apres  d'autres  propositions  beancoup  moins  simples.  Pour  nous,  cette 
itiou  exprime  seulement  que  les  deux  parties  d'un  demi-tour  font  le  demi- 
ntier,  et  il  eüt  presque  suffi  de  Venoncer  en  töte  du  Livre.  On  eüt  pu 
ler  alors  la  ddroonstration  de  la  proposition  5. 
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Sans  vouloir  eiitreprencire  une  tAche  aussi  longue,  je  me  bor 
uerai  ici  ä  soumettre  aux  auteurs,  qui  seraient  disposes  ä  cod* 
courir  ä  cette  oeuvre  si  utile,  le  r^sultat  de  mes  recberches  w 
les  preruiercs  propositions  d' Eue  Ii  de. 

Je  me  suis  eflWe  de  delimiter  avec  plus  de  precision  b 
axi  Arnes  purement  geometriques,  en  les  rattachant  ä  leor  origisf 
expe>imentale.    Parmi  les  verites  qu'Euclide  a  rassemblees  soo* 
le  nom  de  notions  coramunes,  nous  avons  deja  fait  remarqwr 
que  les  sept  premieres  appartiennent  ä  la  science  des  granden* 
en  general.    Les  deux  suivantes  (les  axiAmes  8  et  9)  ne  soat  pa 
a  proprement  parier,  desaxidmes,  mais  des  definitions.  L'axi'W 
8  est  la  deflnition  de  l'egalite  de  deux  grandeurs  geometriqae?; 
1'axiAme  9  est  la  definttion  du  mot  plus  grand  que,  od  la  dffr 
nition  de  l'inegalite  de  deux  grandeurs  quelconques. 

Les  trois  derniers  axiomes  sont  classcs,  dans  Tedition  M 
Peyrard.  parmi  les  demandes  (altyjficera).  Mais  nous  pen>oov 
avec  R.  Simson  et  Lorens,  que  le  mot  de  man  de  a  chei  Et 
clide  un  sens  qui  ne  se  rapporte  pas  a  la  nature  des  eoor.^ 
en  question,  et  nous  leur  conserverons  le  nom  d'axiäraes.  Ol 
trois  axidmes,  contrairement  aux  precedents,  appartiennent  p?fl 
prement  ä  la  science  g^ometrique. 

Les  demandes  sont  au  nombre  de  trois.  Nous  propo*J 
d'en  ajouter  une  quatrieme,  dont  Eu clide  fait  souvent  un 
tacite,  quoiqu'il  semble  avoir  voulu  d'abord  l'eviter  a  l'aide  M 
propositions  2  et  3.  Nous  demanderons  qu'une  fiijure  invarii« 
de  forme  puisse  6tre  transportee  d'une  maniere  quelconque  <M 
son  plan  ou  dans  Tespace  *). 

Les  premieres  propositions  du  premier  livre  pourront  se  ctt 
ser  d'apres  les  divisions  suivantes: 

1°.    Proprietes  des  angles  ayant  raerae  somruet. 

2°.  Proprietes  des  angles  ayant  des  somroets  differeots(n 
rie  des  paralleles). 

3°.  Proprietes  d'un  triangle.  —  rägalite*  et  inegalites  Ä 
un  triangle. 

4°.    Comparaison  de  deux  triangles.  —  Cas  d'ägalite.  — 
d'inägalite. 

Viendraient  ensoite  les  proprietes  des  quadrUateres  et  I 
polygones  en  general.  J 

Mon  but  n'etant  nullement  de  rediger  le  commenceme&t  i 


•)  Voy.  Note  I. 
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»aitä  dassique,  je  me  sui«  attache*  a  la  discussion  des  principe« 
t  a  la  comparaison  des  m^thodes,  sans  chercber  ä  proportionner 
•s  dereloppements  suivant  la  regularitä  didactique. 

J'expose,  en  forme  de  commentaire  sur  les  32  premieres  pro- 
DsUions  d'Euclide,  l'esquisse  d'un  plan  suivant  lequel  on  pour- 
lit  reconstruire  plus  regulierement  cette  partie  du  premier 
irre.  J'ai  essaye*  de  montrer  comment,  en  ne  perdant  jamais 
3  vue  l'origine  des  id^es  geom£triques,  et  rappor(ant  toujours 
laque  proposition  ä  sa  veritable  source,  on  introduit  dans  la 
leorie  plus  de  clarte*  et  de  generalite,  tout  en  restant  plus  pres 
»  applications  pratiques,  et  Ton  est  tout  prepare,  par  l'analogie 
18  proc^des,  ä  l'4tude  des  grandes  methodes  de  la  nouvelle 
fometrie. 

L'appendice,  compose*  de  plusieurs  notes  trop  longues  pour 
)uver  place  dans  le  texte,  est  termine*  par  quelques  rlflexions 
r  Tiroportance  de  l'enseignement  de  la  glom&rie  elämentaire, 
r  les  moyens  de  rendre  cet  enseignemeut  plus  fruetueux  au 
üble  point  de  vue  de  la  theorie  et  des  applications,  et  sur  les 
anlages  que  la  gäomefrie  presente  sur  l'analyse  abstraite, 
mme  premiere  preparation  ä  Tetude  des  parties  plus  elevees 
s  mathömatiques. 


isai  d'unc  exposition  rationnelle  des  principe«  de  la  Geome- 
trie dlementaire. 

§•  1 

La  Geometrie  est  fonde'e  sur  la  notion  indeTinissable  et  ex- 
rtmentale  de  la  soliditä  ou  de  Tinvariabilit^  des  figures  *). 

Elle  emprunte,  en  outre,  ä  1'expeVience  un  certain  nombre  de 
nn^es  que  Ton  appetle  axiomes.  —  Nous  verrons  que  les  axiö- 
«  de  la  ge'ometrie  peuvent  se  r^duire  ä  quatre. 

On  appelle  surface  la  limite  de  deux  portions  de  lespace. 

Nous  nous  eMevons  ä  l'idee  abstraite  de  surface  par  la  consi- 
ation  d'une  enveloppe  ou  cloison  materielle,  dont  nous  redui- 
ib  iudefiniment  l'epaisseur. 


•)  Voy.  Note  I. 
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La  limite  de  deux  portions  de  surface  sappelle  ligoe. 

Deuz  sarface8  qui  se  rencontrent  se  limitent  reciproquemen: 

L'intersection  de  deux  surfaces  et  donc  une  ligne. 

Od  s'est  e'leve  ä  I'idee  abstraite  de  ligne  soit  par  la  consid^ 
ration  d'une  tige  tres-mince,  soit  par  celle  de  la  rencontre  dt 
deux  clotsons,  ou  de  la  trace  laissee  sur  la  superücie  d'on  corps 
par  le  cootact  d'une  autre  surface. 

La  limite  de  deux  portions  de  ligne  s'appelle  point 

Une  ligne  peut  4tre  limitee  par  sa  rencontre  avec  une  nr- 
face  ou  avec  une  autre  ligne. 

Ainsi  l'intersection  de  deux  lignes  ou  d'une  surface  et  dox 
ligne  est  uu  point. 

L'intersection  de  trois  surfaces  est  aussi  un  point. 

L'ide*e  de  point  est  venue  de  la  conside>ation  d'un  corps. 
dont  les  dimensions  etaient  indefiniment  re'duites. 

§.  3. 

Nous  avons  dlfini  les  mots  surface,  ligne,  point,  eop* 
tant  de  lide'e  de  surface  pour  arriver  jusqu'au  point. 

On  peut  suivre  l'ordre  inverse,  en  introduisant  plus  expta 
tement  l'ide'e  de  mouvement  *). 

On  dira  alors,  en  partant  de  I'idee  de  point,  comne 
primitive,  qu'une  ligne  est  I'ensemble  des  positions  occupees  scc 
cessivement  dans  l'espace  par  un  point  qui  se  meut. 

De  ni£me,  on  peut  considerer  une  surface  com  nie  l'eosea^ 
des  positions  occupees  successivement  par  une  ligne  qui  se  dt- 
place,  et  qui  en  meme  temps  peut  changer  de  forme. 

Toutes  ces  idees  peuvent  eire  rappelles  par  les  repretf* 
tations  materielles  qui  leur  ont  primitivement  donne  naissance 

§•  4. 

L  etude  des  lignes  et  des  surface  constitae  l'objet  de  l» 
geomätrie. 

On  donne  le  nom  de  figure  ä  un  ensemble  quelconque  « 
points,  de  lignes  ou  de  surfaces,  considere  comme  invariable  de  (<*m* 

*)  Voy.  Note  II. 
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Axiöinc  I.  —  Trois  points  suffisent,  en  gäneral,  pour  fixer 
lans  1'espace  la  position  d'une  figure. 

§.  5. 

L'experience  nous  apprend  cependant  que,  lorsqu'une  figure 
;e  meut  en  tournant  autour  de  deux  de  ses  points,  supposes  fixes, 
ly  aan  enseroble  de  points,  situes  sur  une  certaine  ligne,  et 
}ui  restent  immobiles  pendant  que  les  autres  se  deplacenr. 

Ces  points  sont  disposös  sur  la  route  que  suivrait  un  rayon 
umineux  pour  passer  de  Tun  des  points  fixes  a  l  autre  (en  sup- 
losant  ces  deux  points  situes  dans  un  raeme  milieu  homogene). 

La  ligne  qui  contient  tous  ces  points,  et  qui  nous  apparait 
:omme  la  trajectoire  habituelle  des  rayons  luroineux,  s'appelle  la 
igne  droite.  Dono 

Axfdme  II.  —  II  existe  une  ligne,  appelee  ligne  droite, 
dont  la  position  dans  Tespace  est  completement  fixe'e  par  les 
positions  de  deux  quelconques  de  ses  points,  et  qui  est  teile  que 
toute  portion  de  cette  ligne  peut  s'appliquer  exactement  sur  une 
aotre  portion  quelconque,  des  que  ces  deux  portions  ont  deux 
points  cornmuns  *). 

Ainsi,  d'un  poirit  ä  un  autre,  on  ne  peut  mener  qu'une  seule 
igne  droite**). 

Deux  lignes  droites  qui  ont  deux  points  cornmuns,  coincident 
dans  toute  leur  etendue,  quelque  loin  qu'on  les  prolonge  au-delä 
de  ces  deux  points. 

En  d'autres  termes,  on  admet  qu'une  ligne  droite  peut  6tre 
proloDgee  ind^finiment  dans  les  deux  sens,  et  quelle  ne  peut 
l'etre  que  d'une  seule  maniere. 

Si,  en  joigoant  deux  points  d  une  surface  par  une  ligne  droite, 
la  partie  de  la  droite  comprise  entre  ces  deux  points  se  trouve 
dun  certain  cdte  de  la  surface,  on  dit  que  la  surface  est  concave 
de  ce  cötö,  ou  convexe  du  cöte  oppose. 

L'expärience  nous  montre  certaines  surfaces,  comme  celle  des 
eaux  tranquilles,  qui  ne  sout  concaves  d'aucun  cdte,  et  sur  les- 


♦)  Voy.  Note  UX 

**)  C'est,  Sons  une  antre  forme,  Taxiome  12  d'Euclidc. 
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quell  es  une  ligne  droite,  menee  cntre  deux  de  leurs  poinU.  s»  ap 
plique  dans  toute  son  etendue. 

Une  teile  surface  s'appelle  une  surface  plane  ou  un  plti. 

Soient  A,  B,  C  (Fig.  1.)  trois  points  d'uue  surface  plao? 
Si  Ton  joint  le  point  C  ä  un  point  quelconque  A  de  la  droite  AB, 
la  droite  CA  sera,  ainsi  que  la  droite  AB,  comprise  toot  eotim 
dans  la  surface.  Si  Ton  fait  mouvoir  le  point  A  tout  le  long  de 
la  droite  AB,  la  ligne  CA  prendra  une  infinite  de  positioos,  qsi 
par  leur  ensemble  engendreront  la  surface. 

Ainsi  la  surface  plane  peut  ätre  consideree  com  nie  engeodm 
par  le  roouvement  d'une  droite  tournant  autour  d'un  point  fixe,  et 
gHssant  le  long  d'une  droite  fixe  qui  ne  passe  pas  par  ce  poioL 

Si  Ton  fait  tourner  un  plan  autour  de  deux  de  ses  point?  A 
et  SB ,  ou,  ce  qui  revient  au  nieme,  autour  de  la  droite  AB  comnt 
charniere,  jusqu'ä  ce  qu'un  point  C  du  plan,  non  situe  sur  la  drohe 
AB,  vienne  rencontrer  l'ancienne  position  du  plan  en  un  potat  C. 
situö  de  l  autre  cdtä  de  AB  par  rapport  a  C;  l'ancienoe  positiot 
pouvant  ätre  consideree  corome  engendree  par  le  mouvenient  de 
CA  le  long  de  AB,  et  la  nouvelle  par  le  mouvement  de  CA  le 
long  de  la  nieme  droite  AB,  il  est  clair  que  ces  deux  positio» 
ne  formeront  qu  une  seule  et  raeme  surface,  puisque  leurs  ligte* 
generatrices  coYncident  dans  cbaque  position ;  en  sorte  que  Ii  sir 
face  retour  nee  coincidera  avec  son  ancienne  position. 

En  göneral ,  si  Ton  donne  ä  deux  plans  trois  points  common», 
non  en  ligne  droite,  le  m^me  raisonnement  fait  voir  que  les  dtex 
plans  coYncideront  dans  toute  leur  ätendue.  Donc 

Axidine  III.  —  II  existe  une  surface  teile  qu'une  ligne  droht 
qui  passe  par  deux  quelconques  de  ses  points,  y  est  reoferaee 
tout  entiere,  et  qu'une  portion  quelconque  de  cette  surface  pttf 
£tre  appliquäe  exaetement  sur  la  surface  elle-meme,  soit  diree 
tement,  soit  apres  qu'on  l'a  retournee,  en  lui  faisant  faht  ose 
demi-revolution  autour  de  deux  de  ses  points.  Cette  surface  est 
le  plan. 

Par  trois  points  non  en  ligne  droite,  ou  par  une  droite  et  n 
point  situe  hors  de  cette  droite,  ou  encore,  par  deux  droite«  qui 
se  coupent,  on  peut  toujours  faire  passer  un  plan,  et  Ton  o'et 
peut  faire  passer  qu'un. 

§.7. 

Lorsque  deux  droites  se  rencontrent,  on  dit  quelle*  form«* 
un  angle. 
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On  peut  se  representer  un  angle  corome  la  quauttttf  plus  ou 
noins  grande  dont  il  faut  faire  tourner  une  droite  autour  d'on  de 
ies  points  pour  la  faire  passer  d'une  position  ä  une  autre,  en  sup- 
)osant  que  le  mouvement  s'aecomplisse  dans  le  plan  mene  par  les 
leux  positioii8. 

On  peut  passer  de  la  position  AB  (Fig.  2)  ä  la  position  AC,  en 
ournant  dans  un  sens  ou  dans  l  autre:  l'augle  dderit  n'est  pas  le 
Berne  dans  les  deux  cas. 

§.  8. 

Pour  aller  d'un  point  A  a  un  autre  point  B,  en  suivant  une 
ligne  droite,  il  faut  connaitre  1°  la  direction  de  cette  droite, 
2°  la  longueur  de  la  portion  de  cette  droite  comprise  entre  les 
deux  points. 

Pour  determiner  la  direction  d'une  droite,  on  commence  par 
imaginer  un  plan  passant  par  les  deux  points  A,  B9  et  dans  ce 
plan  une  droite  fine  AC,  menee  par  le  point  A.  La  direction  de 
la  droite  AB  sera  connue,  si  Ton  donne  Tangle  CAB  qu'elle 
fait  avec  la  droite  fixe  AC,  c'est-ä-dire,  la  quantitä  dont  II  faut 
tourner,  dans  le  plan  ABC,  suivant  un  sens  convenu,  pour 
passer  de  la  position  AC  ä  la  position  AB.  . 

Si  Ton  donne  ensuite  la  distance  AB,  c'est-ä-dire.  la  quan- 
tite  dont  on  doit  s'avancer  sur  la  droite  AB,  on  aura  enfin  la 
position  du  point  B. 

11  est  facile  de  s'expliquer  pourquoi  Ton  a  pris  la  ligne  droite 
pour  mesurer  les  distances,  le  plan  pour  mesurer  les  angles. 

1°.  C'est  que  d'abord,  par  deux  points  donne's/ on  peut  tou- 
jours mener  une  ligne  droite,  de  rneme  que,  par  deux  droites 
donnees,  on  peut  toujours  faire  passer  un  plan.  —  II  pourrait  n'en 
plos  £tre  de  memo,  si  Ion  prenait  une  ligne  courbe  ou  uoe  sur- 
fece  conique  de  forme  donnöe. 

2°.  En  second  lieu,  toute  portion  de  ligne  droite  ou  de  plan 
peut  etre  superposee  ä  une  ligne  droite  ou  ä  un  plan,  de  sorte 
que  Ton  peut  constater  immediatement  l'egalitö  ou  Hnegalite'  de 
deux  distances  ou  de  deux  angles. 

- 

§.  10. 

Lorsquune  droite,  apres  avoir  tourne  toujours  dans  !e  raerae 
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sens,  revient  a  son  ancienne  position,  on  dit  qu'elle  a  accompii 
ud  toor  entier. 

Lorsque  la  droite  vient  se  placer  sur  son  prolongeraent,  ob 
dit  qu'elle  a  fait  uo  deroi-tour. 

Lorsqu'elle  s'arrete  de  roaniere  ä  forroer  avec  sa  premiere 
position  et  le  prolongement  de  celle-ci  deux  angles  egaux,  eilet 
decrit  un  quart  de  tour  ou  angle  droit,  et  sa  nouvelle  po* 
tion  est  dite  perpendiculaire  ä  la  premiere. 

Le  prolongement  de  la  perpendiculaire  est  aussi  une  perpen- 
diculaire. 

La  premiere  droite  est  aussi  perpendiculaire  ä  la  seconde. 
Tous  les  angles  droits  sont  Igaux. 

On  a  pris  pour  unit4  de  mesure  angulaire  le  quart  de  toe 
ou  angle  droit  *). 

§.  11. 

On  appetle  cercle  une  ligne  courbe  tracee  sur  un  plan,  et 
dont  tous  les  points  sont  a  la  raeme  distance  d'un  point  fixe,  sp- 
pele"  centre. 

Si  Ton  fait  tourner  une  droite  dans  un  plan  autour  d*nn  de 
ses  points,  cbacun  des  autres  points  de  la  droite  decrira  dan* 
ce  mouvement  un  cercle. 

La  distance  constante  d'un  point  du  cercle  au  centre  s'appelle 
rayon. 

Si  Ton  fait  tourner  un  cercle  dans  soo  plan  autour  de  m 
centre,  le  cercle  ne  cessera  pas  de  cotncider  avec  lui -meine* 

Un  diametre  est  une  droite  passant  p'ar  le  centre,  et  ter- 
minee  de  pari  et  d'autre  au  cercle. 

Si  Ton  fait  faire  ä  un  cercle  un  demi-tour  autour  de  son  centre 
et  dans  son  plan,  de  teile  Sorte  qu'un  diametre  donne"  revienoe 
coTncider  avec  son  ancienne  position,  on  voit  que  l'une  des  deox 
parties  du  cercle  viendra  cotncider  avec  l  autre.  Donc  un  diametre 
divise  le  cercle  et  la  portion  de  plan  qu'il  entoure,  chacuii,  « 
deux  parties  egales. 

Si  Ton  fait  faire  ä  un  cercle  un  demi-tour  autour  d'un  de  iei 
diametres,  jusquä  ce  que  son  plan  revienne  coTncider,  par  re- 
tournement,  avec  son  ancienne  position,  le  cercle  coTocidera 


•)  Voy.  Note  IV. 
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»ncore  avec  lui- meine,  ce  qui  doone  une  seconde  dlmonstration 
le  la  propridte*  pr^cedente. 

Deux  cercles  de  ine  nie  rayon  coTncident  ne>essoirement .  des 
jue  Ion  fait  coiocider  leurs  plana  et  leurs  centres. 


§  12. 

Taodis  qu'une  droite  tourne  autour  d'un  de  ses  points,  sup- 
»ose  fixe,  considerons  le  cercle  decrit  par  un  quelconque  des  points 
aobiles  de  la  droite. 

Pendant  que  la  droite  accomplit  un  tour  entier,  eile  parcourt 
e  cercle  entier. 

- 

Lorsqu'elle  fait  un  demi-tour,  eile  parcourt  le  demi- cercle. 

Si  oo  la  fait  tourner  d'angles  egaux  ä  partir  de  deux  positions 
IB,  AB'  (Fig.  3),  les  arcs  decrits  BC,  B'C  seront  egaux. 
-  Car,  si  Ton  fait  tourner  le  cercle  autour  de  son  centre  jusqu'ä 
e  que  AB'  vienne  se  placer  sur  AB,  TegaUte*  des  angles  fait 
oir  que  AC  tombera  sur  AC,  et  par  suite  les  arcs  BC,  B'C 
evront  coYncider. 

Si  un  angle  est  ^gal  ä  la  somme  ou  a  la  difference  de  deux 
□tres,  I'arc  correspondant  au  premier  angle  sera  e'gal  ä  Ja  somine 
u  a  la  difference  des  arcs  correspondant«  aux  deux  autres  angles. 

De  lä  resulte  que 

1°.  Un  angle  droit  comprend  entre  ses  cöte*s  un  quart  de 
erde  ou  quadrant. 

2°.  Si  un  angle  est  muitiplie  par  un  nombre  entier  quelcon- 
ue,  I'arc  correspondant  est  muitiplie  par  le  menie  nombre  entier. 

3°.  Si  un  angle  est  divise  par  un  nombre  entier  quelconque, 
irc  correspondant  est  divise*  par  le  raeme  nombre  entier. 

4°.  Si  deux  angles  ont  entre  eux  un  rapport  quelconque,  les 
•es  correspondants  ont  entre  eux  le  meme  rapport. 

Donc  I'arc  compris  entre  les  cotes  d'un  angle  varie  propor- 
onoellement  ä  cet  angle  *). 


*)  End'autres  tarmes,  si  Von  prcnd  poiir  unitd  d'arc  I'arc  correspondant 
l'unit^  d'angle,  cn  cxe"eutant  les  Operations  necessaires  ponr  Evaluation  nn- 
frique  de  l'angle,  on  sc  trouvera  extfeuter  en  m£me  tomps  les  Operations  qui 
ndnisent  a  1'evaluation  numenque  de  I'arc ,  et  Von  arrivera  de  part  et  d'autre 
inline  resultat. 
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Si  Ton  veiit  donc  compnrer  un  angle  ä  son  unite,  pour  am- 
ver  ä  sa  representation  numerique,  il  revient  au  meme  de  eoa- 
parer  l'arc  correspondant  ä  cet  angle  avec  l'arc  correspond&nt  i 
l*uni(e  d'angle,  et  que  l'on  prend  naturellement  pour  unite  d'art. 

L'unite  d'angle  £tant  l  angte  droit,  Ponitz  d'arc  sera  le  qaadnit 

On  exprime  cette  correspondance  en  disant  qu'un  angle  aa 
c entre  a  pour  mesure  Tarc  compris  entre  ses  cdtes. 

L'avantage  de  la  Substitution  des  arcs  de  cercle  auz  angle« 
consiste  ä  offrir  une  representation  plus  facile  ä  saisir,  et  ä  fad 
liter  les  Operations  graphiques  que  Ton  doit  ex^cuter  sur  les  angle* 

§.  13. 

Une  droite  AD  (Fig.  4.),  qui  en  rencontre  une  autre,  fast 
avec  les  deux  parties  AB,  AC  de  celle-ci  deux  angles  doot  Ii 
Bomme  est  Tangle  C/f/?  =  un  demi-tour  ou  deux  angles  droits. 

Ce  deux  angles  sont  dits  supplernentaires,  et  chacuo  d'eoi 
est  le  Supplement  de  lautre. 

Si  Ton  ajoute  deux  angles  supplernentaires,  il  est  clair  qc? 
leurs  cdtes  non  com  m  uns  seront  en  ligne  droite. 

Si  deux  droites  se  traversent  mutuellement,  les  angles  opp* 
ses  par  le  sommet  sont  4gaux,  comme  ayant  mdme  soppleroent 
— ■  On  pourrait  encore  demontrer  cette  egalite,  en  retour n an t  b 
figure  de  maniere  que  chacun  des  cdtes  de  l'angle  supplem** 
taire  commun  vint  coYncider  avec  l'ancienne  position  de  l'aotre 
cdte%  auquel  cas  les  deux  angles  en  question  seraient  amenes  i 
coYncider  *). 

On  peut  encore  e^noncer  la  meme  proposition,  en  disant  qn* 
les  deux  arcs  de  cercle  compris  entre  deux  rayons  et  entre  le* 
prolongements  de  ces  rayons,  sont  egaux  entre  eux. 

§.  U. 

Deux  droites  quelconques,  rencontre*es  par  uoe  troisieme 
forment  avec  celle-ci  huit  angles  4gaux  deux  a  deux  et  supple- 

•)  Nona  ferons  un  continuel  usage  de  ce  proce'de'  de  retournemtnt 
toutes  les  Ibis  qu'il  s'agira  de  demontrer  regalite"  de  deux  parties  d'une 
figure.  —  On  peut  präsenter  ce  proce'de*  autrement,  en  concevant  que  Ton  pfc 
en  deux  la  figure  autour  de  son  axe  de  syznltrie,  qui  est  ici  la  bissectric«  «i< 
l'angle  supplementaire. 
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nentoirea,  deux  a  deux,  et  auxquels,  pour  les  destgner  plus  faci- 
ement,  on  a  donne  les  noms  de  correspondants,  d'alter- 
les-internes,  d'internes  d'un  merae  cöte,  etc. 

Si  Ton  suppose  qu'une  quelconque  des  cinq  relations  saivao- 
es  ait  Heu: 

1°.  Aogles  correspondants  l 

*2°.       „      alternes-internes  >  egaux, 

3°.       „      alternes-externes  ) 

4°.   Angles  internes  d'un  merae  cote*  )  . , 

5°  externes  supplementaires, 

*  quatre  autres  relations  ont  necessairement  lieu. 

Lorsque  ces  cinq  relations  ont  lieu,  les  droites  CD%  EF  ne 
savent  avoir  aucun  point  commun  (Fig.  5.).  —  Concevoos,  en 
fet,  que  la  mottie*  de  gauche  de  la  figure  soit  rendue  mobile, 

qu'on  loi  fasse  faire  un  demi-tour,  dans  son  plan,  autour  da 
ilieu  J  de  la  droite  AB.    Lorsque  le  point  A  sera  arrive"  en  B 

le  point  B  en  A,  on  voit  aisenicnt  que  les  deux  moities  de  la 
[ure  coYncideront  dans  tous  leurs  points,  quelque  loin  que  Ton 
ppose  les  droites  prolongees.  II  ne  saurait  donc  y  avoir  up 
•tat  de  concours  des  droites  dans  une  de6  moities  de  la  Ggnre, 
>:>  qu'il  en  existät  un  autre  dans  l  autre  inoitie;  et  comme  l'exi- 
snce  simultanee  de  deux  points  de  rencontre  est  contraire  ä  la 
ture  de  la  ligne  droite,  il  s'ensuit  que  les  deux  droites  n'ont 
cud  point  commun  *). 

Donc,  si  lou  fait  glisser  un  anjje,  de  grandeur  invariable, 
long  d'un  de  ses  cötes  suppose*  Gxe,  le  cdte  mobile  se  d stäche 
tierement  de  son  ancicnne  position,  et  ne  conserve  plus  avec 
e  aucun  point  commun. 

Deux  droites  situees  dans  le  meine  plan*  et  ne  pouvant  se 
contrer,  si  loin  qu'on  les  prolonge  l'une  et  lautre,  sont  dites 
ralleles. 

Ainsi  deux  droites  qui  forment  avec  une  troisieme  des  angles 
isfaisant  ä  l'une  des  cinq  conditions  ci-dessus,  sont  paralleles. 

En  particulier,  deux  droites  perpendiculaires  ä  une  troisieme 
t  paralleles  entre  elles. 

En  d'autres  termes,  par  un  point  donne  bors  d'une  droite,  on 
peut  pas  mener  plus  d'une  perpendiculaire  ä  cette  droite. 

Ii  re'sulte  de  ce  que  noas  venons  de  dire  que,  par  un  point 


•)  Dupin,   Gdome*trie  et  Me"canique,  turne  I,  p.  32. 
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pris  hors  dune  droite,  on  peut  toujours  raener  nne  parallele* 
cette  droite  *). 

§.  15. 

La  parallele  Itant  roenee,  si  on  la  fait  toorner  tant  soft  pen 
autour  de  Tun  de  ses  points,  eile  finira  par  atteindre  la  prenien 
ligne,  lorsqu'oo  les  prolongera  sufösamment  Tone  et  lautre;  de 
sorte  que  la  position  de  parallelisme  est  untque.  C'est-Ia  n 
nouveau  principe,  qui  ne  semble  pas  etre  renferroe  dans  les  aii* 
nies  prec4dents,  et  que  nous  e'noncerons  ainsi: 

Axiöme  IV.  —  Par  un  point  donn£,  on  ne  peut  meoer  qa'ow 
seule  parallele  ä  une  droite  donne'e. 

II  resuite  de  la  que 

1°.  üeux  droites  paralleles  a  une  troisieme  sont  paralleles 
entre  elles. 

2°.  Deux  droites  paralleles  ötant  rencontrees  par  une  seeaate, 
les  an  gl  e  s  forraes  satisfont  aux  cinq  relations  du  paragrap^ 
precödent. 

En  particuüer,  toute  perpendiculaire  ä  Fune  des  paralleles  est 
perpendiculaire  a  lautre. 

Donc,  par  un  point  donne*  hors  d'une  droite,  on  peut  toujoers 
mener  une  perpendiculaire  ä  cette  droite.  —  Car  si  Aß  (Fig.d) 
est  une  perpendiculaire  menee  a  la  droite  donnee  eo  un  qa4- 
conque  de  ses  points,  la  parallele  ä  AB,  meoöe  par  le  poto 
donnö  C,  sera  la  perpendiculaire  demandee.  —  Nous  avons  ifail- 
leurs  vu,  dans  le  paragraphe  pnte^dent,  que  cette  perpendiculaire 
est  la  seule  qui  puisse  £tre  abaiss^e  du  point  C  sur  la  droite  AB 

§•  16. 

Deux  angles  qui  ont  les  cötes  paralleles  et  diriges  dans  le 
memo  sens  sont  egaux.  —  On  le  voit  en  les  comparant  ä  Tanz!* 
forme  par  l'intersection  de  leurs  cdtes  prolonges. 

ReViproquement,  deux  angles  etant  egaux  et  diriges  daas  I* 
merae  sens,  si  leurs  preroiers  cdtes  sont  paralleles,  leurs  serW- 
cÄtes  seront  aussi  paralleles. 

II  r^sulte  de  lä  que,  ^tant  donne*  un  Systeme  qnelconque  & 
droites,  si  Ton  transporte  ce  Systeme  dans  son  plan,  de  marier? 


#)  Voy.  Note  V. 


• 
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tone  des  droites  da  Systeme  reste  constamment  parallele  ä  son 
cienne  position,  chacune  des  autres  droites  restera  egalement 
raJIele  a  son  ancienne  position. 

On  dit,  dans  ce  cas,  que  le  Systeme  a  subi  un  mouvement 
Translation  paral  lelem  ent  ä  lui-meme. 

i 

Plos  generalement,  si  les  deux  cdtes  d'un  angle  tournent,  dans 
oieme  sens,  chacun  d'une  nieme  quantite  angulaire,  autour  de 
ux  quelconqaes  de  leurs  points,  la  grandeur  de  1'angle  n'aura 
s  change.  —  Et  reciproquement,  si  Ton  transporte  un  angle 
ds  son  plan,  sans  le  retourner,  chacun  des  cötes  de  1'angle 
&  le  nieme  angle  avec  son  ancienne  position. 

En  particulier,  deux  aogles  qui  ont  les  cdtes  perpendiculai- 
chacun  a  chacun,  sont  egaux  ou  supplementäres. 

Si  Ion  fait  tourner  un  Systeme  de  droites  Hans  son  plan, 
oor  d'un  point  quelconque  qui  Jui  soit  in variab lernen t  Jie\  tou- 

les  droites  feront  avec  leurs  anciennes  positions  respectives 
i  angles  egaux,  dont  la  valeur  commune  est  dite  l'angle  de 
ation  du  Systeme. 

t 

§•  17. 

Deux  droites  concourantes  forment  avec  une  troisieme  des 
Its  alternes- internes  in  egaux,  dont  le  plus  petit  est  celui  qui 
dirige>  vers  le  point  de  concours. 

En  d* autres  terroes,  si  Ton  prolonge  un  cöte  d'un  triangle, 
gle  exte'rteur  ainsi  forme  est  plus  grand  que  chacun  des  angles 
rieurs  non  adjacents. 

Cette  proposition  est  presque  evidente,  si  Ton  s'appuie  sur 
ioroe  IV.  En  effet,  si,  de  la  position  de  paral leTisme,  on  fait 
Jer  la  droile  AB  (Fig.  7.)  ä  la  position  A'B' ,  en  la  faisant 
ner  autour  du  point  C,  de  maniere  qu'elle  rencontre  la  droite 
en  G;  il  est  clair  que,  dans  ce  mouvement,  l'angle  JBCF 
Hugniente,  tandis  que  son  alterne- interne  CFD  sera  reste 
>tant.  Donc,  puisqu'on  avait,  avant  le  mouvement,  BCF 
•FD,  on  aura,  apres  le  mouvement,  Z?'CF>  CFD.  «—  De 
ie,  A'CF<CFE. 

On  voit  en  meme  temps  que  la  valeur  commune  des  di  (Te- 
es B'CF—CFD,  CFE-A'CF  est  egale  ä  l'angle  G  que 
entre  elles  les  droites  A'B1. et  DE.  Donc  l'angle  ext^- 
r,  forme*  par  le  prolongement  d'un  cdte  d'un  tri  - 
le,  est  e\gal  ä  la  somme  des  deux  angles  inttfrieurs 

«il  XL.  13 
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do ii  adjacents,  et  la  somme  des  trots  angles  du  triaaglt 
est  egale  ä  deux  angle«  droits. 

4        $.  18. 

Si  la  maniere  precädente  d'etablir  le  the'oreme  sur  Hnegalit 
des  angles  alternes- internes  forme's  par  des  droites  concourant? 
est  la  plus  directe  et  la  plus  simple,  on  ne  peut  nier  cependu 
qu'elle  ne  s'appuie  sur  un  axiöme  dont  ce  theoreme  ne  depei 
pas  necessairement,  et  il  semble  alors  plus  logique  de  i'etabl 
sans  le  secours  de  cet  axidme.  C'est  ce  qu  a  fait  Euclide  (prop.l( 
et  sa  dlnionstration  peut  etre  presentee  comme  il  suit: 

Soit  ABC  (Fig.  8.)  le  triangle  donne.  Je  dis  que  Faas 
ACD  est  plus  grand  que  son  alterne -interne  BAC.  —  En  ef 
joignons  B  au  milieu  E  de  la  droite  AC,  et  faisons  tourner 
triangle  EBA  autour  du  point  E,  jusqu'ä  ce  que  EA  vienne  »t 
pliquer  mir  son  prolongement  EC,  et  par  suite  le  point  A  rar 
point  C.  Lautre  cdte*  EB  de  langle  BEA  viendra  aussi  s  apj 
quer  sur  son  prolongement.  La  ligne  BA  partira  donc  do  pe 
C  pour  aller  rencontrer  BEF  dans  l'interieur  de  Tangle  AC 
Donc  Tangle  ECF  ou  BAE  sera  contenu  dans  langle  AC 
Donc  enfin  langle  A  est  rooindre  que  son  alterne -interne  AC 

Par  la  merne  raison,  les  deux  droites  AB,  AC  etant  conp 
par  BCt  langle  ABC  sera  nioindre  que  son  alterne -inte 
BCG,  ou  que  son  correspondant  ACD^BCG. 

Donc  langle  exterieur  ACD  est  plus  grand  que  efaacuu  < 
angles  ext&ieurs  oon  -  adjacents. 

En  d'autres  termes,  dans  un  triangle,  chaque  anglö  est  m 
dre  que  le  Supplement  de  Tun  quelconque  des  deux  autres. 

Donc  !a  somme  de  deux  quelconques  des  angles  d'on 
angle  est  moindre  que  deux  angles  droits. 

fönt  triangle  a  au  moins  deux  angles  aigus. 

Deux  droites  partant  d'un  roeme  point  ne  peuvent  avoir 
perpendiculaire  commune. 

Si  Ton  mene,  d'un  m£me  point,  a  une  droite  donoee, 
perpendiculaire  et  une  oblique,  loblique  fera  un  angle  aigu  1 
la  partie  de  la  droite  qui  ?a  du  pied  de  loblique  au  pied  de 
perpendiculaire. 

§.  19. 

Apres  avoir  etabli  ces  inegalites  independamment  do 
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am«  axidme,  on  demontrera,  comme  Euclide  (prop.  32),  les 
wernaa  d'egalite*  fendes  sur  cet  axiöroe. 

Si  Ion  prolonge  nn  cdte*  dun  triangle,  1'aagJe  exterieur  est 
il  a  la  somme  des  deux  Interieurs  non-adjaceots. 

* 

La  sorome  des  trois  angles  du  triangle  est  egale  a  deux 
les  droits. 

Dans  un  triangle  rectangle,  les  deux  angtes  aigus  sont  com- 
nentaires. 

Deox  angles  d  un  triangle,  etant  donnes,  determioeot  Je  troi- 
te. 

Da  triangle  Isoscele  *).  —  Soit  ABC  (Fig.  9.)  un  triangle  iso- 
e,  dans  lequel  AB  =  AC.  Retournons  le  plan  de  ce  triangle, 
ui  faisaut  faire  uns  demi-re>olution  autour  de  la  bissectrice 
de  I  angle  A;  ou,  ce  qui  revient  au  möme,  plions  la  figure 
leux,  en  faisant  tourner  une  des  moities  autour  de  AD  comme 
niere.  On  voit  alors  que  les  deux  moities  de  la  figure  se 
ovrent  parfaitement. 

Si  Ion  ne  veut  pas  d'aberd  introdaire  la  bissectrice,  on  com- 
cera  par  faire  voir  que  le  triangle  retourne*  A'C'B*  peut  se 
tr  sur  sa  preniiere  position  ABC»  Alors  la  bissectrice  de 
le  C'A'B1  coTncide  avec  celle  de  1'angle  BAC,  le  milieu  de 
'  avec  le  milieu  de  BC,  etc.  Donc 

Theoreme.  —  Dans  un  triangle  isoscele,  1°  les  angles  oppo- 
aux  cdtes  egaux  sont  e*gaux;  2°  la  bissectrice  de  Tangle  au 
net  est  perpendiculaire  ä  la  base ;  3°  eile  partage  cette  base 
cux  parties  egales. 

dutre  enonce.  —  Si,  d'un  point  pris  hors  d'une  droite,  on 
5  ä  cette  droite  une  perpendiculaire  et  deux  obliques  e*gales 
elles,  1°  ces  obliques  s'ecartent  egalem  ent  du  pied  de  la 

— ■  •  * 

)  Cest  a  tort  que  plusicurs  antenrs  francais  se  permettent  d'^crire,  au 
\  de  l'^tymologie,  isocele  pour  isoscele.    C'est  la  mime  negligence 
Von  ecrirart  cenc  pour  scene.    Nona  dirons  en  passant  qne  plusicurs 
mote  da  lnngnge  raathematique  sont  generalement  d^fignres  par  un  usage 
lalheureusement,  tend  de  plus  en  plus  apre*valoir.    Ocpendaut,  walgrd  tou- 
autorites  qu'on  pourrait  nous  citer,  nous  persisterons  tqujours  ä  dir« 
izaine,  hypothenuse,  parallelipipcde,  etc.,  mis  pour  dixaine, 
tlnuse,  parallel  dpipe  de,  etc.,  constituent  de  rentables  fautea  d'or- 
iphe. 

13» 
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perpendiculaire ;  2°  elles  sont  egalement  inclinees  sur  la  perpeo- 
diculaire;  3°  elles  sont  egalement  inclinees  sur  la  base  doone*. 

Donc  tout  poiitt  ä  egale  distaoce  des  extremites  d  ob«  droit« 
appartieut  ä  la  perpendiculaire  eleree  snr  le  milieu  de  cette  droite. 

Si  donc  cbacun  des  deux  points  A  et  B  de  la  droite  AB 
(Fig.  11.)  est  equidistant  des  extremites  C  et  D  de  la  droite  CD. 
AB  sera  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  CD, 

Autre  inonci.  —  Si  Ton  joint,  dans  un  cercle,  le  centre  ux 
deux  extremites  d'une  corde,  1°  les  deux  rayons  feront  arec  Ii 
corde  des  angles  egaux;  2°  la  bissectrice  de  l'angle  de«  den 
rayons  (laquelle  est  aussi  la  bissectrice  de  larc)  est  perpendie* 
laire  a  la  corde ;  3°  eile  partage  cette  corde  en  deux  parties  egale». 

Donc,  si  deux  cercles  ont  deux  points  comrouns,  laligned* 
centres  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  corde  commune. 

Remarque.  —  La  bissectrice  de  l'angle  A  (Fig.  9.)  satfcuü 
a  quatre  conditions: 

1°.   Elle  passe  au  point  A. 

2°.    Elle  partage  l'angle  A  en  deux  parties  egales. 
3°.   Elle  passe  au  milieu  D  de  BC. 
4°.   Elle  est  perpendiculaire  ä  BC. 

Or  deux  de  ces  quatre  conditions,  combioees  conveoablenetf. 
determinent  completement  la  droite  AD.  De  la  resultent  auUr 
de  reciproques  du  tbeoreme  pre'ce'dent.  Ainsi,  dans  un  triurii 
isoscele, 

La  droite  qui  joint  le  sominet  au  milieu  de  la  base  est  per- 
pendiculaire ä  cette  base,  et  bissectrice  de  l'angle  au  somraet; 

La  perpendiculaire  abaisse*e  du  sommet  sur  la  base  partigt 
cette  base  et  l'angle  au  sommet,  cbacun,  en  deux  parties  egaJe* 

La  perpendiculaire  elevee  sur  le  milieu  de  la  base  passe  « 
sommet,  et  partage  langte  au  sommet  en  deux  parties  egales. 

—  On  peut  enoncer  encore  ces  reciproques  comme  il  snit 

Dans  un  cercle,  la  droite  qui  joint  le  centre  au  milieu  d'nt 
corde  est  perpendiculaire  ä  la  corde  et  bissectrice  de  1'arc; 

La  perpendiculaire  abaissee  du  centre  sur  une  corde  est 
sectrice  de  la  corde  et  de  Kare; 

La  perpendiculaire  Cleve'e  sur  le  milieu  d'une  corde  passe  pv 
le  centre  et  par  le  milieu  de  Tarc. 
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§.  21. 

Considerons  niaintenant  un  triangle  qui  a  deux  aogles  egaux, 
es  deux  angles  e*tant  necessairement  aigus. 

En  retournant  le  triangle  et  l'appliquant  sur  eon  ancienne  po- 
ition;  ou  encore,  en  pliant  la  figure  autour  de  la  perpendiculaire 
evee  sur  le  milieu  de  la  base  *),  on  voit  que  les  deux  inoities 
Ha  figure  eoTncident  l'une  avec  lautre;  par  consequent,  le  tri- 
ngle  est  isoscele. 

Autre  enonce.  —  Deux  obliques  e'galement  iuclinees  sur  la 
ise  sont  egales,  et  par  suite  s'ecartent  egalement  du  pied  de 
perpendiculaire. 

Autre  enonce.  —  Si  deux  droit  es,  coupees  par  une  trolsieme, 

ment  avec  celle-ci  des  an g les   |  ^Yrnes  \   <*Un  m*me  co^ 

t  correspondants  \ 

aux,  ou  des  angles   \  alternes- internes  >  supplänientaires,  les 

'  alternes -externes  ) 
is  droites  formeot  un  triangle  isoscele. 

§.  22. 

Soit  etifin  un  triangle,  dans  lequel  le  sommet  se  trouve  sur 
perpendiculaire  elevee  au  milieu  de  la  base. 

En  retournant  la  figure,  ou  en  la  pliant  autour  de  la  perpen- 
ilaire,  on  voit  que  le  triangle  est  isoscele. 

Ainsi  un  triangle,  dans  lequel  la  perpendiculaire  eJevee  au 
eu  de  la  base  passe  par  le  sommet,  est  isoscele. 

Autre  enonce.  —  Tout  point  de  la  perpendiculaire  elevöe  sur 
milieu  d  une  droite  est  äquidistant  des  deux  extremit4s  de 
e  droite. 

Autre  enonce.  —  Deux  obliques  qui  s'ecartent  egalement  du 
I  de  la  perpendiculaire  sont  egales. 

—  De  cette  propositioo,  jointe  a  sa  reViproque  du  §.  20.,  H 
ilte  que  la  perpendiculaire  4lev4e  sur  le  milieu  d'une  droite 
le  lieu  geome'trique  des  points  equidistants  des  deux  extre- 
•s  de  cette  droite. 


•)  Cette  perpendiculaire  reacontre  les  deux  cotes  »u-dessus  de  la  Imsc 
tme  IV  et  corollaires). 
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En  d'autres  termes,  c*est  le  lieu  georaetrique  des  centres  de* 
cercles  qui  passent  par  les  extremites  de  la  droite. 


j.  23. 

Inefilites  dans  an  triangle  suelconque,  —  Si  deux  cotes  AB 
AC  (Fig.  10.)  dun  triangle  sont  inegaux,  au  plus  grand  cote  Ah 
est  oppose  un  plus  grand  angle  C. 

Voy.  Eucltde  I,  18. 

Autrement,  en  retournant  le  triangle,  et  le  placant  sot  m 
ancienne  position  (ou,  ce  qui  tevient  au  m£me ,  en  pfiant  le  tri- 
angle autour  de  la  bissectrice  AD  de  Tändle  au  somniet),  ob 
forme  le  triangle  BDC ,  dans  Icquel  1'angle  AC'D,  exttrieor  Iii 
triangle»  est  plus  grand  que  läogle  inteYteur  nen  adjaceut  B. 

—  Reciproquement,  si  deux  angles  d*un  triangle  sooti* 
egaux,  au  plus  grand  angle  est  oppose*  un  plus  grand  cote.  - 
(Euclide  I,  19). 

§.  24. 

Dans  un  triangle,  un  cdte*  quelconque  est  moindre  que  i 
sororoe  des  deux  autres.  —  (Euclide  1,  20). 

II  s'ensuit  que,  dans  un  triangle,  un  cöte  quelconque  est 
grand  que  la  diffe>ence  des  deox  autres. 

Corollaires.  —  Dans  un  polygone,  un  cdte  quelconque  ei 
moindre  que  la  somme  de  tous  les  autres. 

En  d'autres  termes ,  une  ligne  droite  est  plus  courte  quo^ 
ligne  polygonale  ayant  les  memes  extremites. 

Un  contour  polygonal  convexe  est  plus  court  qu'an 
polygonal  quelconque  qui  l'enveloppe  en  aboutissant  aux  mim 
extremites. 

Un  contour  polygonal  ferme*  et  convexe  est  moindre  qu< 
contour  polygonal  quelconque  qui  l'enveloppe  de  tootes  parte  *U 


§•  25. 

Si  dun  point  on  roene  a  une  droite  une  perpendiculaif*  I 
diverses  obliques, 


*)  Pour  la  comparaifon  de«  longncurs  currilignei  mux  longucurs  recuUpj 
voy.  Note  VL 
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1°.  La  perpendiculaire  est  plus  courte  que  toatc  obKque; 
2°.  Si  deux  obliques  s'ecartent  Inögalement  du  pied  de  la 
perpendiculaire,  celle  qui  s'en  ecarte  le  plus  est  la  plus  longue. 

♦ 

Autre  enonce.  —  Si  la  bauteur  d'un  triangle  ne  tombe  pas 
au  milieu  de  la  base,  au  plus  grand  segment  est  adjacefit  uo  plus 
graod  cdte*. 

Pour  demontrer  cette  proposition,  si  les  obliques  soot  de  cötes 
(iifferents  de  la  perpendiculaire,  on  tonipare  l'une  d'elles  ä  uoe 
oblique  egale  ä  l'autre,  et  menee  du  meme  cdtö  de  la  perpendl- 
:alaire  que  la  premiere.  Le  triangle  forme'  par  les  deux  obliques 
lalors  un  angle  obtus,  opposrf  ä  l'oblique  la  plus  eloignee;  donc 
elle-ci  est  la  plus  longue. 

On  peut  encore  enoncer  cette  proposition  ainsi: 

Tout  point  bors  de  la  perpendiculaire  elevee  sur  le  miheu  duoe 
Iroite  est  plus  rapproche  de  celle  des  deux  extremites  de  la  droite 
!«■  est  situee  du  meme  cdte*  que  lui  par  rapport  ä  la  perpendi- 
ulaire. 

J.  26. 

Reciproquement,  dans  un  triangle  non  isoscele,  la  hau- 
eur  est  plus  rapprochee  du  plus  petit  cdte. 

Autre  enonce.  —  De  deux  obliques  inegales,  la  plos  longue 
Ecarte  le  plu«  du  pied  de  la  perpendiculaire. 

Autre  enonce'.  —  Tout  point  inegalement  distant  des  deux 
xtremites  d'une  droite,  est  hors  de  la  perpendiculaire  elevee  sur 
s  milieu  de  cette  droite,  et  il  est  du  meme  cdte*  de  cette  perpen- 
iculaire  que  celle  des  extremites  de  la  droite  dont  il  est  le  plus 
ipproche. 

§.  27. 

Gas  d'egalite  des  triangles.  —  1°.  Deux  triangles  sont  egaux, 
rsqu'ils  ont  un  angle  egal  coropris  entrc  deux  cöte^s  egaux,  cba- 
m  ä  chacun.  —  (Euclide  I,  4.) 

2°.  Deux  triangles  sont  egaux,  lorsqu'ils  ont  un  cdte*  egal 
ijacent  ä  deux  angles  egaux,  cbacun  ä  chacun.  —  La  demon- 
ration  donnäe  par  Legendre  (liv.  I,  pr.  7)  est  plus  simple  que 
die  d  Euclide  (1,26). 

3°.  Deux  triangles  sont  egaux,  lorsqu'ils  ont  les  trois  cdtes 
$aux,  chacun  ä  chacun.  —  Adossons  les  deux  triangles  (Fig.  11.), 
5  maniere  que  leurs  sommets  C9  C  se  trouvent  de  cdtes  diffe"- 
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rents  de  la  base  commune  AB.  Chacun  des  points  At  B  eUot 
equidistant  des  points  C  et  C ,  la  ligne  ^4£f  est  perpeodicoUiw 
sur  le  milieu  de  CC.  Si  donc  on  replie  la  ßgure  autour  de  AR 
le  point  C  tombera  en  C. 

  Autrement,  la  perpendiculaire  AB  sur  la  ba*e  du  tri- 

angle  isoscele  ACC  «Stant  bissectrice  de  langle  au  somroet,  *. 
a  CAB=  BAC ,  ce  qui  raraene  au  premier  cas  degalite. 

—  Ou  peut  dire  encore  que,  les  triangles  CAC ,  CBC  eUot 
isosceles,  on  a  langle  ACC' '  =  ACC,  langle  BCC'  =  BC'(~ 
d'oü  ACC'±BCC  =  AC'C±BC'Cf  c'est-ä-dire  ACB  =  AL'B 
etc. 

§•  28. 

Deux  triangles  rectaogles  soot  egaux,  lorsquils  ont  den 
cotes  de  meme  nom  egaux,  chacun  a  chacun. 

1°.  Si  ce  sont  les  deux  edles  de  l  angle  droit ,  on  est  dte 
le  premier  cas  du  paragraphe  pre'ce'dent. 

2°.  Si  ce  sont  l'hypotenuse  et  un  autre  cdte",  on  adosse  I» 
deux  triangles  rectangles,  de  maniere  a  former  un  triangle  t» 
scete,  que  sa  bauteur  partage  en  deux  triangles  egaux. 

—  Cette  derniere  proposition  est  un  cas  particulier  de  I» 
solvente : 

Deux  triangles  sont  Cgaux,  lorsqu'ils  ont  deux  cdtes  ep« 
cbacuo  ä  chacun,  et  Tangle  oppose*  au  plus  grand  de  ce«  dea 
cdtes  egal. 

§.  29. 

Si  deux  triangles  ont  un  angle  ine*gal  compris  entre  deux  cotw 
egaux  chacun  a  chacun ,  au  plus  grand  angle  est  oppose  un  ple* 
grand  cd  tö.  —  ( E  u  c  I  i  d  e  1 ,  24.) 

—  Rlciproquement,  si  deux  triangles  ont  deux  cöte*  ega"1 
chacun  ä  chacun  et  le  troisieroe  inegal,  au  plus  grand  cote  est 
oppose  un  plus  grand  angle.  —  (Euclide  I,  25.) 
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Appendice. 

arote  i. 

Sur  rinrariabilitf  des  figures. 

Toute  la  geom^trie  est  fondee  sur  l'idee  de  l'invariabilite'  des 
nies.  On  commence  par  admettre  qu'il  existe  dans  les  figures 
c  certaine  propriete,  qui  subsiste  lorsque  ces  figures  se  trou- 
ot  transportäes  dans  uoe  autre  region  de  l'espace. 

Cette  propriete  ne  saurait  etre  definie  en  termes  ge'ome'tri- 
es,  sans  petition  de  principe.  L'idäe  d'invariabilite'  de  forme 
as  ?ient  de  PexpeVience.   Apres  avoir  acquis  l'idee  de  grandeur 

d'erendue  par  la  consideration  du  mouvement  (voy.  la  Note 
vante),  nous  constatons  que  certains  corps,  ceux  surtout  qui 
rent  au  toucher  le  plus  de  resistance,  nous  presentent  toujours, 
quelque  maniere  qu'on  les  dtf  place,  des  dirnensions  et  des  con- 
irations  que  nous  jugeons  e"tre  les  m£mes,  c'est- a-dire,  qui, 
»reciees  d'apres  le  mouvement  de  l'oeil,  en  tenant  compte  de 
oignement  plus  ou  moins  grand,  nous  Caasen t  des  impressions 
jours  identiques.  Nous  donnons  ä  ces  corps  le  nom  de  corps 
lides. 

Nous  depouillons  ensuite,  par  abstraction,  ces  corps  de  too- 
les  parties  dont  la  consideration  ne  nous  Interesse  pas;  ou, 
i'on  veut,  nous  supposons  ces  parties  parfaitement  translucides 
penetrables;  et  l'ensemble  des  parties  conservees  ou  restäes 
bles  constitue  ce  qu'on  appelle  une  figure  georae'trique. 

Wote  II. 

Sur  le  mouvement  georae'trique. 

C'est  par  suite  d'une  confusion  d'idees  que  plusieurs  geome- 
veuleot  bannir  des  Clements  de  georaetrie  la  consideration 
mouvement. 

L'idee  du  mouvement,  abstraction  faite  du  temps  employe'  a 
omplir,  c'est-ä-dire,  l'idee  du  mouvement  georae'trique 
t  pas  une  idee  plus  complexe  que  celle  de  grandeur  ou  d'elen- 
•  On  pent  meme  dire,  en  toute  rigueur,  que  cette  id^e  est 
tique  avec  celle  de  grandeur,  puisque  c'est  precisdment  par 
louvement  que  nous  parvenons  ä  l'idee  de  grandeur. 
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Ce  mouvement  geVunetrique,  qu'une  äquivoque  de  langa^e  i 
fait  confondre  avec  le  mouvement  dans  le  terops,  objet  de  U 
cinematique,  ne  peut  pas  de*pendre  d'une  autre  science  qtiedt 
la  geometrie  pure. 

II  est  avantageux  d'introduire  cette  ide*e  de  mouvement  «w- 
metrique  le  plustot  et  le  plus  explicitenient  possible.  Onygap* 
beaucoup  sous  le  rapport  de  la  clarte'  et  de  !a  precision  du  la* 
gage,  et  Ton  se  trouve  mieux  prepare  a  introduire  plus  tard  du» 
le  mouvement  les  notions  nouvelles  de  terops  et  de  vitesse. 

C'est  d'ailleurs  ce  que  tous  les  auteurs  fönt  a  leur  iantf 
malgre  eux;  et  il  serait  difficile  de  trouver  une  seule  deraon»t> 
tiort  d'une  proposition  fondamentale  de  g^orae*rrie,  dans  laqce-'e 
n'entre  pas  l'idtfe  de  mouvement  geom&rique,  plus  ou  moins  deguis^ 

• 

Itfote  Iii. 

Sur  la  ddfinitiou  de  In  Hgnc  droite. 

Supposons  un  observateur  place*  au  milieu  d'une  vaste  plaiM 
11  apereoit  de  loin  un  poiot,  et  veut  se  traosporter  en  ce  po«t 

[/ins tin et  le  porte  ä  marcher  dans  la  directioo  suiuci 
laquelle  ce  point  lui  envoie  ses  impressions  lumineuses.  La  preu^ 
que  ce  procede*  est  instinetif,  c'est  qu'il  est  suivi  par  toaslei 
animaux. 

L'expeVience,  aidee  de  la  refleiion,  lui  apprend  plus  tm 
qu'en  suivant  cette  route,  il  aecomplit  le  trajet  en  moins  de  (pß* 
que  s'il  se  füt  ecarte*  de  la  direction  des  rayons  lumineux. 

De  la  cette  verite*  vulgaire ,  mais  assez  complexe  au  pe»t  * 
vue  geometrique:  La  ligne  droite  est  le  plus  court  cbe 
min  d'un  point  a  un  autre.  C'est  cet  e^nonce*  que  le«  aatefll 
de  la  plupart  des  traites  de  gäom&rie  ont  cru  ponvoir  prewfo 
pour  döGnition  de  la  ligne  droite. 

En  discutant  l'origine  et  la  veritable  signification  de  cette  doM 
du  sens  commun,  nous  verrons  sans  peine  que  linscriplioo  (TbM 
teile  proposition  en  täte  des  elements  de  geometrie  indique  m 
Von  o'a  pas  suffisamment  analyse  les  ide^es  tres«  simples  qii« 
rapportent  ä  cet  objet. 

Certalns  philosophes  de  I'antiquitö,  au  dire  de  Pfoclof, r* 
lant  raillet  agreablement  la  proposition  d'Euclide.  prete^* 
ent  que  les  anes  eux  «meines  Tadmettaient  sans  dAnonstnft* 
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)n  peut  repondre  ä  cela  que  les  anes,  en  suivaot  teile  route  plu- 
6t  que  teile  autre  pour  atteindre  leur  but,  ne  se  preoccupent  en 
ucone  facon  de  la  longueur  du  chemin.  Leur  iostinct  Ie8  porte 
marcber  daris  la  ligne  suivant  laquelle  l'objet  impressionne  leurs 
ens,  et  cette  ligne  sera  la  ligne  droite,  parce  que  c'est  la  route 
oe  suivent  la  lumiere,  Je  son,  etc.  II  n'est  pas  impossible, 
ailleurs,  que  les  animaux  fassent  quelquefois  acte  d'intelligence, 

0  adoptant  le  chemin  que  l'experience  leur  a  montre*  e"tre  le 
lus  court. 

C'est  donc  l'experience,  aidee  de  la  memoire  et  de  la  reflexion, 
ui  nous  apprend  que  le  chemin  rectiligne  est,  toutes  choses  ega- 
•s  d  ailleurs,  le  plus  tot  parcouru. 

Le  jugement  concordant,  que  Von  forme  en  appreciant  au 
oop  d'oeil  la  longueur  du  chemin,  doit  etre  rapporte  a  lamenie 
rigine,  puisque  l'idee  de  grandeur,  que  nous  transmet  immddia- 
sraent  le  sens  de  la  vue  (abstraction  faite  des  notions  fournies 
ir  les  aijtres  sens,  ainsi  que  par  la  memoire  et  la  re'flexion),  n'a 
w  d'aotre  source  que  le  mouvement  plus  ou  moins  considerable 
je  doit  ex^cuter  Taxe  de  l'oeil  pour  parcourir  tel  ou  tel  contour. 

II  nous  paratt  donc  e*tabli  que  I  adoption  du  chemin  rectiligne 
one  origine  primitivement  instinctive  et  irräflechie ,  et  que  sa 
«pnlte*  de  minimum,  qui  en  a  lait  conserver  l'usage,  nous  a 
par  l'experience. 

Examin ons  maintenant  de  plus  pres  quelle  est  la  signification 
;  ce  jugement,  quelle  en  est  l'exacte  'Interpretation  geometrique, 
»res  qu'on  Ta,  pour  ainsi  dire,  epure  par  la  facultö  d'abstrac- 
>n,  et  «tepouille*  de  toutes  les  chreonstances  physiques  qui  avaient 
rcompagne  sa  formation. 

Le  chemin  de  direction  constante*),  que  nous  parcou- 
ns  en  suivant  le  rayon  lum'tneux,  nous  conduit  ä  l'ide"e  d'une 
pie  de  direction  constante,  en  remplacant,  par  la  pensC'e,  notre 
»rps  par  un  point,  c'est-ä-dire,  en  reduinant  indeGniment  les 
mensioos  de  notre  corps  par  rapport  ä  ce  qui  Tenvironne;  ce  qui 
>nne  ä  l'idee  de  chemin  une  precision  de  plus  en  plus  grande. 

En  appliquant  le  merae  procede  d  abstraction  aux  autres  che- 
ins  possibles,  on  a  dü  continuer  dabord,  sans  s'en  rendre  compte. 
raesurer  la  longueur  du  chemin  par  le  nombre  des  pas ,  le  temps 

1  parcours  par  le  temps  employe  a  faire  un  pas ;  L'idee  de  temps 


*)  Nous  jugeoßs  que  la  direction  est  constante,  pavcc  que  noui  n'a  von  s 
it  aueun  eftort  pour  imprfmer  t>  notie  oorpf  un  monrettient  de  fotaüon. 
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u'ltant  ici,  da  reste,  qu'une  idee  auxiliaire,  qui  doit  etre  ehon 
nee  a  la  fin  de  l'operation  intelJectoelle.  Dans  le  langape  abstraft, 
cela  revient  ä  sopposer  le  mobile  dlcrivant  un  polygone,  et  a  ad- 
raettre,  coro  nie  un  fait  d'expeYience,  qu'un  cdte  dun  polygone  est 
moindre  que  la  somme  de  tous  leg  autres. 

Pour  aller  plus  loin,  pour  acquerir  des  notions  relatives  a  Ii 
longueur  des  lignes  courbes,  on  est  force  de  recourir  a  un  nouveio 
procede,  au  procede*  du  passage  ä  la  limite,  qui  remplace  u 
comparaison  directe,  devenue  impossible. 

II  ne  suffit  pas,  en  effet,  de  faire  appel  ici  ä  l'idee  vagueqce 
cbacun  a  ou  croit  avoir  de  la  longueur  d'une  courbe.  On  peut 
bien,  il  est  vrai,  de'finir  netteraent  ce  qu'on  entend  par  un  art 
plus  grand  nu  plus  petit  qu'un  autre,  lorsque  ces  deux  arcs  sot! 
comptes  a  partir  d  une  origine  commune.  Mais  dejä,  de*- 
qu'il  ne  s'agit  plus  du  cercle  ou  de  l'beMice,  il  n'est  plus  possibl? 
de  comparer  directement  deux  arcs  de  la  meine  courbe,  lonwjs'fe 
ne  sont  pas  comptes  ä  partir  de  la  meme  origine.  A.  plus  fort« 
raison  cette  comparaison  est -eile  impossible,  lorsque  Ton  cowi- 
dere  des  arcs  pris  sur  des  courbes  differentes. 

11  faut  bien,  cependant,  que  Ton  trouve  un  moyen  de  supplee 
a  cette  comparaison  directe,  sans  quoi,  en  disant  que  teile  Kigct 
est  plus  ou  raoins  longue  que  teile  autre,  on  ne  ferait  que  pr» 
noncer  une  pbrase  absolument  vi  de  de  sens.  Voyon»  Im 
quels  moyens  peuvent  proposer  ceux  qui  se  refusent  a  invoqser 
le  principe  des  limites. 

1°.  Le  temps  employe  par  le  mobile  pour  parcourir  un  cer- 
tain  chemin.  —  Mais  il  faut  alors  supposer  tacitement  que  la  ti- 
tesse est  la  meine  dans  les  deux  chemins  que  Ton  veut  co®^ 
rer.  Qu'est-ce 'maintenant  que  la  vitesse?  Ou,  si  Ton  reoonct  i 
definir  la  vitesse,  en  l'admettant  au  nombre  des  quantites  primi 
tives,  qu'est-ce  que  deux  vitesses  egales?  —  De  quelques 
niere  que  Ton  essaie  de  re*pondre  ä  cette  question,  on  se  trw- 
vera  toujours  oblige,  töt  ou  tard,  de  passer  par  les  notions  d? 
limites,  et  Ton  n*aura  fait  que  reculer  inutilement  la  difBculte.  » 
introduisant  des  auxiliaircs  inutiles,  pour  faire  une  con)paraUot 
qu'on  aurait  aussi  bien  pu  faire  directement. 

2°.  On  applique  un  fil  flexible  sur  la  courbe,  puis  on  lere- 
dresse.  —  On  suppose  ici  le  Ol  inextensible.  Qu'est-ce  d«K 
qu'un  fil  inextensible,  des  qu'il  cesse  d  e*tre  en  ligne  droite  « 
d'etre  applique  sur  la  menie  courbe?  Toutes  les  definitions  qc 
l'on  peut  tenter  de  donner  du  phönomeoe  physique  de  lallon^ 
ment  d'un  fil  curviligne,  reviennent,  eu  definitive,  a  dter  a  ce  i 
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(suppose  tnfiniment  mince)  son  earactere  de  coorbe  continue,  pour 
en  faire  un  polygone  a  cdtes  tres- petita,  et  ce  n'est  que  dans 
le  passage  ä  la  limite  que  Ton  arrive  ä  supposer  ces  cdtes  infi- 
niment  petita.  On  voit  dooc  que,  lä  encore,  on  na  fait  quob* 
scorcir  la  question  en  la  coropliquant  de  notioua  pbysiques  ötran- 
»eres. 

Teiles  sont  les  difficultes  insurmontablea  que  Ton  rencontre, 
[orsqo'on  veut  definir  la  plas  simple  des  figures  de  glomätrie  au 
noyen  d'une  de  ses  proprtete's  secondaires,  qui  n'est,  au  fond, 
ja'ao  theoreine  d'une  nature  asaez  corupliquee,  et  exigeant,  pour 
itre  corapris,  la  connaissance  prealable  d'un  grand  nombre  d'au- 
res  propositions. 

Nous  disons  que  la  proprio  de  minimum  de  la  ligne  droite 
?st  nne  propriete"  secondaire.  En  effet,  aucune  des  propositions 
ornamentales  de  la  geomltrie  ne  repose  sur  cette  proprilte,  du 
lioins  quand  on  prend,  pour  arriver  a  leur  dlmonstratton,  la  voie 
a  plus  directe  et  la  plus  naturelle. 

La  proprie*te  dont  il  s'agit  a  son  analogue  dans  toutes  les  figu« 
es  symötriques,  sans  que  cependant  on  ait  jamais  songe  ä  la 
»rendre  comrne  Definition  pour  une  autre  flgure  que  pour  la  ligne 
Iroite.  Que  dirait-on,  en  effet,  d'un  auteur  qui  deGuirait  le  cercle 
omrae  la  courbe  d'aire  maximum  parmi  celles  d'un  pe'rinietre 
lonne?  II  serait  difticile  de  deduire  siroplement,  de  cette  defini- 
ioo,  les  proprietes  fundamentales  du  cercle.  Et  cependant  cest 
:e  meine  procede*  que  la  plupart  des  auteurs  suivent  pour  la  ligne 
Iroite,  et  la  force  de  l'habitude  nous  empedie  seule  d'en  sentir 
etrangete. 

Lorigine  de  cette  pre'tendue  defioition  de  la  ligne  droite  re- 
aonte  a,uno  fausse  'Interpretation  dun  passage  d'Archimede. 
orsque  ce  grand  g^omötre  voulut,  le  premier,  aborder  les  pro- 
lemes  de  la  rectification  du  cercle  et  de  la  quadrature  de  la 
pbere,  il  lui  fallut  bien  de'finir  ce  qu'il  entendait  par  longueur 
l'one  ligne  courbe  ou  par  aire  d'une  sur  face  courbe.  Pour  y 
arvenir,  il  posa  comme  des  princi pes  certainea  propositions, 
or  lesquelles  il  s'appuya  comme  sur  de  nouveoux  axidmes: 

1°.  La  ligne  droite  est  la  plus  courte  de  toutes  celles  qui 
nt  les  meines  extremites. 

2°.  Un  contour  convexe  est  rooindre  qu'un  contour  qui  l'en- 
eloppe  en  s  appuyant  sur  les  memes  extr^mite's. 

3°.  La  surface  plane  est  la  plus  petite  de  toutes  celles  qui 
oot  terminees  au  meme  contour. 

Etc. 
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On  peat  ais4raent  montrer,  eonme  chacan  sait,  qae  la  metbode 
d'exhaustion ,  employee  par  les  Ancfens  dans  leors  demonstra 
tions,  est  identique,  pour  le  fond,  avec  la  ro4th  od  e  des  limites. 
par  laquelle  les  Moderaes  Tont  remplacee.  La  limire  d'sne  qoan 
tite  variable  n'est  d&erminäe,  en  effet,  que  par  Texclasioi  6e 
toutes  les  valeurs  de  la  variable,  autres  que  celle  qoe  Tob  m 
peat  d^finir  directement,  et  que  la  variable  ne  peut  en  seoetii 
jamais  atteiadre;  et  ce  procede  est  precisentent  celui  de  la  mt* 
thode  d'exhaustion. 

En  suivant  le  meine  ordre  d'idees,  on  reconnaitra  facilemeti 
que  les  principes  que  nous  venons  de  rapporter,  etaot  interpre 
tes  d'apres  les  idees  modernes,  ne  sont  autre  cbose  que  fei 
definitions  de  la  longueur  d  une  ligne  courbe,  ou  del'aired'nK 
surface  courbe.  Ainsi  Archimede,  ne  pouvant  detinir  directe- 
iuent  la  ligne  droite  qui  repräsente  uoe  longueur  cur^iligne,  » 
defioi  celle-ci  comme  quelque-chose  plus  grand  que  tous  les cv>e 
tours  rectilignes  inscrits,  et  plus  petit  que  tous  les  contours  rec- 
tilignes  circonscrits.  Comme  on  peut  faire  en  sorte  que  deox  cot- 
tours  rectilignes,  pris  dans  chacune  de  ces  deux  series,  soieot 
rendus  aussi  peu  differents  que  Ton  voudra  Tun  de  l'autre,  fl  en 
resulte  que  ces  deux  se>ies  tendent  vers  une  limite  commaoe,  & 
est  la  longueur  de  la  courbe.  On  voit  donc  que  nous  sornn« 
arrives  ä  la  deTinition  moderne  de  la  longueur  de  Tarc  de  coimV 
sans  faire  autre  chose  que  de  traduire  et  de  deVelopper  fidle 
d* Archimede,  et  que  les  principes  que  nous  avons  cites,  lein 
de  contenir  une  definition  de  la  ligne  droite,  servent  au  contra*« 
a  d^finir,  au  moyen  de  la  ligne  droite,  la  longueur  de  la  fitw 
courbe. 

On  peut  remarquer  en  meine  temps  que  les  auteurs  qui 
fait  cette  confusion  au  sujet  de  la  ligne  droite,  auraient  dft,  po* 
rester  conse*quents  avec  eux-memes,  prendre  le  troisieme  principe 
pour  definition  du  plan,  les  propriätös  exprimäes  par  tes  pnV 
clpes  1  et  3  4tant  completement  analogues. 

Wote  IT. 

Sur  l'unite  nngulaire. 

Les  diverses  fonetions  trigonom£triques,  le  sinus,  la  tw- 
gente,  etc.,  sont  däfinies  d'abord  pour  le  premier  quadraot,  das* 
l'intervalle  duquel  elles  parcourent  entierement  la  seVie  de  Ua> 
valeurs  numeriques.  C'est  par  l'introdoction  des  signes  -f  et  — 
que  Ton  parvient  ä  donner,  aux  angles  non  coropris  eotre  le 
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miteg  0  et        des  fonctions  trigonom&riques,  qui  ne  sont  au- 

es  qoe  celles  de  certatns  angles  du  premier  quadrant,  prises 
tec  des  signes  convenables.    On  sait,  en  effet,  que,  pour  obte- 

ir  les  fonctions  trigonometriques  d'un  angle  <0  ou  >      on  com- 

ence  par  ajouter  ou  retraocher  le  nombre  de  quadrants  näces* 
ure  poor  rameuer  )  angle  donne  ä  etre  compris  dans  le  premier 
tadrant,  de  sorte  qu'ü  suffit  d'avoir  une  table  des  fonctions  tri- 
»nomltriques  dressee  seulement  pour  le  premier  quadrant. 

St  Ton  exprime  maintenant  un  angle  en  prenant  le  quadrant 
•or  unite,  et  le  soumettant  ä  la  division  decimale,  l'angle  se 
mposera  d'une  partie  entiere,  positive  ou  negative,  et  d'une 
irtie  d&iiuale,  que  Ton  pourra  toujours  supposer  positive*). 
Operation  de  l'addition  ou  de  la  soustraction  des  quadrants  sera 
m  completement  analogue  ä  celle  du  cbangement  de  caracte- 
'tiqoe  dans  les  logaritbmes  decimaux.  C'est  dejä  la  un  premier 
»ntage  du  choix  de  la  veritable  unite  angulaire. 

Si,  comme  quelques  auteurs  Tont  propose,  on  prenait  le  cercle 
tier  pour  unite*,  le  quadrant  serait  repre'sente'  par  la  fraction 
5,  et,  pour  oplrer  la  re'doction  d'un  angle  au  premier  quadrant, 

serait  oblige*  d'alterer  les  deux  premieres  dezimales,  ce  qui 
•ait  beaucoup  moins  simple  dans  la  pratique. 

L'adoption,  comme  unite*  angulaire,  du  centieme  de  quadrant 
grade  n'a  d'autre  raison  d'etre  que  le  desir  de  se  rapprocher 
«legre*  sexage*simal.  II  n'en  pcut  resulter  aucun  avantage  serieux, 
i8  seulement  une  complication  dans  I  ecriture,  et  une  perpe- 
ille  confusiop  des  degres  nouveaux,  des  nünutes  nouvelles, 
.  avec  les  degres  anciens,  les  minutes  anciennes,  etc. 

Nous  avons  signale*  une  premiere  analogie  entre  la  division 
finale  du  quadrant  et  les  logaritbmes  decimaux  du  Systeme  de 


*)  Nous  ierons  obscrver  a  ce  propos  que  la  uotation  des  earacteristiquej« 
iÜtcs  ,  teile  qu'elle  est  actuellement  usitde  en  France ,  nous  semble  de  beau- 
p  pröferabie,  pour  la  commoditc  et  la  brievetc,  a  la  Dotation  employee  par 
geometres  allemands.  Elle  pennet,  en  outre,  de  rdaerver  le?  signes  -f-  et 
places  en  avant  du  logarithme,  pour  indiquer  1c  signe  du  nombre 
arifjjmanb)  dont  le  logarithme  represente  la  valeur  numlrique,  ecrite  dana 
jysteme  particulier  de  numeration.  Ce  mode  d'indication  est  plus  clair  et 
M  sujet  aux  erreurs  que  Temploi  de  la  lettre  »,  placee,  d'npres  Gauss, 
.  suite  du  logarithme,  pour  indiquer  que  le  nombre  doit  Stre  pris  noga- 
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Briggs.   La  raison  de  cette  analogie  est  facile  ä  saisir.  Sil« 
considere  une  exponentielle  ä  exposant  complexe, 

la  partie  reelle  de  l'exposant  est  un  logaritbme  reel,  le  coeflkmt 

de  V— 1  un  arc  de  cercle ;  de  sorte  qu'on  peat  regarder  les  im 
de  cercle  comme  des  logarithrnes  imaginaires.  D'apres  cela,  «  : 
Ton  rapporte  les  logarithrnes  au  Systeme  dectmal,  les  dtplace 
ments  de  la  vlrgule  dans  la  valeur  nume>ique  de  l'exponentieE: 
repondront  ä  des  changements  de  la  seule  caracteristique;  et. 
il  apres  la  nature  des  exponentielles  reelles,  qui  ne  sont  pai  de* 
fonctions  periodiques,  la  caracteristique  pourra  prendre  tonte*  le* 
valeurs  entieres,  de  —  od  a  -f  oc. 

De  meine,  si  Ton  adopte  la  division  decimale  pour  les  tot* 
rithmes  imaginaires,  les  changements  de  quadrant,  qui  rerieMM' 

ä  la  multiplication  de  l'exponentielle  par  une  puissance  de  V^l 
correspondront  ä  des  changements  de  la  caracteristique  dt 
logaritbme  imaginaire;  et,  d'apres  le  caractere  periodique  de  Ter 
ponentielle  imaginaire,  cette  exponentielle  parcourra  le  cycle  ei- 
tier  de  ses  valeurs,  lorsqu'on  fera  Tarier  Ja  caracteristique  <ieO 
ä  4,  ou  encore,  ce  qui  revient  au  roeme,  de  —2  a  -f-2,  l*adoV 
tion  d'une  unite*  ä  la  caracteristique  equivalant  ä  la  roultiplicaboi 

par  V-l. 

Ainsi,  de  meme  que  10  est  la  base  des  logarithrnes  red« 

deVimaux,  e*       sera  celle  des  logarithrnes  imaginaires  deciman  j 

Les  autres  unit4s  angulaires  dont  on  fait  usage  ont  aoss 
leurs  analogues  dans  les  logarithrnes,  et  il  est  aise*  de  s'en  rei- 
dre  compte  au  moyen  des  considerations  pr^ce'dentes. 

Dans  le  calcul  litteral,  on  emploie  constamment  les  logaritk- 
mes  naturels,  relatifs  ä  la  base  e,  et  Ton  prend  pour  unite  as- 
gutaire  Tarc  eSgal  au  rayon.  Dans  ce  cas,  l'analogue  de  la  carac 
teYistique  des  logarithrnes  decimaux  reels  n'est  plus  un  nombre 
entier;  c'est  le  logarithme  naturel  de  10,  ou  le  nombre  2,30 "25K>- 
L'analogue  de  la  caracteristique  des  logarithrnes  decimaux  inagt- 

naires  est,  de  meme,  le  nombre  irrationnel  ^.    Pour  calculer  ne- 

meriquement  dans  ce  Systeme  naturel,  on  serait  doncoblig^de 
se  servir  de  caracteristiques  fractionnaires,  ce  qui  serait  pei 
commode  dans  la  pratique. 

II  reste  ä  cbercher  l'analogue  de  la  division  sexagesimal« 
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arcle.  11  faut,  pour  cela,  remooter  dans  l'antiquite*  an  temps  oü 
es  astronomes  faisaient  ueage  de  la  diviaion  sexagesimale  da 
ayon,  et  oü  le  calcul  proprement  dit  ätait  trop  ralpHse*  des  hom- 
les  de  science  pour  qu'ils  songeassent  a  en  perfectionner  les 
lethodes.  Lea  inventeurs  des  logaritbmea  ae  sont  bien  gardes 
e  reprendre  cea  traditiona,  en  choiaisaant  60  ou  90  pour  bases 
le  leura  systeroes,  et  la  numeration  sexagesimale  dea  logarithmea 
aaginaires  n'a  plua  aujourd'hui  rien  qui  lui  correaponde  dana  la 
umäration  des  nombres  rdels,  du  moins  dana  loa  paya  qui,  comrae 
i  France,  out  soumis  leur  Systeme  m&rique  ä  la  division  decimale. 

On  so  demande  souvent  pourquoi  les  astronomes  francais, 
pres  avoir  propoae  lea  premiers  la  diviaion  decimale  du  qua- 
ranta), que  les  Prangers  appellent  encore  la  divisioo  fran- 
aise,  ont  e*tö  eux-memes  les  premiers  ä  l'abandonner.  II  y  a, 
our  expliquer  ce  fait,  une  raison  tres-grave  dans  la  necessite 
ü  sont  les  astronomes  de  puiser  sans  cesse  dans  des  registres 
observations,  qui,  ä  toutes  les  epoques,  ont  4te*  construits 
apres  le  Systeme  sexag^simal.  On  congoit  quel  immense  tra- 
ail  entrainerait  la  conversion  de  tant  de  nombres  d'un  Systeme 
ans  lautre,  et  quelle  source  d'erreurs  et  de  confusioo  resulterait 
od  tel  remaniement,  sans  parier  dea  inconvenienta  qu'4prouve- 
tient  les  observateura  actuels,  forces  de  changer  leurs  babitu- 
es  et  Ieur8  Instruments.  L'aatronomie,  enebamee  par  aon  passe*, 
donc  sagement  fait  de  renoncer  ä  un  perfectionnement,  qui,  en 
>mme,  aurait  presente"  plus  de  dangers  que  davantages  reels. 

Mais  les  astronomes  observateurs  ne  sont  pas  seuls  a  se  ser- 
r  des  tables  trigonomeViques.  Or,  pour  tont  autre  usage 
ue  le  calcul  immediat  des  observations  faites  avec 
es  Instruments  portant  la  division  sexagesimale,  il 
*t  inconte8table  que  la  division  decimale  pr&enterait  des 
'antages  immenses,  et  nous  ne  pouvons  comprendre  la  per- 
stance  avec  laquelle  la  plupart  dea  calculateurs  la  rejettent. 
n  est  pas  besoin  d'une  bien  grande  expe>ience  du  calcul  pour 
)ir  combien  on  gagnerait  ä  l'adopter  dans  les  calculs  de  mexa- 
ique  Celeste,  de  ge'ode'sie,  de  topograpbie,  en  un  mot,  dans  tous 
«  cas  oü  Ton  n'a  pas  a  lire  ses  nombres  dana  un  registre  d'ob- 
srvations  astronomiques. 

La  seule  bonne  raison  que  Ton  pourrait  nous  op poser,  c'est 
i  manque  de  bonnes  tables  trigonomltriques  decimaJes.  Les 


*)  Voyes,  pour  plua  de  detail«,  l'Introduction  des  Tables  de*ci- 
ales  de  Hobert  et  Ideler,  Berlin  1799. 

Theil  XL.  14 
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seules  tables  ä  sept  figures  construites  Hans  ce  Systeme,  celle> 
de  Hobert  et  Ideler,  de  Borda  et  de  Callet,  sont  mal  d» 
posees  pour  les  usages  pratiques ,  l'intervalle  des  divjaione  etaa: 
trop  considerable.    l>s  tables  de  Plauzole*,  ä  six  ßgnres,  soot 
beaucoup  plus  commodes,  et  cependant  elles  sont  pea  repandoe* 
Poar  que  les  calculateurs  pussent  jouir  des  avantages  de  la  dii> 
sion  dezimale,  il  faudrait  que  Ton  tirdt  des  grandes  Tables  maat- 
scrites  du  Cadastre  *)  une  särie  de  tables  repondant  aox  dWe? 
degräs  de  precision  dont  on  a  besoin  dans  les  calculs,  c'wt-i- 
dire,  des  tables  ä  sept,  ä  six,  ä  cinq  et  ä  quatre  figures.  S 
cette  publication  e*tait  faite  avec  les  raerues  soins  et  une  dUpos 
tion  aussi  convenable  que  celle  des  bonnes  tables  sexagesinak 
publiees  re*ceronient  en  Allemagne ,  nous  somroes  convaincu  q« 
le  seul  Systeme  vraiment  rationnel  reprendrait  bientot  fareur,  « 
que  les  tables  sexagesimales  ne  trouveraient  plus  place  qoe  du.« 
les  observatoires,  oü  elles  devront  longtemps  encore  etre  eick 
sivement  en  usage. 

Hole  V. 

Sur  la  theorie  des  paralleles. 

Si  Ton  juge  de  la  directiou  d'une  droite  par  langte doo 
eile  s'e'carte  d'une  direction  donnee,  deux  droites  qui  formenta«* 
une  troisieme  des  angles  correspondants  egaux  seront  de  nenn 
direction,  et  le  thöoreme  dämonträ  au  §.14.  pourra  s'enon» 
ainsi : 

Deux  droites  de  m eme  direction  ne  peuvent  se  reo- 
contrer,  et  sont  paralleles. 

Cette  proposition  pourrait  dtre  prise  pour  axiöme,  en 
derant  lide'e  de  direction  corarae  une  donnee  fondaroeotale dt 
l'experience.   Des  lors,  il  serait  evident  que  deux  droites  qui« 
rencontrent  ont  des  directions  (Afferentes,  et  par  suite  celkMB 
ont  la  meine  direction  ne  peuvent  se  rencontrer. 

Dans  cet  ordre  d*id<$es,  i'axiöme  reViproque,  c'est-a-dirt 
Taxiome  IV.  du  §.  15.  pourrait  senoncer  corame  il  suit: 

Dans  un  plan,  une  droite  quelconque  rencontretoo 
te6  celles  qui  n*ont  pas  la  meme  direction. 


*)  II  existe  deux  exemplaires  de  ces  tables,  deposes  Tun  a  U  bibbot^ 
que  de  TObservatoire  de  Paris,  l'autrc  a  ccllc  de  l'Institut.  Voy.  Noovcil* 
Annalcs  de  Mathe m nti ques,  Bulletin  de  Bibliographie,  185^. p  ^ 
Comptes  rendus  de  l'Acad.  des  sciences,  24.  mai  1858,  et  An«*1-" 
de  l'Obgcrvatoirc,  t.  LV. 
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Cet  eoonc<$  devient  encore  plus  Evident,  lorsqu'oo  le  rapproche 
le  ce  que  noos  avons  dit  (j.  6.)  de  la  gene>ation  rectiligne  du  plan. 

Cette  maniere  de  presenter  la  theorie  des  paralleles  est  plus 
imple  et  plus  symme'trique  que  la  nuttbode  ordinaire,  et  nous  sem- 
le  araotageuse  pour  uti  premier  eoseignement  de  la  gdo- 
itfrie*).  En  revenant  plus  tard  sur  cet  objet,  on  montrerait, 
mime  nous  l'avons  fait  au  §.  14.,  que  le  parallelisme  des  droites 
e  meine  direction  est  une  consequence  des  axiömes  precldents. 

4 

Bote  VI.  *  • 

Sur  la  longueur  d'une  ligne  courbc. 

Od  dlmontre,  dans  Ja  plupart  des  traite'e  de  Calcul  integral, 
i  theoreme,  qu'il  existe  une  limite  commune,  finieet- 
ttermintfe,  pour  les  peVimetres  des  polygones  infini- 
simaux  inscrits  et  circonscrits  ä  un  arc  de  courbe 
)nne.  On  peut  präsenter  cette  de'monstration  sous  une  forme 
ot  a  fait  e'le'mentaire ,  sans  employer  l'algorithme  de  l'analyee 
inscendante. 

La  de'monstration  repose  sur  le  principe  fond amental  du 
kol  integral**),  savoir,  que,  dans  une  somme  d'eMements  infi- 
nent  petita,  on  peut,  sans  changer  la  limite  de  cette  somme, 
e>er  chacun  de  ces  Clements  d'une  fraction  de  lui-mdme  infini- 
mt  petite.  —  En  cffet,  en  remplacant  toutes  ces  fractions  par 
plus  grande  d'entre  elles,  qui  est  encore  infiniment  petite,  on 
tt  que  l'alte'ration  de  la  somme  est  moindre  que  cette  fraction 
iximum  de  la  somme  eile- mime,  c'est-a-dire  que,  si  *lt  f2, .... 
it  tous  nioindres  que  f,  on  a  e,a,  +  f^-f  ....  <  e(at  +03  +  ....). 
somme  e*tant  suppose'e  fioie,  l'alte'ration  sera  donc  moindre 
une  fraction  infiniment  petite  d'une  quantite  fioie,  et  par  suite 
1  sera  infinimeut  petite.  Donc  l'alte'ration  de  la  limite  sera  la 
ite  d'un  infiniment  petit,  c'est-ä-dire,  ze'ro. 

Cette  de'monstration  ne  repose,  comme  on  voit,  sur  aucune 
isideration  qui  depasse  les  principes  que  l'on  a  sourent  occa- 
n  d'invoquer  en  ge'ome'trie  e'le'mentaire. 

Disons  en  passant  que  ce  principe  fournit  inimödiatement  les 
noostratioos  les  plus  simples  des  the'oremes  sur  l'e'quivalence 

deux  prisroes  ou  de  deux  pyramides  de  meine  base  et  de 
nie  hauteur. 

  V 

•)  Voy.  Note  VIL 
'*•)  Duhamel,  Elements  <lc  Calcul  infinitesimal,  t.1,  p.  35. 
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Supposons  roaintenant  que  Ton  alt  un  triangle  dont  an  spoI 
angle  soit  infiniment  petit.  Le  cdte*  oppose*  a  cet  angle  sera  i* 
finiment  petit  par  rapport  a  chacun  des  dem  autres *),  et 
il  en  sera  de  meme,  ä  plus  forte  raison,  de  la  difference  de  ee* 
deax  crttes  par  rapport  a  chacun  d'eux.  Nous  eoonceronsec 
rlsultat  d'une  raaniere  abregne,  en  disant  que  les  deux  cötet  qii 
comprenneot  l'angle  infiniment  petit  different  in  finiment  peu 
I  on  de  l  autre. 

II  risulte  de  la  que,  si  Ton  projette,  par  des  parallele*  <fr 
direction  quelconque,  orthogonale  ou  non,  une  droite  de  lornjceL1' 
donnee  sur  un  axe  faisant  avec  cette  droite  un  angle  infinim^: 
petit,  la  difference  eotre  la  droite  et  sa  projection  sera  infioiroeci 
petite  par  rapport  ä  cbacune  d'elles;  en  d'autres  termes,  Ii 
droite  et  sa  projection  differeront  infiniment  peu. 

Donc ,  si  la  droite  qui  ferme  un  contour  polygonal  fait  vtt 
chacun  des  cdtes  de  ce  contour  des  angles  infiniment  petit«,  t! 
longueur  de  cette  droite  ne  differera  qu'infiniment  peu  de  cefc 
du  contour  polygonal. 

Cela  posd,  considerons  un  arc  de  courbe,  que  nous  suppc-«- 
rons  plane,  pour  plus  de  simplictte,  et  admettont  que  cet  «I 
soit  entierement  convexe  **).  D'apres  les  corollaires  de  U  pi> 
position  20.  du  premier  Üvre  d'Euclide  (§.24.),  on  voit:  1°.  <}* 
le  contour  d'un  polygone  inscrit  dans  l'arc  convexe  croit  a  messt* 
que  Ton  4tablit  de  nouveaux  sommets  interme'diaires,  en  subdinH 
sant  les  arcs;  2°.  que  le  contour  d'un  polygone  circonscrit  au  mäw 
arc  diroinue  ä  mesure  que  Ton  trace  de  nouveaux  cdtes,  dort  kl 
poiots  de  cootact  subdivisent  les  arcs;  3°.  qu'un  quelconque  sei 
cootours  inscrits  est  toujours  moindre  qu'un  quelconque  des 
tours  circonscrits. 

On  en  conclut  d'abord:  1°.  que  les  contours  inscrits,  donf  4 
augmente  le  nombre  des  cdtes  suivant  une  certaine  loi,  allantdo« 
part  toujours  en  croissant,  roais  restant  d'autre  part  toujours  m<v* 
dre  qu'un  polygone  circonscrit  quelconque,  tendront  necessaii«! 
ment  vers  une  certaine  limite  finie,  dependante  ou  non  de  la  Ii 
de  subdivieion; 

2°.  Que  les  contours  circonscrits,  allant  toujours  en  dimioatf 
par  la  subdivisioo  des  arcs ,  et  restant  toujours  superieurs  *  i 
polygone  inscrit  quelconque,  tendront  aussi  vers  une  certaine  & 
mite  finie,  dependante  ou  non  de  la  loi  de  subdivision. 


*)  Le  rapport  de  cette  difference  a  chacun  des  cotes  serait  intime  icSa 
ment  petit  du  second  ordre,  si  le  triangle  e'tait  rectangle. 
*•)  8'il  ne  1'eHait  pas,  on  le  decomposcrait  en  portiont 
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II  reste  ä  prouver  que  tous  ces  contours,  taot  inscrits  que 
irconscrits,  teodent  vers  uoe  seule  et  me'me  liroite,  indlpendante 
le  !a  loi  de  subdmsion. 

Considerons  un  cdte*  d'un  contour  inscrit,  et  uo  polygone  in- 
crit  dans  Tarc  soustendu  par  ce  cÄte.  Si  ce  cdte*  est  assez  petit, 
a  direction,  ainsi  qae  la  direction  d'un  cdte*  quelconque  du  poly- 
gne en  question,  fera  un  angle  aussi  petit  qu'on  voudra  avec  la 
angente  et  un  quelconque  des  points  de  Tarc.  Donc,  d'apres  la 
»roposition  de'raontre'e  ci-dessus,  le  cdte*  et  le  polygone  diflferent 
'od  de  Tautre  infiniment  peu. 

Soient  maintenant  deux  polygones  inscrits  quelconques,  ä 
otes  suffisamment  petit«.  Si  nous  les  comparons  Tun  et  l  autre 
iu  polygone  forme*  par  la  reunioo  de  tous  leurs  sommets,  et  cor- 
espondant  par  consequent  ä  une  subdivision  de  chacun  des  deux 
iy stemes  d'arcs,  chaque  c6te*  de  Tun  quelconque  des  deux  con- 
oors  primitifs  differera  infiniment  peu  de  la  portion  correspon- 
laute  du  troisieme  contour.  Donc  chacun  des  deux  premiers 
ontours  differera  infiniment  peu  du  troisieme,  et  par  suite  les  deux  , 
)remiers  contours  differeront  infiniment  peu  Tun  de  l'autre.  Donc 
Is  oe  peuveot  tendre  qüe  wen  une  seule  et  me'me  limite. 

On  e*tendrait  de  meme  ce  re'sultat  ä  deux  polygones  circon- 
writs,  ou  ä  un  polygone  inscrit  compare  avec  un  polygone  cir- 
:onscrit. 

Ainsi  se  trouve  etablie  lexistence  de  la  longueur  d'une 
sourbe  plane. 

II  en  re'sulte  en  mime  temps : 

1°.  Que  cette  longueur  est  plus  grande  que  celle  d'une  ligne 
iroite  ayant  les  m6mes  exträniit^s; 

2°.  Qu  une  courbe  convexe  est  plus  courte  qu'une  courbe 
quelconque  qui  l  enveloppe  de,  toutes  parts  sans  la  couper,  ou  qui 
l'eoveloppe  en  s'appuyant  sur  les  m£mes  extremitäs; 

3°.   Que  la  limite  du  rapport  d'un  arc  infiniment  petit  a  sa 
corde  est  egale  ä  Punite. 

Le  meme  mode  de  demoostratioo  servirait  a  etablir  l'existence 
de  la  longueur  d'une  courbe  non  plane,  et  celle  de  l'aire  d'une 
surface  courbe. 

- 

Hote  TU. 

R^flexions  sur  l'ensoigneroent  de  la  geomltrie  elementaire. 
Tout  le  monde  s'accorde  ä  redete  r  que  l'un  des  buts  de  l'en- 
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seignement  des  mathlmatiques  doit  Ätre  de  donner  plus  de  rectä- 
tude  ä  l'esprit,  en  lui  offrant  un  modele  de  logiqoe  inflexible, 
appliquee  ä  des  principe«  certaios.  Pour  qae  ce  bat  soit  atkeut 
il  faot  evid  eminent  que  lenseignement  ne  se  departe  jamais  de 
cette  rigueur  qui  distingoe  lea  math^matiques  de  toutea  les  autr« 
sciences,  et  c'est  lä  une  condition  essentielle  pour  qae  cette 
etude  soit  fructueuse,  aussi  bien  comme  gymnastique  intellectuelic 
que  comme  source  d  applications  pratiques. 

Mais  la  rigueur,  teile  que  nous  la  concevons,  n'est  iialleroeot 
compromise  par  ('Omission  voluntaire  de  la  demonstratio!)  dW 
proposition ,  tandis  qu'elle  Test  par  l'introduction  d'une  demonstn 
tion  fausse  ou  incomplete.  La  logique  n'a  rien  ä  souffrir  dw 
lacune  laissöe  provisoiremeot  dans  la  suite  des  raisonnemeob. 
pourvu  que  cette  lacune  soit  clairement  indiquee,  et  qu'oo  ne  chercb 
pas  ä  la  dissimuler. 

C'est  d'apres  cette  maniere  de  voir  que  nous  conceroas  Ii 
possibilite  d'nn  enseignement  gradue*  de  la  geomeUrie  elemeobi». 
conduit,  ä  tous  ses  degräs,  d'apres  un  plan  unique  et  invariable 
toujours  soumis  auz  regles  de  la  plus  severe  logique,  et  ob  lo 
difficultes  ne  se  montreraient  qu'ä  mesure  que  les  esprits  seraieot 
präpares  ä  les  aborder. 

Pour  cela,  l'e'tude  de  la  geometrie  devrait  £tre  reprise 
cessivement  ä  divers  points  de  vue,  correspondants  aux  dive» 
degres  d'initiation  des  Cleves.  Pour  les  commencants,  il  sag* 
avant  tout  de  se  familiariser  avec  les  figures  et  leurs  deoosüu- 
tions,  d'apprendre  des  faits,  d'entrevoir  leurs  applications  les pla« 
simples  et  les  plus  imm^diates,  celles  surtout  qui  se  rapportwt 
aux  usages  de  la  vie  ordinaire.  On  devra  donc,  au  de'but,  mc' 
tiplier  les  axiömes,  employer  au  lieu  de  ddmonstrations ,  les  reri* 
fications  experimentales ,  l'analogie,  l'induction,  en  ne  laisssM 
jamais  oublier  que  ce  mode  d'exposition  est  essen t i eile ment  pro- 
visoire.  On  exercera  l'eleve  aux  traces  graphiques,  au  man^ 
ment  des  instruments,  a  la  Solution  de  divers  problemes  de  le« 
des  plans  et  d'arpentage,  a  la  constraction  des  figures  en  refiei 
au  moyen  de  fils  ou  d'argile  plastique,  ä  la  represeotatioo  <fc 
ces  figure  ä  l'aide  de  leurs  projections,  etc.,  etc.  Le  maitre  saor- 
proportionner  au  degre*  de  developpement  intellectael  de  leiere 
la  part  plus  ou  moins  grande  qu'il  devra  faire  au  raisooneroen: 
dans  cette  premiere  ebauche  des  etudes  geometriques ;  et  la  granJt 
variete  d'applications  qu'offrent  la  geographie,  l'astronomie,  Ftf 
pentage,  la  ste'reotomie ,  etc.,  suffira  poqr  donner  ä  cet  eoseigae- 
ment  an  interet  soutenu. 
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On  pourra  radier  ä  la  g^ometrie  pure  et  applique'e  l'ätude  des 
ropridtes  les  plus  simples  des  nombres  entiers,  que  Tod  reprl- 
entera  par  des  points  rägulierement  distribuäs  sur  des  droites 
u  sur  des  plans,  ou  encore  par  des  longueurs  de  droites,  des 
ires  de  rectangles  ou  des  volumes  de  paralleUpipedes.  Cette 
laniere  de  traiter  l'aritbmetique  conduit  aussi  promptement  que 
i  inetbode  abstraite  aux  regle«  du  calcul,  et!  cbaque  raisonnemeot 
cquiert  unc  plus  graode  clarte  par  cette  repr&eutation  qui  parle 
uz  yeux. 

On  exposera  ensuite  le  systlme  des  poids  et  mesures,  tandis 
oe,  d'un  autre  cdtd,  on  Itudiera  les  proprietes  des  proportioos 
»Ire  nombres  rationnels. 

Remarquons  que  les  diverses  tbeories  que  nous  venons  d'e*nu 
erer,  et  qui  devront  servir  de  preTiminaires  a  l'ätude  rigoureuse 
i  la  geometrie,  ne  sont  pas  destinees,  selon  nous,  a  faire  Tob- 
t  d  une  suite  unique  de  lecons.  On  ne  doit  pas  craindre  de  se 
peter,  dans  un  enseignement  scientifique,  et  les  Cleves  devront 
livre  successiveroent  plusieurs  cours  gradues,  dont  chacun  com- 
endra  les  matteres  du  cours  präc^dent,  plus  les  nouveaux  deve- 
ppements  qu'on  y  ajoutera,  en  faisant  au  raisonnemeot  une  plus 
•ge  part. 

Mais  les  programmes  de  ces  cours  successifs  ne  devront  pas 
re  traces  au  hasard,  inde*pendamment  les  uns  des  antres.  II 
idra  se  garder,  avant  tout,  d'alte>er  P ordre  des  propositions  pour 
bstituer  ä  une  de*monstration  difticile  un  raisonnement  plus  simple 
apparence  et  rooins  rigoureux.  Si  une  de*monstration  pre'sente 
elques  difficultes  pour  Tintelligence  de  leleve,  qu'on  la  sup- 
iroe,  sans  la  remplacer  autrement  que  par  des  explications,  des 
alogies,  des  ve>ißcations  experiroentales.  Mais  que  la  subordi- 
b'on  des  ve'rite's  geomätriques,  teile  que  l'exigera  plus  tard  une 
ide  scientifique  et  approfondie,  eoit  conserve'e  sans  altöration  ä 
18  les  degres  de  Tenseignement.  Qu'il  y  ait  unite*  de  plan,  et 
e  les  cours  les  plus  e'le'nientaires  ne  dlflerent  des  cours  les  plus 
ives  que  par  des  suppressions,  de  teile  sorte  que  la  place  de 
ique  de*moostration  soit  toujours  re*serve*e,  et  qu'on  n'ait  plus 
ä  Yy  iutercaler,  lorsque  lesprit  de  l'eleve  sera  suffisamment 
fpare*. 

Le  premier  enseignement  sera  donc  exclusivement  expe>imen- 
,  et  peu  ä  peu  on  fera  voir  ä  l'äleve  comment  toutes  les  ve>ri- 

n'oot  pas  besoin  d'eire  se'pare'ment  constate^es  par  I  expeVience, 
corament  eiles  sont  les  consöquences  d'un  certain  norabre  d'entre 
J«,  norobre  que  Ton  restreindra  de  plus  en  plus,  ä  mesure  que 
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Von  avancera  daos  l'etude  de  la  science,  jusqu'ä  ce  qn  on  soit 
arrive  aux  axiöraes  fondaraentaux,  dont  le  nombre  nc  peut  plm 
etre  röduit. 

Teile  doit  ötre,  ä  notre  avis,  la  premiere  periode  de  l'enseig- 
Dement  gdom^trique,  et  le  program me  qae  oous  venons  d'esquu 
ser  coraprend  toutes  le«  notions  mathematiques  necessaires  am 
commencants.  Parallelement  ä  cet  enseignement,  Feiere  pourr» 
suivre  utilement  des  cours  elementaires  de  cosmographie,  de 
mecanique,  de  pbysique,  de  chimie,  oä  il  reocontrera  ä  chaq« 
instant  des  applications  de  ses  connaissances  en  geometrie  et  et 
aritbme'tiqae. 

Le  second  degre*  d'enseignement  se  rapproch erait,  d'apree  et* 
idees,  flu  Systeme  actuellement  suivi  dans  les  classes  de  scieß« 
des  lycees  francais.  Ed  geometrie,  on  adopterait  la  methode  eatfc* 
dienne  dans  tonte  sa  rigueur,  et  le  cadre  des  e  tu  des  embras^- 
rait  a  peu  pres  les  l£leraents  d'Euclide  et  les  premieres  netiot; 
sur  les  sections  coniques. 

On  joindrait  ä  cette  ätude  celle  des  premieres  notions  daJ- 
gebre,  eo  rattacbant  les  regles  du  calcul  alge'brique  aux  propriete 
des  figures  par  des  raisonnements  analogues  a  ceux  da  secoed 
livre  d'Euclide.    On  etablirait  ainsi  par  la  geometrie,  en  roent 
temps  que  par  l'analyse  abstraite,  les  principales  regles  de 
multiplication  alge'brique,  Ja  resolution  des  equations  da  secocij 
degre\  les  principaux  theoremes  sur  les  raaxima  et  les 
nima,  etc. 

L'etude  rigoureuse  de  la  geometrie  conduisant  tont  naturelle 
ment  au  principe  des  limites  et  ä  la  consideration  de  rincomme*- 
surabilite,  on  serait  alors  amene*  ä  introdnire  les  symboles  app* 
\6s  nombres  incoromensurables,  et  ä  revenir  sur  la  tbeork 
des  proportions,  en  Intendant  a  des  grandeurs  conttnues,  gewi 
ralement  incoromensurables. 

On  pourrait  passer  de  la  ä  l'etude  des  logarithmes  et  de  M 
trigonome*trie.  1 

Mais  cette  e'tude  de  la  g4ome*trie  scientifique  et  rigoureo>< 
doit  elle-meme  <tre  gradule,  comme  celle  de  la  ge'ome'trie  ex| 
plrimentale.  S'il  peut  £tre  avantageux,  dans  une  premiere  en 
position,  de  s'attacher  autant  que  possible  ä  la  methode  des  Am 
dans,  afin  d'etablir  d'abord  avec  briärete'  et  precision  les  Cm 
fondaraentaux  de  la  science;  il  nous  semble,  au  contraire,  aal 
dans  les  rävisions  successives  du  cours  de  gäoraetrie,  on  de^n 
s* studier  de  preTdrence  ä  faire  comprendre,  par  des  applicanoü 
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i  verites  simples  et  desormais  bien  connues  de  la  geometrie 
roeotaire,  les  grandes  inetbodes  et  les  puissants  procdde*  de 
nalyse  moderne.  On  pourra,  de  cette  maniere,  sans  sortir  da 
Ire  d'Euclide,  initier  l'eleve  a  tous  les  procedls  qu'il  aura 
is  tard  a  appliquer  dans  les  parties  (es  plus  elev^es  de  la  science. 

Ainsi,  on  sait  qoelles  sont,  en  geometrie  et  en  arithraetique, 
;  nombreuses  applicatioos  du  principe  des  limites. 

L'etude  des  lieux  g4oroetriques,  employös  com  nie  moyens 
ne>aux  de  resolution  des  problemes  determines,  conduira  natu- 
lement  ä  la  notion  de  fonetion  d'une  ou  de  deux  variables  in- 
pendantes.  En  y  joignant  meine  le  mouveroent,  on  aura  une  repre*- 
itation  sensible  des  fonetions  de  trois  et  nierae  de  quatre  w ariables. 

Le  cercle  et  les  sections  coniques  donneront  lieu  d  appliquer 
methode  des  tangentes,  et  de  präsenter  la  mäthode  des  limites 
is  la  forme  plus  commode  de  la  methode  infinitesimale. 

On  re?iendra  alors  avec  plus  de  d£tails  sur  les  questions  de 
txima  et  de  minima,  et  on  les  ram^nera  ä  la  methode  des 
igentes,  dans  le  cas  d'une  seule  variable  independante. 

Les  quadratures  et  les  eubatures  des  lignes  et  des  surfaces 
nront  s'effectuer  non  -  seulement  par  les  m^tbodes  de*tournees 
J  Anciens,  mais  encore  par  les  me*thodes  directes  sur  lesquel- 

est  fondö  le  calcul  integral.  Ainsi  l'lquivalence  de  deux  pris- 
s  de  n^me  base  et  de  me'me  bauteur  pourra  s'etablir  par  ta 
ision  en  tranches  infinimeot  minces,  comme  nous  l'avons  deja 
ique  dans  la  Note  prexedente. 

Cest  alors  qu'il  conviendra  d'introduire  les  notioos  de  Ion - 
eur  d'une  ligne  courbe  quelconque  et  d'aire  d'une  snrface 
rbe  quelconque,  en  justifiant  et  g^ne*ralisant  les  deTinitions  re- 
ilntes  et  incompletes  qn'on  en  avait  donne*es,  au  moyen  des 
ygones  regulier*,  en  trattaut  du  cercle  et  des  trois  corps  rends. 

Onpeutenfin,  sans  sortir  du  meme  cadre,  donner  des  exem* 
t  de  courbes  enveloppes,  d'applications  de  la  methode  inverse 
tangentes,  etc. 

En  un  mot>  la  geometrie  d'Euclide  peut  servir  de  texte  ä 
exposition  de  tous  les  prineipes  fondamentaux  de  l'analyse 
lerne,  et  Ton  coueoit  quel  fruit  un  esprit  intelligent  pourrait 
er  d'une  teile  p  reparat  ion  a  l'e*tude  de  la  geometrie  analytique 
in  calcul  infinitesimal. 


14* 
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VIII. 

Note  über  lineare  Differentialgleichungen. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 

l'rofeuor  ao  der  Handels- Akademie  in  Wien. 


Sehr  häufig  kommt  es  vor,  dass  in  lineare  DiffereiitiakI 
chungen  statt  der  abhängig  Variablen  y  eine  andere  abbäo 
Variable  z  eingeführt  werden  soll,  welche  mit  y  in  folgend 
Zusammenhange  steht: 

woselbst  o  eine  constante  Zahl  ist.    Wir  wollen  im  Folgen 
zeigen,  auf  welch  einfache  Weise  diess  su  bewerkstellig« 
Sei  vorerst 

aHyW + an-i        +  a—*y<"-*>  +  •  •  +  <hy'  +  «<# = 0  (1 
die  vorgelegte  Gleichung.  Setzt  man  hierin  y  rre^z,  so  erhält» 

an[2») + (y     (y     +  ...] 

+  aÄ_S[i(-«)+(,t  72)«<-»)  +  (tt~2)a«z(-4)  +  ....] 

+  

+  Ö!  (l'+0f2)  +  Ool  =  0, 

# 

oder  anders  geordnet: 


Digitized  by  Google 


) 


(2) 


Spit%er:  Note  über  lineare  Differentialgleichungen.  213 

+  

+  [ax  -f  2«^  -f  bfioi  +  ....+  wo»-1  a„]  x* 
+  [flo  +  ««iH-a*fli  +  ....  +  «Äa«]i  =  0.  ; 
tzt  man  nun 

öo  +  aoi  +  a2a2  +  ....  -f  a"a«  =  q>(a)t 
gestattet  die  Gleichung  (2)  folgende  Schreibweise : 

rd  auf  gleiche  Weise  in  die  Differentialgleichung 
(au+bnx)y(*)+        + 6.-1  «)£(•-  D+  (a.-t+Ä»-««)^— »> 

+  ....+      +  6,  ar)  y  +  (oo  +  b0x)  y  =  0 
y  die  Substitution 

y  =  e«x 

lacht,  ao  erhält  man,  wenn  man 

An«*  +  On-l«"-1  +  da-»  CT"-*  +....  +  axa  +  Oq  =  0>(«) , 

o.a»  +  6.-1««- 1  +  6«-*«"-2  +  ....+  6ia  -f  60  =  tf«) 
t,  auf  ähnliche  Weise  vorgehend,  folgende  Gleichung  in  x: 

?(«>(«)+ y(»-i)(c)  +  ar^(«~i)(c) 
 S  ^  +  (5=1)1  


(n— 58)!  +  '  * 

•  •  •  •  +  [<?'(«)  +  **'(«)]  2'  +  M«)  +  2  =  0, 

ähnlich  kann  man  verfahren  bei  allen  jenen  linearen 
algleicbungen,  deren  Coefficienten  ganze  algebraische  Func- 
m  von  x  sind. 


Digitized  by  Google 


214  Gruners     Die  Methoden  von  TscMrnhaus  und  J  er  rar  d 


XIV. 

Die  Methoden  von  Tschirnhaas  und  Jerrard 
Transformation  der  Gleichungen. 

Von 

Hern  Herausgeber. 


§.  L 

Zu  allen  Zeiten  hat  die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichet«:* 
die  Mathematiker  lebhaft  beschäftigt;  auch  Ehrenfried  VkiU 
ther  von  Tschirnhaus  *),  Herr  auf  Kiesslings  walde  nnfl 
Stolzenberg,  Kurfürstlich  Sächsischer  Rath,  geboren^ 
Kiesslingswalde  unweit  Görlitz  in  der  Oberlausitz  am  10.  April  1651 
gestorben  am  11.  October  1708,  hat  sich  eifrigst  bei  diesen  Ar- 
beiten und  Bestrebungen  betheiligt,  und  glaubte  dadurch  zu 
so  sehr  erstrebten  Ziele  zu  gelangen,  dass  er  durch  g 
Transformationen  der  aufzulösenden  Gleichung  beliebig  viele 
der  derselben  wegzuschaffen  suchte,  —  so  wie  man  ja 
längst  aus  jeder  Gleichung  das  zweite  Glied  wegzuschaffen 
stand,  —  um  dadurch  endlich  entweder  zu  einer  reinen  Gleieboej 

•)  Häufiger,  aber  wahrscheinlich  unrichtig,  Ts ch  i  rnhaixea 
geschrieben.  Die  fransöiischen  Mathematiker,  welche  «ich,  oame« 
lieh  der  berühmte  Lagrange,  der  über  die  Methode  Ton  Tschiri' 
haus  in  den  Meinoircs  de  l'Acndliiuc  des  sciences  de  Berit! 
1770  et  1771  tiefsinnige  Untersuchungen  angestellt  hat,  eifriger  mit 
screm  Landsmanne  beschäftigt  haben,  als  wir  selbst,  schreibe« 
selten  „Tachirnaü s",  wie  *.  B.  J.  A.  Serret  überall  in  dem  Con 
d'Algebre  supericure,  professo*  ä  la  Faculte  des  iciea 
de  Paris.  Pari«.  1854.;  hier  ist  also  auch  die  Form  „Tie**'» 
haus"  unverkennbar. 
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»der  wenigstens  2a  einer  durch  schon  früher  bekannte  Hülfsmit- 
el  auflösbaren  Gleichung  zu  gelangen.  Wenn  auch  Tschirn- 
taus  auf  diesem  Wege  sein  Ziel  nicht  erreichte  und  nicht  errei- 
hen  konnte,  aus  Gründen,  welche  wir  später  entwickeln  werden; 
0  ist  sein  Gedanke  doch  immer  als  ein  sehr  scharfsinniger  be- 
rachtet  worden ,  und  seine  Methode  *),  die  er  in  den  Actis  Eru- 
itorom.  1683.  p.  204.  bekannt  machte,  ist  namentlich  in  neue- 
ter  Zeit  wieder  besonders  hervorgetreten  und  hat  die  Aufmerk* 
;imkeit  der  Mathematiker  von  Neuem  auf  sich  gezogen,  nachdem 
er  Engländer  George  B.  Jerrard,  Esq.  **),  in  ähnlicher  Rich- 
iQg  sich  bewegend  wie  Tschirnhaus,  die  merkwürdige  und 
ichtige  Entdeckung  gemacht  hat,  dass  aus  jeder  Gleichung  das 
weite,  dritte  und  vierte  Glied  bloss  mit  Hülfe  der  Auflosung 
ner  Gleichung  des  dritten  Grades  weggeschafft  werden  kann, 
orauf  dann  weiter  Hermite  und  Brioschi  ihre  berühmten  Auf- 
soagenMer  Gleichungen  des  fünften  Grades  durch  die  elliptischen 
nnetionen  basirt  haben.  Die  grosse  Wichtigkeit  dieser  Gegen- 
Snde  und  die  immer  weitere  Ausbildung  und  Vervollkommnung 
jt  betreffenden  Untersuchungen  in  neuester  Zeit  geben  mir  jetzt 
oreichende  Veranlassung,  denselben  einige  Abhandlungen  in  die- 
r  Zeitschrift  zu  widmen,  was  ich  bis  jetzt  absichtlich  unterlas- 
0  habe,  weil  die  Notwendigkeit  der  erwähnten  weiteren 
isbildung  und  Vervollkommnung  sich  voraussehen  liess.  Die  vor- 
gende  Abhandlung  soll  daher  zunächst  den  Umformungs-Metho- 
n  von  Tschirnhaus  und  Jerrard  gewidmet  sein,  Indem  ich 

nächsten  Paragraphen  sogleich  mit  der  ersteren  beginnen  werde. 

.  .1  > 

§•  2. 

Die  gegebene  Gleichung  sei: 

I)      x*»  +  Ax  x—1  -f  Aixm-*  +  ....+  Am-ix  +  Am  =  0, 

er  die  wir  zuvorderst  Folgendes  bemerken. 
Aus  1)  ergiebt  sich: 

Xm  =  —  A\  Xm~"x  —  A^Xm^  —  ....  —  Am—l  X  —  Am 

?r,  wenn  wir  1 

•)  „Methode  Elegante  de  TachirnaüV  (Serret  a.  a.  O.  p.  113). 
")  M.  ».  *.  B.  Inqutry  iuto  the  vaiidity  of  a  method  r  e  - 
itly  propoaed  by  George  B.  Jerrard,   Esq.  for  tranefor- 
ng    and    reiolvlng  Equations  of  elevated  degree«.  By 
afeaaor  Sir.  W.  K.  Hamilton.    London.  1837. 
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i 

A  A  °  °  ° 

A\~  —  Ai,    At=Z — A^  f .... ,  Am—\  =  —  Am—l ,    Am  —  —Am 

setzen : 

X**  =  Jj  X—1  +  A2  +  ....  +  Ärn-iX  +  i». 

Also  ist: 

und  führen  wir  nun  in  diese  Gleichung  fSr  x**  seinen  obigen  Aus- 
druck ein,  so  erhalten  wir  für  xm+x  offenbar  einen  Ausdruck  von 
der  folgenden  Form: 

a*M-*  =  ^t  x™-1  +  Jta»-*  +  ....  +  ^«-lar  +  Am*. 
Also  ist: 

X"»+a=  Jl       +  ^X«-1  +....  +  JU-1*Ä  +  AmX9 

und  führen  wir  in  diese  Gleichung  für  ar»  wieder  seinen  obige* 
Ausdruck  ein,  so  erhalten  wir  für  a?*+*  einen  Ausdruck  voo  der 
folgenden  Form: 

=  ^  i""1  +  y^-37"1""*  +  •  •  •  •  +  Am— ix  +  ^it». 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  unterliegt  keinen 
Zweifel,  und  man  sieht  also  aus  dem  Vorhergebenden,  dass  «efc 
die  Potenz  arm+*,  wo  k  eine  positive  ganze  Zahl,  Null  ein^ 
schlössen,  bezeichnet,  immer  durch  einen  Ausdruck  von  der  Fora 

k  k  k  k 

2)  x~+k  =  At  xm~l  +  A%        +  ....+  Am-l  x  +  Am 

darstellen  Ifisst,  wo  natürlich  die  Coefficienten 

k       k       k  k  k 

Ai$     A^y     A$f....tAm—l>  Am 

bloss  von  den  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  1)  abhaa 
gen  und  durch  dieselben  bestimmt  werden. 

}.  3. 

Eine  neue  unbekannte  Grosse  y  einführend,  setzen  wir  du 

ii       i  i  i 

3)  .  .  .  y  =  Oo  +  aiar  +  ^j:*-f  ....-f  on-ix"-^!»«^, 

und  nehmen  an,  dass  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichne,  da 
kleiner  als  m  ist;  aus  den  beiden  Gleichungen  l)  und  3)  etirai 


■ 
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niren  wir,  am  eine,  y  als  unbekannte  Grösse  enthaltende  Glei- 
chung zn  erhalten,  die  Grösse  x,  wozu  wir  auf  folgende  Art 


Aus  3)  bilden  wir  die  Potenzen 

y2>  y*>  y4»  2/*.  jr; 

nnd  stellen  dieselben,  was  nach  dem  vorhergehenden  Paragra- 
phen immer  möglich  ist,  unter  der  folgenden  Form  dar: 

Q  4  2  »  2 

V*  =  a0  +  o,ar+a^a+....  +  Om-i  xm~l , 

»31 

=  oo  +  axx-\-a^  + .. 

u.  s.  w. 

m       nv         m  m 

yOT  =  Oo  +         a*r*+  »  +  Om-ia*—1. 

Ünd  nun 

*1»  X*>    *4*  '"•» 

ie  m  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  1)  und 

Vi  *  V%>  3h>  Ü4>  •'•*>  y*n 

ie  entsprechenden  Werthe  von  y;  so  ist  nach  3): 

Iii  i 
Sil  =00  +  01*1  -M2#i2  +  •••  +  On^i", 

II  1  1 
.y«  =  flo  +  öi^  +  fl2V+  .-..+ 

III  1 

ys  =  ßo  +  Oi*3  +  ff*V+  •  •  +  anxft 

u.  s.  w. 

111  1 

d  nach  4): 

2         2  2  2 

yi*=oo +  0i*i  +  a**i*+  •..+fl«-ix1»-1, 

2        2  2  2 

y*  =  «o  +  «i  **  +  o«*a*  +  »  -  +  o»-i  x,«»-1 , 

2         2  2  2 

y»*  =  o0  +  fl|  *t  +  0,3:3*  +  ....+  o«_i  *8»-»  , 

u.  s.  w. 

222  2 
y  m*  =  flo  +  fl!  *« + oa  *m2  + . . . .  +  a»_i  ; 
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3  3  3  3 

3      s        3  3  -1 

ya3  =  Oq  +  ö!  ;ra  +  0^X5,*  + ....  +  am-i*%m  » 

33         3  3 
y8»  =  a0  +  ^  ar8  -f  otar,*  + ....  +  Om-i  ar»"-"1 , 

tt.  8.  W. 

3  3  3  8 

4  4  4  4  _ 

tjt*  =  a0  +  a,     +  at^i  +  ••••  +  aim-.\xlm-1 , 

4        4  4  *  . 

yt*  =  a0  +  axx%  +  QtXtf  -f .  ..  +  flm-i * 

4444  , 
jy34  =  a0  -f  ai  x9  -f  a2  :r32  f ....  +  ««— 1  ^"3  » 

u.  s.  w. 

1 

444  4 
ym* = «o  +  ai     +  °%  Xm  +  ••••  +  a»— 1 

u.  s.  w. 

U.  8.  W. 
«n        «n  m  m 

DI— 1 


yi»  =  Cq +«i  #1  +o»ari*  + ....  +  am-iar! 

m       m  m  tn 


U.  8.  W. 

mm  m  m 

ymm=a0  +  «hXm+fVm2  +  ....  +  aw-iar»*-1. 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Summe  der  Arten  Potenzen  von 

X\  t     &%*     a?j,     #4,  Xm 

durch  Sk  und  die  Summe  der  Arten  Potenzen  von 

tf\y   y%>   y»>   3to>  V» 
durch  f*,  so  ergeben  sich  aus  dem  Vorstehenden  unmittelbar  die 
folgenden  Gleichungen: 

111  1 
sl  =ma0+aiSi  +  <vSa-f  ....  +  anS»> 

5^  =  ma0+a15i  +  fls^  +  ••••  +  Sm-i» 


5) 


3  3  3  o    .  ■    *  e 

4  4  4  4 

$4  =wa0+a,Ä,  +  02^«+  ••••  +  a*-1  Ä»-1» 

u.  s.  w. 

mm  *n  m 

s,„  =  ma0+ ai  5i  +  02<Ss+  ••••  +  a»-iÄ».-i. 


\ 


Digitized  by  Google 


zur  Tramformalion  der  Gleichungen  219 

Fach  den  Formeln  des  Newton'schen  Satzes  von  den  Sum- 
en  der  Potenzen  der  Wurzeln  der  Gleichungen  kann  man  au* 
«  gegebenen  Coefficienten  der  Gleichung  1)  die  Summen 


•$1  y     S*i  »  •  •  •  •  i  Sm—l »  Sn 

den.  erhalt  sodann 


f  im— 1  >  Stn 


Heist  der  Gleichungen  5),  und  kann  nun  hieraus  wieder  mit- 
it  der  Formeln  des  genannten  Satzes  die  Coefficienten  der 
»cbung  des  mten  Grades  finden,  welche  für  y  als  unbekannte 
toe  die  Wurzeln 

yi>  y%>  ys»  y4>  •••>.?'» 

I  also  diese  Gleichung,  die  natürlich  die  durch  Elimination  von 
08  den  beiden  Gleichungen  1)  und  3)  hervorgehende  Gleichung 
i  wird,  selbst  bilden.  Bezeichnen  wir  nämlich  diese  Glei- 
Dg  durch 

laben  wir  zur  Bestimmung  der  Coefficienten 

^ Ii     P%>     P$  »  •  •  •  • »  P m— 1 1  Pm 

i  dem  New  ton' sehen  Satze  bekanntlich  die  folgenden  Formeln  i 

1p 


f*  =  —  +  P^  +  P1*B  +  «•>• 

Fl  =—  i(#Vl  +  +  *Vs  +  *V4  f  '6)  • 

U.  S.   u  . 

1 

=  —  -  (Pm-li,  +  Pm-13*  +  Pm-sis  +      +  P\  'm-1  +  im). 

7/1 

Man  kann  zu  der  durch  Elimination  von  X  aus  den  Gleichun- 
I)  und  3)  hervorgehenden  Gleichung  aber  auch  auf  folgende 
gelangen.  In  dem  Gleichungssysteme  4)  sind  m  —  1  Gleichnn- 
nthalten,  welche  in  Bezug  auf 

X  ,     X*  y     X^  ,     X*  ,  . . . .  ,  Xm  * 

ersten  Grade  sind,  so  dass  man  also  diese  Grössen  aus  den 
nten  Gleichungen  immer  auf  bekannte  Weise  bestimmen,  und 

dl  XL.  15 
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die  erhaltenen  Ausdrücke  dann  für  die  entsprechenden  Poteo?*; 
von  x  in  die  Gleichung  3)  einführen  kann,  wobei  man  zu  bera« 
ken  hat,  dass  n  nicht  grösser  als  m  —  1  ist.  Durch  dieses  Ver 
fahren,  welches  den  Vortbeil  hat,  dass  man  dabei  zugleich  x  afc 
ganze  rationale  Function  von  y  ausgedruckt  erhält,  ergieht  sict 
die  gesuchte  Gleichung  des  mten  Grade«  mit  der  unbekaiiet^ 
Grösse  y. 

Sollen  nun  in  der  Gleichung  6)  vom  zweiten  Gliede  to  i 
Glieder  verschwinden,  so  muss,  wie  aus  den  Gleichungen  7)  oW 
Weiteres  erhellet, 

8).     .     .  f,=0,     5-2  =0,     f3=0,     I4=0>  ,J|3Z0 

sein,  und  die  Coefficienten 

iiii  i  i 

in  dem  Ausdrucke  3)  von  y,  von  denen  die  Potenzensuroneo 

nach  dem  Obigen  abhängen,  müssen  also  so  bestimmt  »er* 
dass  den  Gleichungen  8)  genfigt  wird,  wobei  man,  da  die  Anw 
der  zu  bestimmenden  Coefficienten  »  +  I,  die  Anzahl  der  zu  < 
füllenden  Gleichungen  aber  nur  w  ist,  immer  einen  der  er*t« 
uillkührlich  annehmen  kann. 


Betrachten  wir,  indem  x,  y  überhaupt  zwei 
rende  Werthe  der  im  Allgemeinen  eben  so  bezeichneten  Grüfl 
bezeichnen, 

iii  i  i 

Oo,    at,    a2, — ,fl»-Ji  an 

als  unabhängige  veränderliche  Grossen,  was  offenbar  verein 
ist,  von  denen  nach  dem  Obigen  x  gar  nicht,  aber  natürlich 
abhängt,  so  ist  nach  3): 

»ach  6): 

{ mym-i  -f  (m— 1)  P,  y"-*  +  (m —2)  Pty«-«  +  ....+  Pm-i  |  % 
nach  diesen  beiden  Gleichungen: 
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"■ST-1  +  (m  - 1 )  P,  y»-2 +(m-2)  P4  y— »  +       P^i ' 

ttelst  welcher  Formel  aas  den  durch  Auflösung  der  Gleichung  6) 
balteoen  Werthen  von  y  unmittelbar  die  entsprechenden  Wert  he 
n  x  erhalten  werden.    Weil  nach  3) : 

co2  ca3  c«4  caa 

*  so  kann  man  ganz  auf  ähuliche  Art  wie  vorher  auch  Anm- 
iete zur  Bestimmung  der  Potenzen  x*t  x9,  x4,....,x*  entwickeln» 
s  einer  weiteren  Erläuterung  nicht  bedarf. 


§.  4. 

Wir  haben  im  Vorhergehenden  ganz  im  Allgemeinen  ge- 
Jt,  wie  die  Elimination  der  Grösse  x  aus  den  beiden  Gleichon- 
i  1)  und  3)  jederzeit  ausgeführt  werden  kann,  wodurch  wir  auf 
i  Gleichung  mit  der  unbekannten  Grösse  y  von  demselben 
ide  wie  die  Gleichung  ])  mit  der  unbekannten  Grösse  x  ge- 
rt  worden  sind.  Natürlich  kann  mau  aber  diese  Elimination 
h  auf  vielen  anderen  Wegen  ausführen,  welche  in  besonderen 
leo  oft  einfacher  und  leichter  das  Ziel  erreichen  lassen.  Indem 
nun  jetzt  zeigen  will,  wie  nach  der  Methode  von  Tschirn- 
is  die  Gleichungen  des  dritten  Grades  aufzulösen  sind,  werde 
mich  in  diesem  Falle  bei  der  erwähnten  Elimination  der  von 
prange*)  gebrauchten,  ziemlich  einfachen  Methode  bedienen. 

Die  aufzulösende  Gleichung  des  dritten  Grades  sei : 

I)  a:3  +  ax%  -f-  bx  +  c  =  0. 

i  setze: 

*)  M.  s.  Leonhard  Etiler' •  Einleitung   in    die  Analysis 
Unendlichen.    Ans  dem  Lateinischen  übersetzt  von  J.  A. 
lichelsen.    Drittes  Bach  (Die  Theorie  der  Gleichungen, 
den  Schriften  der  Herren  Euler  und  de  la  Grange).  Ber- 
1791.  S.  291. ;    in  der  von   Micbelsen   übersetzten  Abhandlung: 
■  erkungeo  über  die  algebraische  Auflösung  der  Glei- 
ngen.     Vooi  Herrn  de  la  Grange.    Ans  dem  2ten  Bande 
neuen   Memoiren  der  Königl.   Akademie  der  Wissen* 
iften  in  Berlin.    Nr.  10. 

15* 
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12)  y  =  —  p  -  qx  +  x*, 

also,  wenn  der  Kürze  wegeo 

13)  r  =  p  +  y 

gesetzt  wird: 

14)  x%=:r  +  qx. 

Hieraus  folgt: 

15)  x*=zrx  +  qx*=:qr  +  (q*+r)x, 

und  folglich  nach  11): 

qr  +  (q*  +  r)x  +  a(r  +  qx)  +  6*  +  c  =  0, 

also : 

Utt  .,-        c  +  (a  +  q)r 

16)  *  —  «  +  («  +  ?)V  +  r 

Führt  man  nun  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  14)  eio,  tos 
hält  man  die  Gleichung: 

S   c  +  (a  +  q)r    i*_         c  +  (q  +  g)r 
U-f  (a  +  7)o+rl    ~r     6  +  (a+?)9fr* 

oder: 

U  +(a  +  9)r}»  +  0{c  +  (a  +  ?)r|  |6  +  (a  +  ?)4r  +  r|  > 

-r|6  +  (a  +  9)?  +  r}»  •  = 

und,  wenn  man  nach  den  Potenzen  von  r  ordnet,  wie  man  ui 
leichter  Rechnung  findet: 

17)  .  .  .  r» 

—  (ö*- 26  +  ao)r*  ^ 

—  |2ac-6*+(3c— «6)o -6o*}r  ~ 

—  c(c  +  6^  4-  «V*  +  o8) 

Entwickelt  man  nun  aber  mit  Bezug  auf  die  Gleichung 
vorstehende  Gleichung  nach  Potenzen  von  y,  so  erhält  mar 
der  Kürze  wegen: 

Q=-{2ac— 6*  +  (3c-a6)9— 6?»} 
— 2(a*— 26  +  oo)p 

Rz=—c  (c  -f  6?  +  «7*  + 

-|2«c-6*+(3c-a6)y— 


18)  . 
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man  jctet  die  be.den  Gleichungen : 

aus  denselben  durch  bekannte  Hülfsmittel  p,  q  be- 
weil  in  Bezug  auf  diese  beiden  unbekannten  Grossen 
erste  dieser  beiden  Gleichungen  vom  ersten,  die  zweite  vom 
eiteu  Grade  ist.  Führt  man  dann  die  auf  diese  Weise  gefan- 
gen Werthe  von  p>  q  in  die  Grosse  R  ein,  und  bezeichnet  den 
Aurel  erhaltenen  Werth  dieser  Grösse  durch  R' ;  so  wird  die 

eine  reine  Gleichune  nach  bekannten  Me- 


Well  für  den  vorliegenden  Fall  im  vorhergehenden  Paragraphen 

J<ir5  _  l  M'O    »   »'".1'       II"*  ii*»*^*1»J  / 

i\=  p,  pt=  q,  p,=ie 


»Isen  Ut;  ao  hat  man  nach  9)  xor'  Bestimmung  von  x  die 

BW^'^V^-^        -wu    ;iJi'  -nx.^  n>M.  4uij,%  >i*t4>>«K 

_  Cr*        Cf  J  Oh 

'  is  dem  theoretischen  Gesichtspunkte  betrachtet,  ist  diese 
mg  der  Gleichungen  des  dritten  Grades  jedenfalls  sehr 
ach,  führt  aber  dessenungeachtet  auf  sehr  weitläufige  Reeh- 

ftung  des  vierten  Grade«  1,1 


x*  +  ax*  +  bx*  +  cx  +  d=  0 

«  - 

ien,  setze  man  wieder 

y  =  —  p  —  qx-\-x*, 
eliminire  aus  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen  die  Grosse 


to  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form: 

y4  -f  Py*  +  Qy*  +  Ry  +  £  =  0. 
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P  =  0,   Ä  =  0; 

so  findet  man,  dass  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die  Gr"*w 
p,  q  bloss  mittelst  einer  cu  bis  eben  Gleichung  bestimmt  werdet 
können ;  und  bezeichnet  man  die  diesen  Werthen  von  p,  q  m« 
sprechenden  Werthe  von  Q,  S  respective  durch  C,  5*,  so  kii 
man  zur  Bestimmung  von  y  die  Gleichung : 

welche  wie  eine  quadratische  Gleichung  aufgelöst  werden  km 
wodurch  also  die  Auflösung  der  Gleichungen  des  vierten  Gra&t 
gegeben  ist,  indem  x  immer  nach  der  aus  dem  vorhergebeo&i 
Paragraphen  bekannten  Metbode  bestimmt  werden  kann.  Die  vaÜ- 
ständige  Ausführung  der  Rechnung  fährt  in  nicht  geringe  Weif- 
läufigkeit  und  kann  bei  Lagrange  a.  a.  O.  S.  348.  oder  auch  ii 
der  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Theorie  der  ale? 
braischen  Gleichungen  von  Meier  Hirsch.  Erster  Thfit 
Berlin.  1809.    S.  142.  nachgesehen  werden. 

Will  man  nun  aber  die  Methode  von  Tschirn  Ii  aus  soft!» 
Auflösung  den  vierten  Grad  libersteigender  Gleichungen  anw» 
den,  so  kommt  man  auf  Gleichungen,  deren  Grad  nicht  unter  m 
Grade  der  aufzulösenden  Gleichung  liegt,  wird  also  bei  die?« 
höheren  Gleichungen  von  der  Methode  ganz  verlassen.  Wir  **j 
len  deshalb  auch  diese  Methode  hier  nicht  weiter  verfolgen,  w» 
überhaupt  gleich  von  vorn  herein  nicht  in  unserer  Absicht  bt 
indem  wir  vielmehr  in  dieser  Abhandlung  hauptsächlich  dien«- 
erlicb  von  Jerrard  gefundene  höchst  merkwürdige  Transfers* 
tion  der  Gleichungen  im  Auge  haben,  die  aber  ohne  die  Meto«« 
von  Tschirnbaus  im  Allgemeinen  nicht  verständlich  ist  und 
ren  genaue  Kenntnis»  voraussetzt,  weshalb  auch  Serret  a.a.O. 
Note  V.  die  Methode  von  Jerrard  ohne  Weitere«  als  ein«  A»j 
wendung  der  Methode  von  Tschirnhaus  bezeichnet;  zu*«* 
Methode  von  Jerrard  wollen  wir  daher  jetzt  übergeben. 

{.  5. 

An  die  in  §.  2.  und  §.  3.  im  Allgemeinen  entwickelte  MetW* 
von  Tschirnhaus  uns  anschliessend,  sei  nun  wieder  die  ztth 
bene  Gleichung: 

23)  .  .  xm  +  Axa^-1  +  AipC»-*  +     +  Am-ix  +  Am=zQ; 
es  werde 

ii         i  i  i 

24)  y  =  f/0  -I  atar  +  f/2.ra  -f  aza:9  -f  a4x* 

» 

i 
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reetzt,  und  nach  Her  in  den  beiden  genannten  Paragraphen  ge- 
tbenen  allgemeinen  Anleitung  die  aus  diesen  beiden  Gleichun- 
m  durch  Elimination  von  x  hervorgehende  Gleichung 

wie  aus  der  in  §.  2.  und  §.  3.  gegebenen  Dar- 
weideutig  und  ganz  ohne  Weiteres  erhellet,  die 


eue  yan/p  rationale  nlüehraische  Functionen  von 

Iten,   tyen,   3ten, (m  -  l)ten,  mten 

■I-  /     ~  , 

Wenn  nun,  was  wir  im  Allgemeinen  unseren  weiteren  Be- 

»taugen  vorausschicken  müssen,  V  eine  beliebige  homogene 
L  rationale  algebraische  FuDction  der  beliebigen  Grössen 


Y 


.  .11 


«o.    Ol»    «2»    as,  a«_i 
[weite*  Grade  bezeichnet,  so  kaoo  V  jederzeit  auf  die  Form: 

it  werden,  wo  P  eine  constante  Grösse,  Q  eine  homogene 
■  rationale  algebraische  Function  des  ersten  Grades  von 
L  a„  a„_i  und  Ä  eine  homogene  ganze  rationale  alge- 
«che  Function  des  zweiten  Grades  von  alt  a2t  a8, an-i 
lehnet.     Bringt  man  aber  den  vorstehenden  Ausdruck  von 

erner  aul  die  r  orni  : 

F  l      ,  ...»    ,  ,"•<.  k-^ht.-.,)  rjU»'/»% 

^ML»ll    «OT  a'ltjlttrj  ß  4    JM^M.'J.liJ'l^'r.    vii;  f  »Ii 

f=(«.W' +         +  («-]£>. 


{)  Das«  in  §.  4.  18)  die  Coefficienlcn  P.  Qr  R  nicht  al«  homopenc 
fc  rationale  algebraische  Functionen  der  Coefficienten  in  dem  für  y 
noinmenen  Ausdrucke  erscheinen,  hat  lediglich  darin  seinen  Grund, 
in  diätem  Ausdrucke  der  Cocfncient  von       der  Einheit  gleich  ge- 
worden ist. 
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QqVP  +  ^rp  und  R—jp 

respective  homogene  ganze  rationale  algebraische  Functionen  tos 
ersten  und  »weiten  Grade  von  a0,  a% ,  a2,  az,  a«-i  und  at,  er 
nz, On-i;  «oraus  sich  also  ergiebt,  dass  immer 

F0*  +  F  1 

gesetzt  werden  kann,  wo  F  eine  homogene  ganze  rationale  altt 
hraische  Function  des  zweiten  Grades  von  o0,  a, ,  os,....,  o»_i; 
F0  eine  homogene  ganze  rationale  algebraische  Function  des  erst« 

Grades  von  cr0,  ax ,  a2,  n3 , a«~i;  Feine  homogene  ganze  rat»* 
nale  algebraische  Function  des  zweiten  Grades  von  av ,  o*.  c» 
...  .  on-i  ist.    Ganz  auf  dieselbe  Art  kann  man  nun  wieder 

^=  Fj«+  £ 

setzen ,  wo  Ft  eine  homogene  ganze  rationale  algebraische  Functi* 

des  ersten  Grades  von  o, ,  at , /i8, a«_i ;  F  eine  botnoeerj 
ganze  rationale  algebraische  Function  des  zweiten  Grade«  ^ 
</2,  a,,  aN_i  ist.    Eben  so  kann  man  wieder 

F=FS*+F 

setzen ,  wo  Ft  eine  homogene  ganze  rationale  algebraische  FonciH 

des  ersten  Grades  von  a*,  «8,  ö«-i;  F  eine  homogene  g«u| 
rationale  algebraische  Function  des  zweiten  Grades  von  o,,....,«* 
ist.  Geht  man  auf  diese  Art  weiter,  so  gelangt  man  endlich  i 
der  Gleichung: 

«-3  n-2 

V  =  F„_B«  +  F, 


n— 3 

wo  F  eine  homogene  ganze  rationale  algebraische  Function  M 
zweiten  Grades  von  an-s,  o*-«>  0«—};   FÄ_ s  eine  homogene 
rationale  algebraische  Function  des  ersten  Grades  von  a«-»,  «t-| 

or-|  ;  F  eine  homogene  ganze  ratiooale  algebraische  FtmcW 
des  zweiten  Grades  von  a«_a,  aB_i  ist.    Ferner  ist: 

n— *  n-l 

F=  Fn_,*  +  F, 
wo  F„_2  eine  homogene  ganze  rationale  algebraische  FonetfJ 

n-l  1 
des  ersten  Grades  von  o„_«,  On-i;   F  eine  homogene  ganze  nü 

nale  algebraische  Function  des  zweiten  Grades  von  a*-i  ist.  ^ 
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jede  homogene  ganze  rationale  algebraische 
Function  des  zweiten  Grades  von  einer  einzigen  veränderlichen 
Grosse  als  das  Quadrat  einer  homogenen  ganzen  rationalen  alge- 
braischen Function  des  ersten  Grades  von  derselben  veränderlichen 
Grösse  darstellen  kann,  so  kann  man 

V  =  P„_i* 

»eteen,  wo  V%~\  eine  homogene  ganze  rationale  algebraische 
Function  des  ersten  Grades  von  an~\  ist  Hiernach  hat  man  also 
lie  folgendeu  Gleichungen: 

P=  F0*  +  +, 
V=VX*    +  F, 

V  =  V<?    +  F, 

u.  s.  w. 

"F  =  F.-»»  +"f! 
«-1 

V  =  F._i» ; 

orch  deren  Addition  sich  die  Gleichung: 

•2(5).  .  .  F=  F0*+  Vx*+  FaÄ+....+  Fa-**  +  F«-ia 
ad  also  der  folgende  Satz  ergiebt: 

Jede  homogene  ganze  rationale  algebraische  Func- 
on  F  des  zweiten  Grades  der  n  Grössen 

isst  sich  immer  als  eine  Summe  von  Quadraten  von 
homogonen  ganzen  rationalen  algebraischen  Func- 
onen  des  ersten  Grades 

Po>    V\ »    y%%    V9,....,  F«— 2,    FÄ— i 
:spective  der  Grössen 

«a»   «3,      ,  ««— »»   flu— i; 
a, , . . . . ,  an— *  >   fl«— i ; 

U.  5.  W. 

a« -n,   aw_i ; 


Digitized  by  Google 


228  Gruner/.    Die  Methoden  von  Tschirnhaus  und  Jerrard 

ausdrücken,  und  zwar  aof  «ehr  verschiedene  Art«, 
weil  man  natürlich  die  Grössen 

in  beliebiger  Ordnung  oder  Folge  nehmen  kann. 

Hiervon  lässt  sieb  nun  die  folgende  Anwendung  auf  das  Obtse 
machen.   In  der  Gleichung  25)  setze  man: 

27)  ......  P,  -  0,    P2  -  0,   P9  ss  0. 

Weil  P|  eine  homogene  ganze  rationale  algebraische  Functiw 
des  ersten  Grades  oder  eine  homogene  lineare  Function  von 

11111 

ist,  so  kann  man  mittelst  der  Gleichung 

P,=0 

i 

die  Grosse  o4  als  homogene  lineare  Function  der  Grössen 

1111 

00»     fll>     °2>  U3 

■ 

1 

ausdrucken,  und  diesen  Ausdruck  für  o4  in  die  Gleichungen 

Pt  =  0,  Pi=0 
einfuhren ,  wodurch  ro&n  die  Gleichungen : 

28)  /y  =  0,  /y  =  0 

erhalten  mag.  Weil  P%  und  P8  beziehungsweise  homogene  gani« 
rationale  algebraische  Functionen  des  zweiten  und  dritten  Grades**» 

11111 
<*o  >   Oi  *   <*%  t   n3 ,  <i4 

sind,  so  sind  l\'  und  P9'  homogene  ganze  rationale  algebraist ^ 
Functionen  respective  des  zweiten  und  dritten  Grades  von 

liii 

Also  kann  man  nach  dem  obigen  Lemma 

29)  /y  =      +  L*  +  M*  +  N* 

setzen,  wo 

K,  L,   M,  N 

homogene  ganze  rationale  algebraische  Functionen  des  ersten  Gn 
des  respective  von 
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1111 

Ooi    alt   a*,  a»; 
i      1  1 

i  i 

i 

«3 

ind.    Die  Gleichung 

P%'  =  0 

nrd  nach  29)  erfüllt  durch  die  beiden  Gleichungen : 

30)  tf*  +  L»  =  0,   Af*  +  2V*  =  0 

der : 

31)  K  =  LV-\,  *f=ivV=I; 

i  t 

reiche  linear  sind.    Also  kann  man  mittelst  derselben  n2,  o5 
i  i 

Inrch  fl0,  Oi  in  linearer  Form  ausdrucken;  und  fahrt  man  nun 

i  l 

liese  Ausdrücke  für  a2,  a3  in  die  Gleichung 

/y  =  o 

in,  so  erhält  man  eine  Gleichung: 

32)  P3»  =  0, 

n  welcher,  weil  eine  homogene  ganze  rationale  algebraische 
runction  des  dritten  Grades  von 

1111 
«o»    a\*    ««»  fls 

st,  P%"  eine  homogene  ganze  rationale  algebraische  Function  des 

i  l 

Iritten  Grades  von  cr0,  ax  bezeichnet.  Nimmt  man  nun  eine  die- 
er  beiden  Grossen  willkührlich  an,  so  wird  die  andere  im  All- 
gemeinen durch  eine  Gleichung  des  dritten  Grades  bestimmt, 

velche  sich  auf  bekannte  Weise  auflösen  lässt;  und  die  übrigen 
i    l  i 

i rossen       a9,  a4  sind  dann  durch  das  Obige  von  selbst  bestimmt. 

11111 
Hat  man  aber  auf  diese  Weise  er0,  ax ,  a%9  <*8,  a4  bestimmt, 

*o  nimmt  die  Gleichung  25)  die  Form 

33)  .  .  .    y"»  +  P4ym~4  +  -    +  Pm-\y  +  Pm  =  0 

in,  also  die  Form  einer  Gleichung,  in  welcher  das  zweite,  dritte 
ind  vierte  Glied  fehlen,  und  diese  Transformation  ist  bloss  durch 
Auflösung  einer  Gleichung  des  dritten  Grades  bewirkt  worden. 
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Die  ganze  vorhergehende  Darstellung  zeigt  aber  ingleick  uf 
das  Deutlichste,  da&s  anch  aus  jeder  Gleichung  das  zweite,  dritte 
und  fünfte  Glied  bloss  mittelst  der  Auflösung  einer  Gleichung  des 
vierten  Grades  weggeschafft  werden  kann. 

Hierin  besteht  die  merkwürdige,  von  Jerrard  gefundeoe 
Transformation  der  Gleichungen,  Ober  die  übrigens  schon  Hi- 
rn il  ton  a.  a.  O.  p.  307.  sehr  richtig  bemerkt  bat:  „It  is,  howe- 
ver,  itnportant  to  remark  tbat  the  coefßcients  of  tbese  new  or 
transformed  equations  will  often  be  imaginary,  even  wheo  the 
coeflßcients  of  the  original  equation  *)  are  real. " 

§.  6. 

Wenden  wir  jetzt  das  Vorhergehende  auf  die  Gleichungen 
des  fünften  Grades  an,  so  sehen  wir,  dass  jede  Gleichung  die- 
ses Grades  bloss  mittelst  der  Auflösung  einer  Gleichung  de« 
dritten  oder  des  vierten  Grades  auf  eine  der  beiden  Formen: 

xb  +  ax  +6  =  0, 
x*  +  ax2  +  Ä  =  0 

x=~,  80  erhalten  sie  die  Form: 

u* +1***1=0. 

«•  +  £«'  +  1=0. 

Also  kann  bloss  durch  Auflösung  von  Gleichungen  des  dritten 
oder  vierten  Grades  jede  Gleichung  des  fünften  Grades  auf  ew« 
der  vier  folgenden  Formen  gebracht  werden: 

x*  +  ax  +6  =  0, 
*B  +  a#*  +  6  =  0, 
**  +  axÄ  +  6  =  0, 
*•  +  «**  + 6  =  0. 

Wenn  man  in  der  ersten  dieser  vier  Formen 

•-©"•• 

setzt,  wo  q  eine  unbestimmte  Grosse,  die  man  beliebig  anoifa 
meo  kann,  bezeichnen  soll;  so  wird  die  Gleichung: 


•)  Ob«n  13). 
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(©')'•-■©'••♦»=•■ 

also,  wenn  man  diese  Gleichung  mit 
mnltiplicirt: 

jnd  folglich: 

)der: 

'***+*(G)y'=°-  ' 

voraus  man,  weil  0  willkübrlich  ist,  sieht,  dass  man  dem  zwei- 
en Gliede  der  Gleichung  jeden  beliebigen  Coefficienten  verschaf- 
en  kann. 

Setzt  man  in  der  vierten  der  vier  obigen  Formen 


a 


w  wird  die  Gleichung: 

G)  •°*+aG)4"4+6as0' 

tlso,  wenn  man  diese  Gleichung  mit 


nultiplicirt: 
»der: 

voraus  sieb  ergiebt,  dass  man  auch  in  dieser  Form  dem  zweiten 
3liede  jeden  beliebigen  Coefficienten  verschaffen  kann. 

Aehnliche  Betrachtungen  wurden  sich  mehrere  anstellen  las- 
ten, was  aber  hier  nicht  weiter  ausgeführt  zu  werden  braucht. 
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Note  über  Differentialgleichungen  der  Form 

(1)  *y«  —  roy<«-*>  =a  ay, 

in  welchen  m  und  a  constante  Zahlen  Bind  und  n  ganz 

und  positiv  ist  t 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer , 

Professor  an  der  Handels  -  Akademie  in  Wien, 


Ich  setze  das  Integral  der  linearen  Differentialgleichung 

(2)  arzM  =s  az 

als  bekannt  voraus;  es  sei  z  =  ^(j;);  und  man  nehme  nun  an,  darf 
der  Gleichung  (1)  genfigt  wird  durch  einen  Ausdruck  der  folgen 
den  Form: 


woselbst  W  eine,  einstweilen  noch  unbestimmte  Function  von  ■ 
ist,  A  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet  und  a  diejeni 
stante  Zahl  anzeigt,  die  tn 

nach  vorgenommener  Amaliger  Differentiation  statt  u  gesetzt  wef 
den 


Aus  (3)  folgt: 
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und  setzt  man  diese  Werth»  In  (1)»  so  erhält  man: 

(4) 

{  Wxyln)  (ux) — mt*»-1  Wy  ■-*>  (tiar)  —  a  Wty(ux)  ]  ^  =  0. 

Nun  ist  aber: 

a*pt»)(ar)  =  aty(x), 

biglich : 

tnd  setzt  man  den  hieraus  sich  ergebenden  Werth  von  y(ux)  in 
4),  so  erhält  man: 

(5) 

[!*«  WxyW  (ux) — Witt»-1       «-»>  (tu:)  —  u  W**«  (ux)]  J  as  0. 

lamit  aber  der  eben  aufgestellte  Ausdruck  identisch  werde,  ist 
b  erforderlich ,  dass  er  in  folgende  F orm : 

•     *  ■ 

^bracht  werden  könne;  denn  führt  man  die  hier  vorkommende 
naiige  Differentiation  bezüglich  w  wirklich  aus,  so  erhält  man: 

is  filr  t*=a  in  der  Regel  Null  wird. 

Durch  Gleichsetzen  der  Ausdrücke  (5)  und  (6)  kömmt  man  zu 
Igender  Gleichung: 

Ü) 

W  [x  (w« — u)  yl*)  (uz)  —  mti»-»  y«-»>  (ux)]  =  (u — a)  |^  —  Ao> , 


s  welcher  nun  o>  und  W  zu  bestimmen  ist 
Ich  setze  in  selber: 

(8)  <p  =  yl—l){ux).Z, 

ter  Z  einereine  Function  von  u  verstanden,  und  habe  dann,  da 


£  =  *(«-D  (ux)  ^  +  x2*M  (ux) 
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(9)  W[x(+—u)+to(*x)  —  m^i^n{nx)'\ 

=  («-«)         («*)  |?  +  («-<*)  *ZiJ;(»>  («*)  -  AZ^— »K«), 

welche  Gleichung  in  folgende  zwei  zerfällt: 

FF(««-K)  =  (ii-a)Z, 


8Z 

— m  FFu»-*  =  (* -  a)  ^  —  AZ- 


Aus  ihnen  folgt: 


(10)      z=-<^-,  IF= 

(ti— 1)— 1  ti(n— l-  1)— 1+1 


folglich  ist: 

«(1*^-1)— 1+ 

das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung. 

Das  so  eben  gefundene  y  ist,  wenn  h  eine  ganze  positive 
Zahl  bezeichnet  und  o  ganz  willkflhriicb  ist,  stets  gleich  Noll 
Bloss  in  dem  einen  speciellen  Falle,  wo  *—  a  ein  Factor  w 
-1  ist,  ergibt  sich  filr  y  ein  anderer  Werth. 


Ich  setze  daher  «  =  1  und  erhalte  hierdurch: 

«Ol«-1-!)—1* 

was  sich  vereinfacht,  wenn 


h  m 


n-1 

ist;  denn  man  hat  sodann: 


<13>      ^iPL~(^i)  J*, 

Sei  z.  6.  m  =  n  —  1,  dann  ist  die  zu^  integrirende  Diferentin 
gleichung 

(14)  jy>=:(W-])y(-»)-f-ay, 
und  das  Integral  derselben  ist: 
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Entwickelt  man  diesen  Ausdruck,  so  erhält  man: 

c    11-1   ^(ta?)  a  /  «— i  \ 


/  m— 1  V  uo:i//(tur) — iKu»t) ) 

♦U51^/  ?  <• 


Ion  ist  für  u=l: 

t£-l 


a / m— i  \_    w— 2 

atfU"-1--1/'~~2(n-l)5 

Iglich  bat  man: 

er,  den  constanten  Factor  —  ^  _|  ^a  weglassend : 

(16)  y  =  (»-l)tK*)-*t//(*) 

Integral  der  Gleichung  (14). 


Auf  ganz  ähnliche  Weise  ISsst  sich  auch  das  Integral  der 
saren  Differentialgleichung 

1 )  xyW — my(n~l)  =  ay 

längig  machen  von  dem  Integral  der  Gleichung 

17)  xi<*)  —  =  ax. 

zt  man  nämlich  voraus,  dass  diese  Gleichung  das  Integral 

18)  z  =  f(x) 

»e,  S30  ist  das  Integral  der  Gleichung  (1)  von  folgender  Form: 
I  diess  führt,  in  (1)  substituirt,  zu  folgender  Gleichung : 

=  0. 
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Nun  ist  aberi 

und  folglich: 

Daher  hat  man,  den  aus  dieser  Gleichung  folgenden  Werth  ?« 
/Tiur)  in  (20)  einfahrend: 

<21>  J  £  [(*"-«)*  W(")(t^)-(mt£-i-^)  Ry<-*)(«) j  Ja=a 

Der  hier  aufgestellte  Aasdruck  wird  identisch,  wenn  er  in  fol- 
gende Form  gebracht  werden  kann: 

und  damit  diess  stattfinde,  muss  sein: 
(««  -  u)  x  WfW(ux)  -  (m«— 1  -  f»)  Wyt»-U(n*)  =  («  -  a)  |*  -  As  - 

aus  welcher  Gleichung  nun  W  und  q>  zu  bestimmen  sind. 
Ich  setze  in  derselben: 

(p=/x— d(i^)z, 

und  erhalte  sodann: 

(«»  -  «)*  WfW(ux)  -  (rou^1  -  j»)  Ry<"-»)(ifcr)  =  («- o)/<»-»>  (wr)  jj 

welche  Gleichung  in  folgende  zwei  zerfallt: 

W{tiP  —  u)  =  (u-o)Z, 


Aus  ihnen  folgt: 


u — aa 


7  (u**1—*)*-1 


^  » 


daher  ist: 
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>etit  man  hierein  a=l  und  A  =  — — ?,  so  erhält  man: 

#         n — i 


Is  Integral  der  vorgelegten  Gleichung. 
Sei  z.  B. 

- 

m  =  f*  +  n  —  1 , 
um  ist  die  so  integrirende  Differentialgleichung: 
(23)  ayM  ~  (fi  +  n-  l)y(-i)  =  ay , 

id  das  Integral  derselben  ist: 

^         mmmm 5  a  r/T«*) /  n-i  VT ? 

rausgesetzt,  dass 

.  Aua  (24)  folgt : 

9  =  (n  +  p-l)flx) -*/*(*). 

i 

er  anders  geschrieben: 

das  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung. 
Hat  man  daher  folgendes  System  linearer  Differentialgleichungen . 

xyxM  -  wij y/*-1)  =  ay, , 

25  ,        -  ™*y*in-1}  =  «2/2 . 

a?yg<«)  —  m,  ys^""1)  =  ay8 , 


t  ist  in  selben: 


mt  =  m,  +  n  — l, 
mg  =  m*  +  n— 1, 

=  771g  -f-  w  —  1 , 


16* 
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.V4  =  m*y3  —  xy*  > 


Kennt  man  daher  das  Integral  der  ersten  Gleichung  des  System* 
(25),  so  kennt  man  auch  die  Integrale  aller  übrigen  Gleichung« 


Metbode  lasst  sich  auch  bei  Gleichungen  der  Fora 

(26)  xfyW  —  mxP-1^-1)  =  ay 

in  Anwendung  bringen.  Sei  nämlich  z  =  F\x)  das  Integral  de 
Gleichung 

(27)  x*  x<">  -  furP-1  zC-V  =  az , 
so  ist: 

(28)  y  =  \^h[FXux)W]la 

das  Integral  der  Gleichung  (26),  vorausgesetzt,  dass  W  eine  be- 
stimmte  Function  von  u  ist,  A  und  a  constante  Zahlen  sind.  Duk* 
Substitution  von  y  in  (26)  erhält  man : 

(29) 

IPFM (tu:)  - msP"1  u«-1  JPF"-1)  (ux)  -  a  rVF(H*)] 

Nun  ist  aber: 

mP  xP  FW  (tu:)  —  fitiP-1^-1  Ft»-1)  (tu:)  =  aF(iur) ; 

folglich  hat  man,  den  Werth  von  F(tu),  der  aus  dieser  Gleichen: 
folgt,  in  (29)  einführend: 

Diess  wird  wieder  identisch,  wenn  es  in  folgende  Form  gebrtdx 
werden  kann: 

es  muss  also  sein: 

(oh-kP)  ar  WFW(ux)  -f  (puT-t-mu*-1)  fFF<*-»>(«*)  =  <«-«)  R"* 
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Ich  «etze  nun : 

woselbst  Z  eine  reine  Function  von  u  bedeutet,  und  habe  sodann: 
(u*-u?)xWFW(ux)  +  (<*«J— 1 — mti»-1)  WF^-*)(ux) 

B  7 

=  (u—a)Fi—lKux)?£  +  (u-a)xZFW(ux)  —  AZF<«-l>(twr), 

«lebe  Gleichung  in  folgende  zwei  zerfallt: 

W(u*  —  uf)  =  (u—a)Z, 

BZ 

WhiuP-1 — m«"-1)  =  («— o)  gjj  —  AZ. 
us  diesen  folgt : 


(K-tt)H-i(M«-J»-l)^-P  . 


iher  ist: 


»-f£[S?«~«-«~-tf*']|. 

d  diess  vereinfacht  sich  für 


m  — 


d  geht  dadurch  Ober  in : 

8  tadellos  ist  in  allen  jenen  Fällen,  wo  h  eine  ganze  positive 
hl  ist. 

Die  Gleichung 

lebe  aus  der  Gleichung  (27)  hervorgeht,  wenn  man  in  selber 

1  fi  =  0,   p  =  2n 

Et,  lässt  sich  leicht  integriren.  Es  lässt  sich  demnach  auch 
Gleichung 

31)  x*»  y(») — mi2"-1  y»"1)  = 

...       wi  , 

telst  der  Formel  (30)  integriren,  wenn  nur  A,  d.i.  — -»  eine 
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ganze  positive  Zahl  ist.  Setzen  wir  io  (31)  statt  —  m  seinen  Werth 
Art,  so  hat  man  die  Differentialgleichung: 

deren  Integral  fÖr  ganze  und  positive  Werthe  von  h  die  Gestalt  hti  ! 

vorausgesetzt,  dass 

F<«>0)  =  *F(x)  j 

ist. 


XVI. 

Zinsen  oder  Zinseszinsen? 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  fViitstein 
in  Hannover. 


Herr  Hofrath  Oettinger  hat  in  diesem  Archiv,  so  wie  ■ 
seiner  „Weiteren  Ausfährung  der  politischen  Arithmetik4 
die  Unrichtigkeit  der  einfachen  Zinsrechnung  und  die  Richtigkeit  <ta 
Zinse^zinsrecbnung  bei  jeder  Vergleichung  von  Capitalien,  welctei 
zu  verschiedenen  Zeitpunkten  fällig  sind,  so  uberzeugend  nach- 
gewiesen, dass  unsers  Erachtens  diese  seit  langer  Zeit  scbvJ 
hend  gewesene  Frage  damit  ihre  definitive  Erledigung  gefuod^ 
hat.  Wenn  nun  dessen  ungeachtet  dieser  Beweis  in  der  io  Btv 
lin  erscheinenden  „Deutschen  Versichetungs  Zeitung"  *«j 
14.  Dec  1862  von  dem  Herrn  Dr.  Zillraer  als  verfehlt  beieicM 
wird,  so  darf  uns  dies  wohl  rechtfertigen,  noch  einmal  auf  it* 
Gegenstand  zurückzukommen.  Denn  wir  glauben,  dass  sich  <W 
beweis,  unbeschadet  des  Princips,  in  einer  noch  viel  einfacher?* 
Form  geben  lässt,  die  wir  hier  nachstehend  mittheilen. 
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1.  Wenn  Jemand  100  Thaler  zu  4  Procent  aualeibet,  so  er- 
lebtet er  offenbar  den  Besitz  von  100  Thaler  baar  von  gleichem 
rVerlbe  mit  einer  jährlich  postnumerando  fälligen  und  bis  in  die 
fortlaufenden  Rente  von  4  Thalern.  Wenn  man  demnach 
Rentenbeträge  auf  den  gegenwärtigen  Augenblick 
,  so  muss  die  Summe  der  also  erhaltenen  Werthe  genau 
00  Thaler  betragen,  oder  diejenige  Reductionsmethode,  welche 
üeses  Resultat  herbeiführt,  wird  die  richtige  sein. 

Es  sei  allgemein  o  ein  Capital,  welches  zu  p  Procent  ausge- 

ist,  und  IT  i^j  =  tf-    °ann  ist  die  jährliche  Rente: 

r  =«(*-!).  (1, 

I 

her  nach  dem  Princip  der  Zinseszinsen  hat 

r  nach  I  Jahr  gegenwärtig  den  Werth  ^, 

"  •titelt!  •  jT  >Uf>  "M  .!').!■  -,W  ;     «jfi    i  »lr«.'i.J 


„     l  Jahren  „       „      ^ . 


U.    8.   W. ,  7  »fj  -i|f:    j;u',  .:'r 

id  die  Summe  aller  dieser  gegenwärtigen  Werthe  beträgt: 


r     r      r  t     1  r 

j  +  0*  +  S3  + ....  in  inf.  =  j  j-^, 

1  —  ^ 

»Iche  Summe  nach  (1)  den  Werth  a  annimmt 
Nach  dem  Princip  der  einfachen  Zinsen  würden  statt  der  Di- 

Stelle  treten: 

i       .■       t  ?M  .\  1  J\    »1-  j.j';J.; 


♦ . .   .  > 


1+100'   1  +  100  

i  da  diese  kleiner  sind  als  jene ,  so  wird  hier  die  Summe  aller 
"die  Gegenwart  reducirten  Werthe  >  a.  Sie  wird  sogar,  wie 
läufig  bemerkt  werden  mag,  unendlich  gross.  Dies  widerspricht 
»r  der  Natur  der  Aufgabe,  und  es  folgt  mithin,  dass  die  Re- 
stion mit  einfachen  Zinsen  fehlerhaft,  diejenige  mit  Zinseszin- 
i  dagegen  die  allein  richtige  ist. 


■ 
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2.  Mai»  kann  vom  Standpunkte  der  Praxis  gegen  das  vorige 
Beispiel  den  Einwand  machen,  dass  darin  die  Rückzahlung  des 
Capitals  ausser  Acht  gelassen  sei.  Setzen  wir  deshalb,  um  aucb 
diese  zu  berücksichtigen,  es  finde  nach  n  Jahren  zugleich  mit  der 
letzten  Zinszahlung  die  Rückzahlung  des  Capitals  statt  Dans 
ist  nach  dem  Princip  der  Zinseszinsen  die  Summe  der  gegeawfr 
tigen  Werth«  der  n  Rentenbeträge 


und  der  gegenwärtige  Werth  des  nach  n  Jahren  zurückfallende; 
Capitals  a  ist  ebenso 

a 

=  3=' 

folglich  die  Totalsumme  aus  beiden  wieder  =  a ,  wie  es  sein  uro«. 
Dagegen  nach  dem  Princip  der  einfachen  Zinsen  würde  auch  biet 
eine  Summe  >  a  erschienen  sein. 

3.  Die  beweisende  Kraft  dieses  Beweise«  Hegt  offenbar  dir 
rin,  dass,  wenn  in  einem  besonderen  Falle,  wo  man  das  Resulnt 
der  Rechnung  aus  der  Natur  dieses  Falles  schon  im  Voraus  kenst, 
eine  gewisse  Methode  das  richtige  Resultat  liefert,  diese  Methode 
sodann,  insoweit  sie  durch  den  Fall  vollständig  bestimmt  wirj 
auch  in  allen  verwandten,  obwohl  verwickeiteren  Fällen  die  rich- 
tige sein  rauss.  Es  ist  dies  genau  dieselbe  Beweis  form,  durck 
welche  Gauss  in  der  Theoria  rootus  etc.  die  Metbode  de? 
kleinsten  Quadrate  begründet,  indem  er  aus  der  Gültigkeit  für  <ta 
besonderen  Fall  des  arithmetischen  Mittels  die  allgemeine  Gül- 
tigkeit ableitet.  Wir  müssen  demnach  als  bewiesen  ansehen,  da* 
in  allen  Fällen,  wo  Capitalien  aus  verschiedenen  Zeiten  mit  ei» 
ander  verglichen  werden  sollen,  die  Reducirung  auf  einerlei  Zeit- 
punkt nur  nach  dem  Princip  der  Zinseszinsen  ausgeführt  werden  darf. 

Nichts  desto  weniger  kann  es  Fälle  geben,  wo  aoeb  die  A» 
wendung  der  Zinseszinsen  zu  fehlerhaften  Resultaten  fuhrt;  ab* 
man  kann  sicher  sein,  dass  dies  niemals  an  dem  Princip  der  Zw 
seszinsen  liegt,  sondern  an  einer  unvorsichtigen  Anwendung  de* 
selben.  Ein  Beispiel  dieser  Art  haben  wir  in  der  kleinen  Schnrl 
erörtert:  „Die  Berechnung  der  Ablösung  von  Baurer? 
pfliebtungen,  Hannover  1861",  wo  wir  durch  die  AuflosußC 
welche  wir  von  dieser  Aufgabe  geben,  den  Gebrauch  der  Zinsen 
zinsen  wieder  in  das  ihm  gebührende  Recht  gesetzt  zu  haben  glauben» 
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XVII. 

Bemerkung  zu  dem  vorstehenden  Aufsatze  des  Herrn 

Professor  Dr.  Wittstein. 

Von 

Herr»  Dr.  L.  Oettinger, 

iroKsherzoglich  Radt«cheai  Hofrathe  und  ordentlichem  Prefettor  der 
Mathematik  an  der  Universität  an  Freibarg  i.  B. 


Es  kann  nur  im  Interesse  der  Wissenschaft  gelegen  und  da- 
um  sehr  erwünscht  sein,  wenn  ein  so  wichtiger  Gegenstand,  wie 
ie  Lehre  von  der  Rechnung  mit  einfachen  und  Zinseszinsen, 
oruber  die  Ansichten  bisher  ziemlich  von  einander  abwichen,  von 
lehreren  Seiten  besprochen  und  untersucht  wird.  Die  Wahrheit 
ann  hiedurch  nur  gewinnen.  Der  Aufsatz  des  Herrn  Professor 
>r.  Wittstein  ist  daher  als  ein  sehr  willkommener  und  dankens- 
•erther  Beitrag  zur  Begründung  und  Feststellung  der  Lehrsätze 
er  politischen  Arithmetik  zu  betrachten,  zumal  er  einen  sehr  klaren 
nd  präcisen  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Zinszins  «Rechnung 
nthält.  Er  steht  auf  demselben  Boden,  von  welchem  ich  bei 
leiner  Beweisführung  ausging,  nämlich  dem  der  unbestrittenen, 
jm  Voraus  bekannten  Thatsachen,  und  baut  hierauf  seine  weitere, 
inen  andern  Weg  betretende  mathematische  Begründung. 

Was  den  erwähnten,  in  der  „Deutschen  Versicherun gs- 
eitung"  erschienenen  Artikel  des  Herrn  Dr.  Zillmer  betrifft,  so 
t  in  derselben  Zeitung  (15.  Februar)  von  mir  eine  Erwiderung 
ierauf  erschienen.  Ob  ich  gleich  auf  Zeitungsartikel  nicht  zu 
itworten  gewohnt  bin,  so  glaubte  ich  doch,  es  der  Wichtigkeit 
er  Sache  wegen  thun  zu  sollen  und  glaube  es,  den  Lesern  des 
rcbivs,  denen  meine  Arbeit  hierüber  vorliegt,  schuldig  zu  sein, 
irz  über  den  Inhalt  dieses  ganz  unbegründeten  Angriffs  berieb- 
:n  zu  sollen.    Die  Hauptpunkte  sind  folgende: 

1)  Ich  habe  §.  2.  meiner  Schrift  gezeigt,  wie  im  Laufe  der 
eit  der  genannte  Gegenstand  sich  entwickelte  und  mit  der  juri- 


Digitized  by  Google 


I 


244     Oeding  er:   Bemerkung  zu  dem  vorstehenden  Aufsatze 

diseben  Streitfrage  aber  die  richtige  Berechnung  des  Interusorinn» 
zusammen  behandelt  und  dadurch  in  ein  seiner  Natur  fremd* 
Gebiet  übergeführt  wurde,  dem  er  entrückt  werden  müsse,  fadem 
hier  allein  die  Mathematik,  nicht  die  Jurisprudenz  entscheiden  körne 
Dieser  historischen  Thatsache  stellt  Herr  Dr.  Zillmer  die  nicht 
näher  begründete  Behauptung  gegenüber,  dass  meine  Ansieht 
„vollständig  irrig"  sei.  Die  einfache  Erwähnung  hiervon  fiter 
hebt  mich  einer  Widerlegung. 

2)  Ich  habe  die  Mathematik  als  die  Wissenschaft  bezeichoet 
durch  welche  die  vorliegende  Streitfrage  zur  Entscheidung  ge*  ; 
bracht  werden  müsse.  Herr  Dr.  Zillmer  laugnet  diess  und  be- 
hauptet, nicht  die  „Mathematik*1,  sondern  die  „Volkswirtschaft 
lehre"  habe  diess  zu  thnn,  und  gibt  in  einem  Räsoonemetii 
hierüber  wesentlich  die  Gründe  wieder,  welche  Bilfinger  acta 
vor  hundert  Jahren  in  einer  Abhandlung  (2.  AoO.  von  Polack't 
Mathesis  forensis)  gegeben  hat,  die  aber  Herr  Dr.  Zillner 
nicht  zu  kennen  scheint.  Ein  allgemeines  RSsonneraent  ersetit 
aber  keinen  Beweis,  wie  denn  auch  die  von  Bilfinger  rorge> 
brachten  Gründe  von  deo  Gegnern  nicht  anerkannt  wurden,  üebri- 
gens  sch Messen  sich  verschiedene  Gründe  für  dieselbe  Satt" 
nicht  aus. 

»  ■ 

3)  Nachdem  Herr  Dr.  Zillmer  nach  seiner  Weise  deo  BV 
weis  für  die  Richtigkeit  der  Zinszinsrechnung  aufgestellt  und  m 
Einzelnen  noch  näher  bezeichnet  hat,  so  sollte  man  mit  Redt' 
erwarten,  dass  er  diess  auch  festhalte  und  die  von  mir  angese- 
henen Sätze  über  die  Unrichtigkeit  der  einfachen  Zinsrechnung 
anerkenne.  Diess  thut  er  aber  nicht  und  es  findet  sieb  folgend 
ganz  eigentümliche  Behauptung: 

4)  Dass  ich  bewiesen  habe,  „die  einfache  Zinsrechnung  gea* 
von  falschen  Voraussetzungen  aus. "  Leider  aber  könne  Herr  Dr. 
Zillmer  diess  doch  nicht  sagen  und  setzt  bei,  dass  ich  „falscft 
gerechnet"  habe.  —  Was  soll  man  zu  solch  sich  widerspreche* 
den  Behauptungen  sagen?  Habe  ich  „bewiesen",  dass  die  ein- 
fache Zinsrechnung  falsch  ist,  so  habeich  nicht  falsch  gerech- 
net Habe  ich  falsch  gerechnet,  so  habe  ich  nicht  bewieset 
Der  Nachweis  des  Falschrechnens  ist  aber  nicht  gegeben. 

Ö)  Um  nun  den  Vorwurf  des  Falschrechnens  etwas  plaosibei 
zu  machen,  greift  Herr  Dr.  Zillmer  den  in  §.  13.  behandelte* 
Fall  heraus,  worin  gezeigt  ist,  zu  welchen  Ungereimtheiten 
Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  führt,  ond  kommt  im  Laufe  sen* 
Erörterungen  zu  der  Behauptung,  dass  ich  auch  durch  die  e* 
fache  Zinsrechnung  zn  einem  andern,  nämlich  dem  richtie«  R* 
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ioltate  hätte  kommen  müssen.  Wie  Herr  Dr.  Zillmer  eine  solche 
Behauptung  aufstellen  kann,  nachdem  zugestanden  ist,  dass  die 
Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  auf  falschen  Voraussetzungen 
»eruht,  ist  mir  in  der  Tbat  nicht  recht  begreiflich. 

6)  Vergleicht  man  folgende  Worte  des  Herrn  Dr.  Zillmer» 
lie  sich  am  Schlüsse  seiner  Begründung  für  die  Richtigkeit  der 
'inszinsrechnung  finden:  —  „Zugleich  ergibt  sich  hieraus,  wie 
nan  zu  rechnen  hat,  wenn  es  sich  um  einen  Zeitraum  handelt, 
ler  kleiner  als  jener  bestimmte  Zeitraum,  für  welchen  die  Ver- 
ehrung festgesetzt  ist.  Die  gewöhnliche  Rechnung  mit  einfachen 
Knseo  för  solchen  Zeitraum  ergiebt  sich  als  falsch,  wenn  sie 
uch  annäherungsweise  richtige  Resultate  liefert"  —  mit  seinen 
onstigen,  zum  Tbeil  oben  angeführten  Aeusserungen ,  so  lassen 
ie  sich  um  so  schwerer  in  einen  klaren  Zusammen  bang  unter 
inaoder  bringen,  «da  sie  mit  den  von  mir  aufgestellten  Sätzen 
ollständig  übereinstimmen,  während  er  letztere  als  „vollständig 
rig",  als  falsch  gerechnet"  und  „princip- verletzend"  bekämpft, 
lei  etwas  ruhigerer  Prüfung  wären  wohl  alle  diese  unbegründet 
eo  Vorwürfe  unterblieben. 

7)  Da  mir  gelegentlich  auch  der  Vorwurf  der  Princip-  Ver- 
ätzung von  Herrn  Dr.  Zillmer  gemacht  wurde,  so  muss  ich  zur 
tbwehr  dieses  vollständig  unbegründeten  Vorwurfs  bemerken,  dass 
lerr  Dr.  Zillmer  es  ist,  welcher  sich  am  bezüglichen  Orte  sei- 
er Schrift  „Die  mathematischen  Rechnungen  bei  Le- 
ensversicherungen"  dieses  Vorwurfs  schuldig  gemacht  hat. 
x  hat  dort  mit  einfachen  Zinsen  statt  mit  Zinseszinsen,  also 
lisch  gerechnet,  uud  dadurch  das  von  mir  und  ihm  selbst  ver- 
teidigte Princip  der  Zinszinsrechnung  verletzt.  ✓ 

Ich  glaube,  es  wird  an  dem  Gesagten,  das  noch  vermehrt 
erden  konnte,  genügen,  um  den  völlig  unbegründeten  und  in- 
altslosen  Angriff  des  Herrn  Dr.  Zillroer  zu  würdigen  und  als 
olebeo  zu  kennzeichnen. 

8)  Endlich  glaube  ich  noch,  der  Sache,  nicht  meiner  Per- 
on  wegen,  auf  einen  Aufsatz  aufmerksam  machen  zu  dürfen,  der 
ich  im  20sten  Bande  der  „iNouvelles  Annales  de  mathe'- 
»atiques  p.  Terquem  et  Gerono"  p.  441  u.  ff.  findet  und  den 
itel  fährt:  „Interet  simple  et  Interet  corapose  d'apres 
I.  O  ettinger."  Dort  ist  mit  vieler  Anerkennung  auf  meine  Arbeit 
her  diesen  Gegenstand  hingewiesen,  die  Beweisführung  kurz  und 
ehr  präcis  wieder  gegeben  und  die  Richtigkeit  des  zu  Grunde  geleg- 
en Principe  mit  den  Worten  „C'est  donc  lä  le  vrai  crite>ium" 
nerkannt. 


* 


Digitized  by  Google 


■ 

24€  Gr  unert:   Die  allgemeine  Cardanüche  Formel 


XVIII. 

Die  allgemeine  Cardanische  Formel. 

Von 

dem  Heraasgeber. 


Es  ist  mir  schon  früher  öfters  aufgefallen,  dass  die  Carda- 
nische Formel,  so  viel  mir  bekannt  ist,  immer  nur  unter  der  Vor 
aussetzung  entwickelt  wird,  dass  aus  der  gegebenen  Gleichur.£ 
des  dritten  Grades  das  zweite  Glied  weggeschafft  ist;  jedoch  ba 
leb  nur  erst  ganz  vor  Kursem  zufällig  auf  eine  Entwickeln  Dg  ge>  j 
kommen,  welche  jene  Voraussetzung  nicht  in  Ansprach  nimmt 
Diese  Entwickelung  will  ich  im  Folgenden  mit  einigen  Worte: 
mittbeilen. 

Die  aufzulösende  Gleichung  des  dritten  Grades  sei: 

1)  a?3 — 3a:r4  +  3&r — c  =  0. 

Nun  findet,  wie  man  sieb  mittelst  leichter  Rechnung  auf  der  Stelle 
überzeugt,  zwischen  jeden  drei  Grössen  te,  v,  w  die  identisch* 
Gleichung: 

*> 

(w+e  +  tc)»-3*(ii+i>+u>)2-f  3(ti»— eto)(ii+e  +  tc)  > 

-  (ti»  +  e«  +  u>«— 3urte)  »  =  ° 

Statt.  Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  vorhergehend« 
und  bestimmt  die  Grosses  u,  v,  tc  mittelst  der  drei  folgend* 
Gleichungen : 

3)   j  Ii»— eie  =  6, 

so  ist  offenbar: 


Digitized  by  Google 


Gruner/:  Die  allgemeine  Car  danische  Formel.  247 

4)  •  •  •  .  •  •  .  .  .  .  o?  ss  ti  +  v  -f  tu 
»ine  Wurzel  der  aufzulosenden  cubischen  Gleichung  1). 

Die  Auflösung  der  drei  Gleichungen  3)  unterliegt  aber  nicht 
ler  mindesten  Schwierigkeit.  Denn  aus  den  beiden  ersten  Glei- 
hungen  folgt  auf  der  Stelle: 

u  =  a ,    vw  =  a2  —  b ; 

Iso : 

Ii 

uvw  =  a(a* — 6),   3wüto  =  3a(a*— 6); 
nd  daher  vermöge  der  dritten  Gleichung: 

vz  +  ic3  =  c  — a3-f  3a  (a*— 6) 

der: 

r3  -f  tu3  =  2a8 — 3<i6  +  c. 
'olglich  hat  man  jetzt  die  drei  Gleichungen: 
5).  .    u  =  a,    vw  —  at  —  b,    r3  +  tc3  =  2a8  — 3a6  +  c. 
os  den  beiden  letzten  dieser  drei  Gleichungen  ergiebt  sich  aber: 

cV^fo1-^,    P3  +  «,3  =  2a3-3a6  +  c; 

so :  '  i  /  '  , 

(„»_«,»)*  =  (P3  +  w,3)2_4ü3l/73  =  (2o3_3a6  +  c)*-4(a*  -  6)3, 
ler:  ■ 
(„3^^3)8  _  46s  +  ca  _  a(3a6a— 4a*c+66c) ; 

igucn : 

t>»  -  io»  =  ±  V  46»  +  c*  -  a(3a6*-4a»c  +  66c). 
iber  hat  man  jetzt  die  beiden  Gleichungen: 
t>»  +  «>3  =  2a»-3<i6+c, 
t,3 -tc»= ±  V  46-  +  C-a(3a6»-4a*c +66c) ; 

s  denen  sich  mit  Beziehung  der  oberen  and  nnterdn  Zeichen 
f  einander  ergiebt : 

i.  °) 

2e»  =  2a»-3a6  +  c ±  V  46*+c*-«(3a6*  -4o«c+66c), 

2«»=2a»-3«6  -f      V 46»-fc«-a(3a6*-4a*c  +  66c). 
tzen  wir  nun: 
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'/  2a»— 3a6  +  c  db  V 46»  +  e*  -  a  (3a6*  -  4«»c  +  66c) 
  ~~~ 2 


7)  t>=^ 

e*  i«t,  wegen  der  au«  4)  bekaonten  Gleichung 

©io  =  a* — 6 

zu  setzen: 

8) 


W  2a»— 3a6  +  c±  V  46»  +  c»  —  a(3a6«— 4a«c  +  66c) 

V  * 


wo  natürlich  die  Cubikwurzeln  in  den 
gleichwertig  sind. 

Nach  4),  5),  7),  8)  bat  man  oan  för  die  Worxel  x  der  dl 
gemeinen  cubischen  Gleichung 

*»— 3o**  +  36x— c=0 
den  folgenden  merkwürdigen  Ausdruck: 

9) 


2a»— 3a6  +  c  db  V  46»  +  c»-  g(3a6*  -  4a«c+66c 

a»-6 


V2a»-3a6+ciV46M-  c 
—  2 


2a»— 3a6    c  £  ^ 46» >  c»  -  a  (3a6*  -  4a«c  +  66c) 


y  2a»— 3a6^cj;V  4ö«-h  c 

oder,  wenn  wir  wie  vorher: 

'  JO) 


-v 
-4 


"/  2a»-3a6  +  c±  Vlo^c*  —  a (3<i6«-  4o*c  +  66c) 

  2 

V  2a«- 3a6  +  c  db  V (2a»-  3d6  +  c)«  -  4 (g  —  6)» 


setzen : 

a*— 6 

11)  x  =  a  +  r  +  — — » 

oder : 

a»-6+e* 

12)  x=a  +  > 
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der  auch: 

13)  j=(«  +  «,)'-(6  +  q»), 

V 

Diese  Bemerkungen  über  den  vorliegenden  Gegenstand  mögen 
fr  jetzt  genügen;  ich  behalte  mir  aber  vor,  späterhin  auf  den- 
elben  zurückzukommen. 

Bemerken  will  ich  jedoch  noch,  dass  die  Gleichungen  des 
weiten  Grades  eine  ganz  ähnliche  Auflösung  zulassen.  Die  auf- 
lösende quadratische  Gleichung  sei  nämlich: 

14)  Ä«—2oa;  +  6  =  0. 

■ 

ton  hat  man  die  identische  Gleichung: 

15)  (t«  +  t>)*-2ti(tt  +  t>)  +  tt*-t>*  =  0. 

■ 

estimrat  man  u  und  v  mittelst  der  Gleichungen: 

16)  ii  =  ö,   «»-  »« =  6; 

>  ist:  » 

i 

17)  *  =  ii  +  t>. 

us  den  beiden  Gleichungen  16)  erhält  man  aber: 

u=a,   c»==a»— 6,   ©  =  +  V o*— 6; 
so  nach  17): 

18)  jr  =  o+ V^ö*^- 

Es  liegt  nahe,  eine  ähnliche  Auflösung  der  Gleichungen  des 
erten  Grades  zu  suchen,  indem  man  die  Wurzel  x=^t-\-u-\-v-\-u> 
;tzt,  welche  roitzutheilen  aber  hier  der  Raum  fehlt,  was  daher 
st  in  einem  der  nächsten  Hefte  geschehen  wird. 

Ich  erlaube  mir  hiebei  noch  auf  die  beiden  Abhandlungen  des 
errn  Professor  Mossbrugger  in  Theil  XIV.  Nr.  VIII.  S.  113.  und 
heil  XXVIII.  Nr.  IX.  S.  205.  zu  verweisen,  glaube  aber,  dass  die 
in  mir  hier  und  in  dem  erwähnten  später  mitzutheilenden  Auf- 
itze  gewählte  Darstellungsweise  diesen  Gegenstand  besonders 
ir  Aufnahme  fn  die  elementare  Algebra  geeignet  macht. 
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Herleitang  einiger  Formeln  zur  Berechnung  der  wah- 
ren Distanz  zwischen  Sonne  und  Mond. 

Von 

Herrn  Dr.  Ligowskiy 

Lehrer  an  der  rereinigten  Artillerie-  und  Ingenieur  ich  nie  und  ein  S«- 

Cadetten -Institut  in  Berlin. 


Es  sei  d  die  wahre  und  d'  die  scheinbare  Distanz  zwischen  Soo* 

und  Mond, 

A  »      n     »  A'  »         m       Hohe  der  Sonne, 
H         >t      i,  H1  ft         »y        Höhe  des  Mondes, 
y  der  Winkel  zwischen  den  Scbeitelkreisen  der  Sonne 
und  des  Mondes;  dann  ist  bekanntlich: 

1)  cos  d  =  sin  H  sin  A  +  cos  Hcoah  cos  y 

und 

2)  .  .  .  .  cos  df  =  sin  H'  sin  A'  +  cos  H'  cos  A'  cos  y. 


Setzt  man  —  =  5,  so  ist : 


2 

.  y  4/linTH'-S)sin(A'-rs) 
3> 8,n2=\   cos 77' cosA'  ' 

y     4  /  cos  S  cos(S -f  tf') 

und 

y    1/»in(fl'-S)8ln(A'  — .S) 
5) tR2=\      cos  5  cos  (5  +  «*')  • 


< 


I 
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Wenn  man  in  No.  1)  für  cosy  seinen  Werth  cos^— sin*|  ein- 

v  v 

brt  ond  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  mit  cos*^-f  sin*£  =  1 
altiplicirt,  dann  entsteht: 

cosd  =5  sin  /Jsin  h  (cos*|  -f  sin*|)  -f-  cos  Ucos  A  (cos*|  —  sin^) 
(cos/lcosA  +  sin  #sin  A)  cos*|  —  (cos  Hcos  A  —  sin/7sin  A)sin^* 

ß).  .  .  cosd  =  cos(Ä-A)cos^— cos(#+A)sin*|. 
m  ist: 

d 

cos  d  =  1—2  «in*2  » 

j(»-Ä)  =  l-2sin*t(/rr-Ä)  und  cos(#+ A)  =  2cos«i(Ä-M)-l. 

tzt  man  diese  Werthe  von  cosrf,  cos  (ff—  h)  und  cos  (/7  +  A) 
No.  6)  ein,  dann  erhält  man  nach  einigen  einfachen  Redoktio- 
i  die  bekannte  Formel: 

)  .  .  .  sin^=sin«l(Ä-A)co8^  +  co8*i(^  +  A)8in2|. 

^  ist  also  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  des- 

1  Katheten  s\x\\(H — A)cos|  und  cosJ(// -f  A)sin^  sind.  Nach 
.  7)  folgt  aus  No.  2)  : 

)  .  .  sin*^  =  sinnC^'  —  A'Jcos^  +  cosH^-f  A')sin«|. 

mt  man  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck,  dessen  Hypotenuse 

d  y 

2  ist,  den  der  Kathete  cos^/f-f- A)sin^  gegenüberliegenden 

okel  t^,  dann  ist: 

Hülfe  der  Formeln  5),  9)  und  10)  lässt  sich  nun  aus  ff,  W, 
hf  und  d!  die  wahre  Distanz  d  berechnen. 

h«il  XL-  17 
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Zum  Vergleiche  mit  dem  weiter  unten  Folgenden  weiden  wir 
dte  eben  genannten  Formeln  auf  ein  von  Dr.  Schanb  in  Miner 
Nautischen  Astronomie  gegebenes  Beispiel  an. 

Es  ist  gegeben: 

Ä' =68*41' 41" 
A'=27<>32'42" 


rf'=74°42'3"  und   #=66»  5'34' 

h  =  27*31'  5* 


Hieraus  erbSIt  man: 

5=  9°16'10"  . 
#'-Ä=56°25'31" 
A'-S=18oi6'32" 
d'  +  S=83°58'13" 

logsin(Ä'  -  S)=9,9207312-10 
log  sin  (A'  —  S)  =9,4963686—10 

19,4170898—20 
19,0156642—20 
0,4014256 

log  tg| =0,2007128 

1=57047'  32,  1" 
logcosi(//+A)  =9,8353596-10 

logtg|=0,2007128-  1 

0,0360724 

logsin  J(#— h)  =9,5189167-10 
Iogtgt/;=0,5171557 

^=73©  5' 30,5" 
logcosi(tf+A)=9,8353596-10 

logsin  ^=9,9274325- 10 

19,7627921-20 
log  sin  y =9,9808084—10 

logsin  \ =9,7819837  -10 

|=37o  15' 6.3", 
d  =  740 30'  12,6". 


Ä  +  A 


46^48' 19,5" 


2 

190 17'  14,5" 

log  cos  5  =  9,9942915-10 

logcos(.S  +  rf') =9,0213727-11 

19,0156642-* 


log  sin  £  =  9.9274325 


log  sin  Mß  ss  0,9808084-1^ 
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Um  die  Distanz  d  mit  der  eben  gefundenen  Genauigkeit  durch 
Benutzung  fünfstelliger,  oder  sogar  nur  vierstelliger  Logarithmen 
iu  erhalten,  setzen  wir: 

#+A  =  tf'  +  A'  +  o, 

il«o  : 

a  =  R  +  h—H'—h  =(H-H')-  (A'  - h) 

ind 

h  — JJ  =  H'  —  h'  +  b, 

ilso: 

b  =  H~h-H'  +  k'xz  {H—B1)  +  (A'-A). 

ist  daher  a  die  Differenz  und  6  die  Summe  der  mit  positivem 
ieicheo  genommenen  Correctionen  der  scheinbaren  Mond-  and 
ionnen  hohen. 

Nach  No.  7)  und  No.  8)  bat  man  nun : 

•in*2  =  cos*-     2  ein*|  +  sin*  ^  cos*^ 

od 

§in*Y=  cos* — — sm*§  +  sin*  ■  ^ —  cos*j- 
urcb  Subtraktion  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich: 


.  JL 


s  1 8  i 5  r — sin*y  =  (cos* —  —  cos* — )*m % 


+  (sin*  s  »in* — s — )cos%- 


2    '  2 
a  oud 

s  i  n*x  -  sln*y  e=  -  (cos*jt  -  cos*y)  =  sin  ( x + y)  sin  (x — y) 
t,  so  entsteht: 

sin         sin  =  -  sin  |sin  (/#"  +  A'  +  J)  sin** 

.  6  . 


H-ein^sinftf'-A'  +  ^cos**. 


2^"»  2  UDI*  £  8,n<*  ge^r  kleine  Winkel,  weshalb  man  für  ihre 
der  Reihe  nach  setzen  kann: 

einl",  jsinr  und  |sinl", 
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die  Winkel  selbst  in  Sekunden  ausgedruckt  sind.  Die 
obige  Gleichung  verwandelt  sich  nun  in  die  folgende : 

(d-d')8Ui^-  =  -asioCÄ'+Ä'.+  ^sio^ 

+  6  sin  (#'-*' +  ^coa*! 

oder  auch: 

(d1  -  d)  sin         =    a  sin  (H'  +  h'  +  ^)  sin«| 

-68in(/r-Ä'  +  ^)cos*|). 

d4-d'  x        ,  !  . 

Setzt  man  d'—d=zz,  dann  ißt  =  d'— ^'  und  d&neT 


11) 

x sin  (d'  -  |) = a ein  (#»  +  A'  +  ^)  sin«|  -  6  sin  {W  —  A'  +  |)  co4 

Führt  man  in  No.  II)  noch  die  sich  aus  No.  3)  undJNo.  4)  eb- 
benden Werthe  von  sin«!  und  cos*|  ein,  dann  entsteht: 


12)  mtm 

rtsin(ff'-S)8in(A'-S)sin(^+A'+^^ 


cos  H1  cos  A'  sin  (rf  —  ^  )• 

Man  setze  nun: 

13)  .  .  .p  =  a8in(«,-S)sin(Ä'-S)sin(ir'  +  Ä'  +  ;j) 
und 

14)  .  .  .  .  9  =  6cosScos(S+d08in(Ä'-A'  +  g), 
dann  ist: 

15)  *=  ~~A  

cos  H'  cos  h!  sin  (d'  —  g-) 

«a?  n\_ 

Da  ,t  sehr  klein  ist,  so  bat  man  als  Näherungswerth: 

l 

16)  Xl  =  cos/rL>sA'sinrf' 
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ind  alsdann  genauer 

8iD(d'-t) 


absind' 

17)  x  =  1  


2 

18)  .  .  logx=loga:i -f  (log  sind'  — log  sin  (d' — —)), 
nd  endlich : 

19)  «*  =  <*'-*. 

Wir  wenden  jetzt  diese  Formeln  auf  das  vorbin  berechnete 
eispiel  an. 

Es  war  gegeben: 

H'= 65<>41'  41"      d'  =  74°42'3*  und  #  =  66°  5'  34" 
A'=27°32'42"  A  =  27°31'  5" 

ieraus  ergiebt  sieb : 

S  =  9°  16' 10"  o =22'  W =1336" 

J5f' — S=56025'31"  6=25'30"=1530" 
A'  — 5 =18°  16' 32" 
d'  +  S=83°58'13" 

Ä*+A'  +  |=93025'3l" 
Ä'  +  A'  +  g  =  38*21' 44" 

log  g =3,12581  log6=3,184Ö9 
l  o  g  sin  {ff  —  S)  =  9,92073- 10  log  cos  S = 9,99429-10 

log  sin  (A'  -  S)=9,49636-10         logcos(d'-f  S) =9,02137-10 

sin  <£f'+A'  +  !j|) =9,99923-10  logsin(Ä'- A'+|) =9,79284-10 

logp=2,54213  log  9=  1,99319 
p= 348,44  9=98,444 
9=98,444 
p- 9=249,996 

log  cos/*'  =9,61447-10 
logcosA' =9,94775-10 
logsin<*'=9,98433-]0 
0,54655-1 
log  (p— 9) =2,39794 
logari  =2,85139 

xx  =710,2"= 11'  50,2"  d* — ^  =74°36'  8" 
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log  sin  d'  = 9,98433  -10 
log  sin  (d'-^1^  9,98412 

0,00021 
log**  =  2,86139 
log*  =  2,85160 

x  =  710,56"=  11'  50,06" 

d=.d'  —  x,  also: 

d  =  74°30'  12,44* 

Dr.  Schaub  hat  in  dem  oben  genannten  Werke  d  nach  de 
Methoden  von  Dr.  Bremiker  und  W itchell  berechoet  und  6* 
det  nach  der  Methode  des  Erstem: 

d  =  74030'  14", 

und  nach  der  Methode  des  Andern: 

d=74°30'13\ 

In  den  meisten  Fällen  wird  die  Distanz  d  nach  der  tob  b? 
entwickelten  Methode  mit  vierstelligen  Logarithmen  berechn* 
werden  können,  wodurch  die  Rechnung  bedeutend  abgekürzt  wiri 
wie  die  folgende  Berechnung  zeigt,  welche  mit  den  vierstellig* 
Logarithmen  ausgeführt  ist,  die  in  dem  Traite*  e'lemen taire  dt 
Nav  igation  von  Caillet  auf  Seite  194  stehen. 

loga=3,1258  log6»  0,1847 

logsin  (H'-S)=  9,9207-10  log  cos  S=  9,9943- W 

log  sin  (A'  -  S)  =  9,4964  - 10       log  cos  (d*  +  S)  =  9,0814-  W 

log  sin  (H*  -f  A'-f  g)  = 9,9992  - 10      log  (//'— A'-f  |)  =  9,7928 -  » 


log/?=2,542i  log  q  =  1,9932 

/>  =  348,4  ^=:98,45 
q  3=  98,45 

p-~fs=249,95 

logcos/f  =  9,6145— 10 
togcosA'  =  9,9477— 10 
logsind' =9,9843— 10 
0,5465—  1 
log  Q-y)  =  2,3979 
108^  =  2,8514 

xx  =710,2"=11'Ö0.2"  d'-^  =  74<>36' 8* 

log  sind' =  9,9843 -10 

log  sin  (<*' — = 9,9841 — 10 

0,0ÖÖ2 

logar=2,8516 
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x  =  7100  =  11' 50,5"  und  <*  =  d'  74°30'  12,8". 

)er  oben  gefundene  Werth  von  d  weicht  also  von  dem,  nach  den 
Wormeln  No.  5),  9)  und  10)  mit  siebenstelligen  Logarithmen  be- 
echneten  nur  um  eine  zehntel  Secunde  ab. 

Wenn  der  in  den  Formeln  15)  und  16)  vorkommende  Ausdruck 
)— q  negativ  wird,  dann  setze  man  fär  x  und  xt  auch  —  x  und 
es  wird  alsdann  aus  No.  17),  18)  und  19): 

x*  sine/ 

20)   ~»  i- 

sin  (d'  +  •**) 

'  '    *'  |  M    ►  :*M     ^  •':  ■        f  »litt' 

21)  .  .     log*  =  log*,  -  (logsin(d'  +  ^)-logsin<*') 

od  -  V»  "  *  j-  ,V>  .  -  v\  Ai 

«2)  


J  i1»  't  i-ni«  -:>! 


r 
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Uebungsaufgaben  für  Schüler 

<  I  l  1  !  ' 


♦  * 


Von  Herrn  Dr.  O.  Bö  kirn  in  S  n  1  y.  a.  N.  in  W  ü  r  t  c  in  lie  r 

1.    Bei  allen  Dreiecken  von  gleichem  Umfange,  welche  den 
Berührungskreis  gemeinschaftlich    haben,    ist  konstant 
Halbmesser  dieses  Kreises,  "2s  Umfang): 

a)  das  Produkt  der  Tangenten  der  halben  Winkel  =-  ; 

b)  das  Produkt  der  Cotangenten  der  halben  Winkel 

c)  die  Summe  der  Cotangenten  der  halben  Winkel  =  ~  J 

d)  der  Inhalt  r=rs; 

e)  das  Produkt  der  Halbmesser  der  drei  äusseren  Beriihrungs- 
kreise  =  rs2; 

f)  das  Produkt  der  Seiten  und  der  Cosinus  der  halben  Win- 
kel =  r*a; 

g)  das  Verhältnis»  des  Produkts  der  Seiten  zum  Halbmesser 
des  umschriebenen  Kreises  =4rs; 

h)  das  Produkt  der  drei  Höhen  und  des  Halbmessers  des 
umschriebenen  Kreises  =2r2*2; 

i)  das  Produkt  aus  den  Uebersclnissen  des  halben  Umfangs 
über  je  eine  Seite  =  rV  :  r  y  y  \  \y 


i 
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2.  Bei  allen  Dreiecken  von  gleichem  Inhalt,  deren  Ecken  auf 
Einem  Kreise  liegen,  ist  konstant  (t  Inhalt,  Ä  Halbmesser  dies** 
Kreises) : 

i 

a)  das  Produkt  der  Sinus  der  Winkel  =  jj^; 

2t 

b)  die  Summe  der  Sinus  der  doppelten  Winkel  =^«5 

c)  das  Produkt  der  Seiten  =4Ri: 

2  t* 

d)  das  Produkt  der  Hohen  =  ; 

e)  das  Produkt  der  Entfernungen  der  drei  Ecken  von  de» 
Mittelpunkten  der  Kreise,  welche  je  eine  anliegende  Seite 
berühren  {ABC  ist  das  Dreieck  nnd  G,  H,  K  sind  <fie 
Mittelpunkte  der  Kreise,  welche  die  Seiten  J?C,  AC,  AB 
von  aussen  berühren): 

AK,  BG.  CH=  AH.BK  CG  =  ARi ; 

f)  das  Produkt  der  Entfernungen  der  drei  Ecken  von  dt 
Mittelpunkten  der  die  Gegenseiten  berührenden  Kreise  uri 
des  inneren  Berührungskreises  (dessen  Mittelpunkt  J): 

AJ.  BJ.  CJ.  AG.  BH.  CK  =  16ß»i« ; 

g)  das  Produkt  der  Höhen  zweier  Seiten  dividirt  durch  die 

dritte  Seite 

h)  das  Produkt  einer  Höhe  nnd  des  Sinus  des  Winkels,  dort* 

t 

den  sie  geht,  =  jg> 

i)  das  Produkt  des  Halbmessers  des  inneren  Bertibrnngakrei-  4 
ses  und  der  Cosinus  der  halben  Winkel  =  7^»  \ 

k)  der  Umfang  des  durch  die  Fusspunkte  der  Hohen  gebildr 
deten  Dreiecks  =  -g.  J 

3.  Bei  den  Dreiecken  von  gleichem  Umfange,  deren  F  * 
auf  Einem  Kreise  liegen,  ist  konstant  (Umfang  =  2*): 

a)  das  Produkt  der  Cosinus  der  halben  Winkel 

b)  die  Summe  der  Sinus  der  ganzen  Winkel  =  U ; 

c)  die  durch  die  Mittelpunkte  der  äusseren  Berührungskm^ 
gebildeten  Dreiecke  haben  alle  Eigenschaften  der  Dreiecke' 
in  2.  a)  bis  i). 

4.  Betrachtet  man  die  beiden  durch  die  Ecken  eines  Dreh 
ecks  und  durch  die  Pusspunkte  der  Höhen  desselben  gehend« 
Kreise  als  fest,  so  gibt  es  noch  unendlich  viele  Dreiecke,  deren 
Ecken  auf  dem  ersten  Kreise  und  deren  Höhen- Fusspunkte  aal 

•  dem  zweiten  Kreise  liegen.    Die  Eigenschaften  dieser  Drei  eckt 
sind  zusammengestellt  in  dem  Aufsatze:   „Ueber  die  Drei- 
ecke, welche  den  ein-  und  umbeschriebenen  Kreis  ff 
mein  haben"  Thl.  XXXVIII.  S.  146.  n),  aa)  bis  nn). 
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Bber  die  Normalschnitte  des  allgemeinen  dreiaxigen 
lipsoids  mit  besonderer  Beziehung  auf  höhere  Geo- 
sie,  namentlich  auch  über  neue  merkwürdige  Aus- 
ücke  der  grössten  und  kleinsten  Krummungshalbmes- 
r  und  einen  neuen  geometrisch  merkwürdigen  und 
r  Geodäsie  wichtigen  Satz  von  diesen  Krümmungs- 
halbmessern. 

Von 

dem  Herausgeber. 

-    —  ■    ■  't 

§.  h 

In  einer  früheren  Abhandlung  (Archiv.  Thl.  XXVIII.  Nr.  I. 
I.)  habe  ich  die  Krümmung  der  überhaupt  von  Ebenen  gebil- 
en  Schnitte  des  Ellipsoids,  insbesondere  auch  die  Krümmung 

Normalschnitte  einer  ausführlichen  Untersuchung  unterworfen, 
I  dabei,  wie  es  natürlich  ganz  in  dem  Zwecke  dieser  Abhand- 
g  lag,  Alles  auf  das  gewöhnliche  rechtwinklige  Coordinat en- 
tern bezogen.  Hierauf  habe  ich  in  der  Abhandlung:  Archiv. 
I.  XXXVI.  Nr.  VIII.  S.  79.  gezeigt,  was  man  auf  dem  allge- 
ioen  dreiaxigen  EHipsoid  uoter  Länge  und  Breite,  reducirter 
ige  und  reducirter  Breite  zu  verstehen  hat,  und  habe  die  zwischen 
*eo  verschiedenen  geographischen  Elementen  Statt  findenden 
emeinen  Relationen  entwickelt.  Mit  besonderer  Rücksicht  auf 
se  letzteren  Entwickelungen  werde  ich  jetzt  in  der  vorliegen- 

Abhandlung  die  Normalschnitte  des  Ellipsoids,  namentlich 
h  deren  Krümmung,  einer  neuen  Untersuchung  unterziehen, 
»ei  mich  insbesondere  das  Interesse  leitet,  welches  diese  Un- 
uchungen  jedenfalls  für  Geodäsie  haben  müssen,  wenn  es 
lentiich,  wie  sieb  immer  mehr  und  mehr  herauszustellen  scheint, 
iwendig  werden  dürfte,  das  Erdsphäroid  nicht  mehr  bloss  als 
ations  -  EHipsoid ,  sondern  vielmehr  als  ein  allgemeines  drei- 
;es  EHipsoid  zu  betrachten.  Auch  wird  in  neueren  geodäti- 
tn  Werken  nur  die  Theorie  der  Normalscboitte  des  blossen 
ations- Ellipsoids  nicht  selten  in  so  schwerfälliger  und  aoaly- 
h  wenig  genügender  Weise  behandelt,  dass  ich  wobl  hoffen 

XL.  18 
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darf,  dass  die  im  Folgenden  von  mir  gegebene  Theorie  der  fto 
malscbnitte  des  allgemeinen  dreiaxigen  Ellipsoids,  veo  welch 
natürlich  die  Theorie  derselben  Schnitte  auf  dem  Rotatioos-Elli 
soid  ein  sehr  einfacher  besonderer  Fall  ist,  der  Aufmerksam!* 
der  Mathematiker  und  Geodäten  sich  einigermaßen  erapfeh! 
durfte,  da  ja  jetzt  auch  Vorbereitungen  zu  einer  grossen  mit] 
europäischen  Gradmessung  getroffen  werden.  Vorläufig  wiH 
auch  noch  darauf  aufmerksam  machen,  dass  ich  im  Folgenden 
von  mir  gefundenes  neues  merkwürdiges  und  interessantes  • 
metrisches  Theorem  von  den  Halbmessern  der  grüssten  und  klein« 
Krümmung  auf  dem  Ellipsoid  beweisen  werde,  dessen  Wies 
keit  auch  für  Geodäsie  mir  ausser  Zweifel  zu  sein  scheint  N 
einige  andere,  speciell  auf  Geodäsie  Bezug  habende  ßeroerii 
gen  werden  sodann  den  Scbluss  dieser  Abhandlung  bilden. 


§.  2. 

Die  Gleichung  des  zu  betrachtenden  Ellipsoids  sei,  weoo 
laufenden  oder  veränderlichen  Coordinaten  durch  r,  n,  }  bete 
net  werden,  wie  gewöhnlich: 


1) 


und  (xyi)  sei  ein  beliebiger,  aber  bestimmter  Punkt  auf  die 
Ellipsoid,  wo  also  auch 

ist;  dann  ist  bekanntlich  die  Gleichung  der  Berührungsebece 
Ellipsoids  in  diesem  Punkte  oder  die  Gleichung  des  Horb 
des  Punktes  (xyz): 

3).  .  .  .    30r-*)+|i»-3f)  +  5i(f-*)s=a 

Von  dem  Punkte  (xyi)  aus  denken  wir  uns  nun  in  sei 
Horizonte  eine  beliebige  Gerade  gezogen  und  bezeichnen  die 
derselben  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  r,  q,  i  ei 
schlosseneo,  180°  nicht  (ibersteigenden  Winkel  durch  «,  ß,  y 

dass  also: 

coso      cosß  cosy 
die  Gleichuogen  dieser  Geraden  sind,  und,  weil  dieselbe  ia  < 


Digitized  by  Google 


■ 


mit  Benttp  anf  Geodäsie.  261 

* 

ch  die  Gleichung  3)  cbarakterisirten  Horizonte  des  Punkten 
rz)  liegt,  die  Gleichung:     .  ' 

■  x  y  z  ' 

»)  .  .  .  .  I  .    ^jCOfa-f  jjCosß-f  ^jcosy  =  0 

itt  findet.  Diese  Gerade  wird  gewissermaßen  als«  eine  feste 
>r  unveränderliche,  von  dem  Punkte  (xyt)  ausgehende  Gerade 
dessen  Horizonte  betrachtet 

Nuu  lassen  wir  von  dem  Punkte  {xyt)  in  dessen  Horizonte 
e  zweite   Gerade  ausgehen,  welche  mit  der  vorhergehenden 

ten  Geraden  den  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  Sl  ein- 
iliesst;  die  von  dieser  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  < 
en  der  r,  »,  j  eingeschlossenen,  180°  nicht  fibersteigenden 
mkel  seien  6,  »,  ö ;  so  dass  also  die  Gleichungen  dieser  Geraden: 

COS  d        COS  CD       cos  o 

d,  und  die  Winkel  0,  »,  ö  der  Gleichung. 
0  ^jjcos         cos  o> cos  ö  =0 

■ 

tiprechen  müssen,  weil  die  in  Rede  stehende  Gerade  in  dem 
irizonte  des  Punktes  (xyt)  liegen  soll. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  haben  wir  nun,  wenn  wir  die 
inkel  0,  co,  ö  aus  den  Coordinaten  x,  y, i;  den  Winkeln  o,  0,  y 
d  dem  Winkel  &  zu  bestimmen  beabsichtigen,  zu  dieser  He- 
mmung die  Gleichungen: 

[  co*ftcos0  +  cos/3cos©  +  co8ycosö  =  co8  Sl, 

*)  .    .     j  ^COS0  +  J^COSO  -f  ^jCO8Ö  =  0, 

\  cos  02  |-  cos  o>2  f  cos  G)2  =  1 ; 

Iche  wir  also  jetzt  in  Bezug  auf  cosö,  cosco,  cos  (5  als  unbe- 
wte  Grossen  auflösen  wollen. 

Bei  dieser  Auflosung  bedienen  wir  uns,  wie  fast  in  allen  ähn- 
tan  Fallen,  bei  Weitem  am  besten  und  zwecktnässigsten  des 
Archiv.  Tbeil  XXXVIL  $.442.  von  mir  entwickelten  allge- 
inen  Verfahrens ;  und  setzen  zu  dem  Ende  in  den  dortigen  For- 
in in  diesem  Falle : 

o0  =  cos  or ,    b0  =  coßßt    c0  =  cosy;    k0  =  co*Sl; 
«1  =  5»       6,  =  ^,      cl  =  ^;  *,=0; 

18» 
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also: 

flo*  +  V  +  co*  =  cos  a»  +  cos  ß*  +  cos  f  =  1 , 
und  nach  5): 

«o«i  +  *o*i  +  *o*i  =  ^  cosa  +  £cos  0  +  ^  cos  y  =  0 
folglich  ferner  in  den  a.  a.  O.  gebranchteo  Symbole« : 

A  =  COSöCOSÄ, 

#  =  cos  0  cos  ß, 
{£  =  cos  y  cos  & 

und: 

A  =  ^cosl3-^cosy, 
B  =  ~cosy— j3Cos«, 

C  =^co8«— ^cosjJ; 
also  nach  den  Formeln  6)  a.  a.  O.: 

co80  =cosacos&  +  (^cosjS  —  |§cosy^  G, 

cosa>=cos|3cosÄ  +  ^^co8y— ^cos«^  G, 

cosö=cosycos£  + Qjcosa— ^cosß^G. 

Nun  ist  offenbar  identisch: 

(^cos/J-^cosy^coso 

•f  ^^cosy  — ^cosa^cosß    >  =  0, 

+  (^CO8«-JcOS/j)c08y 

und  ausserdem  nach  einer  bekannten  allgemeinen  analyt» 
Relation: 
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§t**TJ  +(3Cosy-^co««)Ä+^ca««~~co«jjy 

|  (Ii)'  +  (j^*  +  j  (cos«»  +  cos0»  +  cosy») 

* 

-(pco.a+^co»j»+ ^cosyj 

i 

10  wegen  der  dritten  der  drei  aufzulösenden  Gleichungen  8) 
enbar : 

-»♦IG)'+(»'+G)"l«-'" 


er : 


i 

raus  sich  unmittelbar: 

 sin&  

I  daher  nach  dem  Obigen: 

f^cos/?-^cosy)sinÄ 
cos0  sscosocos  Sl±   V  '   , 

f  ^§  cos  y — "jcos  «J  «in  & 
I  ^    cosmrscosftcos&i;  -  r  — , 

V6)-+»y*6)" 

^pcosa — ^ cos sin  ß 
coe  ö  ss  cos  y  cos  Ä  4    h     v<     ^  v  .      ^  v, ; 

1  vey+Gö'+öy 
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cos  6  =  cos  a  co«  &  ^ 


10)  (    cos  od  =  cos  ß  cos  &  T 


cosu  =  cosycos&  ^ 


- 

^  cos  a  -  ^  cos  y)  sin  £ 

■ 

^^cos  ß — J^cos     sin  £ 


ergiebt,  wo  natürlich  überall  die  oberen  und  unteren  Vorteil 
auf  einander  beziehen. 


§.  3. 

Das  Erscheinen  doppelter  Vorzeichen  in  den  vorhergehen« 
Formeln  liegt  hier  ganz  in  der  Natur  der  Sache,  weil  ja 
zweite  der  beiden  von  dem  Punkte  (xyi)  aus  in  dessen  Horw 
gezogenen  Geraden  mit  der  ersten  dieser  beiden  Geraden 
zwei  verschiedenen  Seiten  dieser  letzteren  den  180°  nicht  fil 
steigenden  Winkel  Sl  einschliessen  kann;  es  kommt  nun  du 
an,  ein  Kriterium  zu  besitzen,  mittelst  dessen  man  in  jet 
Falle  sicher  entscheiden  kann,  welches  Zeichen  man  zu  netr 
hat,  wozu  wir  auf  folgende  Art  gelangen  kfinnen. 

Die  Gleichungen  der  Normale  des  EHipsoids  in  dem  Put 
(xyz)  sind  bekanntlich: 

ii)  L-f  =  "rv  = 

—      y  l 

o*         P  c» 

Durch  diese  Normale  und  die  durch  die  Winkel  a,  ß,  j 
stimmte  Gerade,  deren  Gleichungen  nach  4) 

X-x  _  t)—y  j—j 
coscc      co  Aß  cosy 

waren,  legen  wir  eine  Ebene,  welche  durch  die  Gleichung 

i«jr-x)  +  +  C0-x)  =  0 

charakterisirt  sein  möge ;   so  ist : 
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Acosa  -f  Bcosß+  Ccosy  =  0; 


J  =  JiCosy--£coaß, 
Ä=s^cosa--~cosy, 

setzt  werden,  so  dass  also: 
12)  ....  .    (^co.r-^cosjj)^-*)  | 

+  (^COS/J-^C08«)ft-2) 

»  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Ebene  ist. 

Ein  beliebiger  Punkt  in  der  von  dem  Punkte  (xyz)  in  dessen 
rizonte  «ausgehen den ,  durch  die  Winkel  0,  cd,  ö  bestimmten 
raden  sei  (XYZ)9  dessen  Entfernung  von  dem  Punkte  (xyi) 
•  durch  r  bezeichnen  wollen;  so  ist  in  völliger  Allgemeinheit: 

X  =  x  -f  rcosö, 
Y  =  y  +  r  cos  co , 
Z  =  x  -f  rcosü. 

rner  denken  wir  uns  eine  von  dem  Punkte  (ary*)  ausgehende 
rade,  welche  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  }  parallel 
i  gleich  gerichtet  ist,  und  nehmen  auch  in  dieser  Geraden, 
reo  180°  nicht  übersteigende  Bestiramungswinkel  90°,  90°,  0 
d,  einen  beliebigen  Punkt  (X'Y'Z1)  an,  dessen  Entfernung  von 
Ii  Punkte  (xyi)  wir  durch  r'  bezeichnen ;  so  ist  in  völliger  All- 
neinheit: 

X'=x, 
•»«,. 
Z'  =  z-fV. 

imn  die  Punkte  (XYZ)  und  (X'Y'Z1)  auf  gleichen 
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oder  ungleichen  Seiten  der  durch  die  Gleichung  12)  charakteri 
sirten  Normalebene  liegen,  haben  nach  einem  bekannten  Satte 
Hie  G  rossen : 

(^cosy-^cos /*)(*-*)  +  (^cosa— ^cosy)  (F-,) 

(|i  co8  r  -  ^  cos  ß)(X'  -x)  +      cos  a  —  ^  cos  y)  (  T  —  y) 

+  (^cos^-icos«)(Z'-:); 
also  nach  dem  Vorhergehenden  die  Grossen: 


cos  CO 


^^cosy — ^co*ß^  cosö  +  ^jjcosa  —  ^C08y) 

^COS0-$CO8« 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen.   Nun  ist  aber  nach  10): 
(jf%COBY — cos  0^  cos  6  +  ^jcosa — ^  cos  y^  cos  » 

+  (^co8/»-^eo.«)cc,; 


j(^co^-^co8«)+(^co«y-^co8|?)+(^icoWr-gci)«y)'jwi» 


und  die  Grosse 

(|§cos  y  —  ^  cos     cos  6  +  ^§cos  er—  ^cosy^  cos  « 

+  (^cos^~^cos«)c«fi 

st  also,  weil  sin &  stets  positiv  ist,  negativ  oder  positiv,  jenicS 
dem  in  den  Formeln  10)  die  oberen  oder  unteren  Zeicbeo  gew* 
men  werden.  Liegen  also  die  Punkte  (XFZ)  und  {X'YV)  * 
derselben  Seite  der  durch  die  Gleichung  12)  charakterisirteo  Rr 
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oal ebene,  so  muss  man  in  den  Formeln  10)  die  oberen  oder  all- 
eren Zeichen  nehmen,  jenachdem  die  Grösse 

^COSjS-gjCOS« 

legativ  oder  positiv  ist;  liegen  dagegen  die  Punkte  (XFZ)  und 
IC  F*Z')  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  durch  die  Gleichung  12) 
barakterisirten  Normalebenen,  so  muss  man  in  den  Formeln  10) 
lie  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen,  jenachdem  die  Grosse 

^cos/3  —  I^cos« 

»  I 

•ositiv  oder  negativ  ist. 

Wir  wollen  nun  aber  in  dem  Horizonte  des  Punktes  (xyx)  von 
ler  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  bestimmten  Geraden  an  die  Win- 
el  Ä  von  0  bis  360°  zählen  nach  der  Seite  der  durch  diese  Gerade 
elegten  Normalebene  hin,  auf  welcher  die  von  dem  Punkte  (xyi) 
us  parallel  und  gleich  gerichtet  mit  dem  positiven  Theile  der 
ixe  der  j  gezogene  Gerade  liegt.  Ist  dann  &  <  180°,  so  ist 
ach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 

^  p  cos  y  —  ~{C08     sin  ß 
cosö  =  cos  acofl  &  ^  — p  M     m  -— » 

Qtc08a—  ^cosy)sinÄ 
cose>  =  cosflcos&:i:    r  ^  n   » 


idem  man  in  diesen  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zeichen 
immt,  jenachdem  die  Grosse 

^cos/J-^cosa 

tegativ  oder  positiv  ist.  Wenn  dagegen  &  >  180°  ist,  so  ist  nach 
lern  Vorhergebenden  offenbar: 
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cos  e  =  cos  «  cos  (360° — Ä)  T 


ft  x       \  A 

f  ^jcoso—  fltCosy  1  sin  (360°—  fii 

cos co« /3 cos (360°— Ä)^F  r>  x»     ^  v»     r  xf' 

r^cos/J—  ^cosa)sin(360°-Ä) 
cos  ö  =  cos  y  cos  (360«  -  fl)  T  /yV     /tV  1 

V(5)  +(Ö  +(?) 

also : 

■  •  •  • 


•  i 


•  ■  « 


(Jb  CüS  Y  —  ^  cos  /sjsio  Ä 

cos    ^  cos  a  cos  St  + 


(  -scosa  «cosy  )  sin  Ä 

COS  0)  =Ä  cos  p  cos  W  +  — fx: 


„    y       \  .  _ 

(  ^COSp — ^cosa  1  Mn  ß 
cos  6)=  cos  y  cos  &  +  — ? 

wenn  man  in  diesen  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zeiche 
nimmt,  jenachdem  die  Grosse 

x  y 

positiv  oder  negativ  ist.  Wenn  also  nur  die  Winkel  &  auf  <fc 
vorher  angegebene  Weise  gezählt  werden,  so  kann  man  in  rölli 
ger  Allgemeinheit  setzen : 
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• 

COR0 

i 
\ 

=  cos  «  cos  Sl  ± 

# 

• 

• 

1 

j 

\      COS  Ol 

=  C08/?C0SÄi; 

*i>  ifHtiiiirut-«« 

/  _ 

COS  6) 

=  cosy  cosÄ± 
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♦ 

(*cosr-^co8(j)8!na 
^1  cos  o  —  ^  cos  f> ^  sin  Ä 


V  (5)'  ♦  W + ©■ 

ndein  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
He  Grösse  |sco8  ß  —  ^  cos  a  positiv  oder  negativ  ist. 

Allerdings  verliert  dieses  Kriterium  seine  Anwendbarkeit,  wenn 
lie  Grosse     «cos  ß  —  fscosa  verschwindet,  wobei  aber  zu  bemer- 

cen  ist,  dass  man  im  Vorhergehenden  an  die  Stelle  der  Axe  der 
auch  jede  der  beiden  anderen  Coordinatenaxen  setzen  kann,  wenn 
nan  dann,  wie  sich  von  selbst  versteht,  nur  die  Winkel  Sl  in  ent- 
sprechender Weise  zählt,  woraus  sich  die  beiden  folgenden  Krite- 
ien  ergeben. 

Wenn  mau  die  Winkel  Sl  in  dem  Horizonte  des  Punktes  {xyi) 
'on  der  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  bestimmten  Geraden  an  von  0 
ms  360°  zählt  nach  der  Seite  der  durch  diese  Gerade  gelegten 
Wmalebene  hin,  auf  welcher  die  von  dem  Punkte  (xyi)  ans  pa- 
rallel und  gleich  gerichtet  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
i  gezogene  Gerade  liegt;  so  ist: 

(^cosy-^cos/AsinÄ 

cosft  =  cosacos  Sl  [ 


J  * 

13*)  <    cos  (0  =  cos  |3  cos  Sl± 


cos(.)  =  cosyn»s  Sl  ± 


cos  a  —  ^cos  y^  sin  Ä 
f  jp  cos  ß  —    cos     sin  Sl 
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indem  man  in  diesen  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zeichet 
nimmt,  jenacbdem  die  Grösse 

^C08«-^COSr 

positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  man  die  Winkel  ß  in  dem  Horizonte  des  Punkte«  [zf 
von  der  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  bestimmten  Geraden  an  ron  G 
bis  360°  zählt  nach  der  Seite  der  durch  diese  Gerade  gelegt« 
Normalebene  bin,  auf  welcher  die  von  dem  Punkte  (xp)  aas  pi 
rallel  und  gleich  gerichtet  mit  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der 
r  gezogene  Gerade  liegt;  so  ist: 

008  X  —  "icos  ß^  sio  & 
cos  6  =  cos  «cos  Sl  4-    r  m  » 

cos  ß—fii  cos  ö)  8m  ^ 


C08ü=  cosycos  &  ± 


indem  man  in  diesen  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt 
jenacbdem  die  Grosse 

^jcosy—  ^cos/J 

positiv  oder  negativ  ist. 


5.4. 

Durch  den  Punkt  (xyx)  denken  wir  uns  jetzt  die  auf  der  Eber« 
der  xy  senkrecht  stehende  Normalebene  gelegt,  deren  Gleichun: 

A  (t  -  *)  +  Bin  -  y )  +  C(}  - 1)  =  0 

sein  mag.  Da  diese  Ebene  auf  der  Ebene  der  xy  senkrecht  ste- 
hen soll,  so  muss  die  vorstehende  Gleichung  für  r  =  V-! 
erfüllt  sein,  woraus  sich  C  =  0  ergiebt;  also  Ist  die  GlefcaoK 
unserer  Ebene: 
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Weil  ferner  diese  Ebene,  als  eine  Norroalebene  in  dem  Punkte 
xyz),  durch  die  Normale  in  diesem  Punkte,  deren  Gleichungen 
>ekanotlich 

lind,  gehen  muss,  so  muss  ,4- +  J?^  =  0  sein,  und  es  kann 
Jso  ^  =  ||»    Ä=-^  gesetzt  werden.    Daher  ist 

14)  fä(r-ar)--^(n-y)=0 

lie  Gleichung  der  auf  der  Ebene  der  jrn  senkrecht  stehenden 
formalebene  in  dem  Punkte  (xyz). 

Soll  nun  in  dieser  Normalebene  die  durch  die  Winkel  a,  ß,  y 
«stimmte,  durch  die  Gleichungen 

cos  a      cos  ß      cos  y 

harakterisirte  feste  gerade  Linie  liegen;  so  hat  man  zur  Bestim- 
lung  der  Winkel  «,  ßy  y,  wobei  5)  zu  vergleichen,  die  Glei- 
hungen : 

j 

pcosa  —  ^cos0  =  O, 


» ; 


^cosa  +  J^os/3+~cosy=:0, 
cosa*  +  cos  |32  +  cosy*  =  1. 


Vegen  der  beiden  ersten  Gleichungen  kann  man,  weno  G  einen 
ewissen  unbestimmten  Factor  bezeichnet,  in  bekannter  Weise 
etzeo : 

cosa=G(-^.^-0.^)t 

™ß  =  G(»^$ -3). 

cosy=c(^.^+^.^); 

Iso: 
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woraus  sich  mittelst  der  dritten  de*  drei  aufzuwenden  Gleichoa- 
geo  zur  Bestimmung  von  G  die  Gleichung : 

'-*K5)'+(6)"I  täf+W*W 

also: 

1 

G=± 


V®W  V  (ff  ♦  (ff  *  (i)- 


ergiebt.    Kolglich  ist  nach  dem  Obigen: 

15) 


cosa  =  + 


x  i 


COS/^T  =====  ^    ^  -  r 


cosy 


"  m<mff 


Bezeichnet  nun  //  die  Breite  des  Punktes  (.///:).  so  ist  nach 
Archiv.  Thl.  XXXVI.  S.  87.  Nr.  8),  9),  10),  auf  welche  A^ 
handlung  ich  wegen  der  Begriffe  und  der  hier  ganz  in  gleich- 
Weise  wie  dort  gebrauchten  Bezeichnungen  ein  für  alle  Mal  ver- 
weise : 


sin  B  = 


.  ......  mm- 

>f  (ff  *(ff  *  (ff 


z 

c* 

tangfl  = 


v  (ff  *  (ff 


* 

* 
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üso  nach  15): 

CO« 7=  ±  cos  Ii. 

Nehmen  wir  nun  die  von  dem  Punkte  (xyi)  ausgehende,  in 
lessen  Horizonte  und  der  senkrecht  auf  der  Ebene  der  jrn  stehen- 
len  Normalebene  liegende,  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  bestimmte 
ierade,  was  offenbar  verstattet  ist,  so  an,  dass,  indem  das  obere 
ind  untere  Zeichen  sich  auf  die  positive  und  negative  Hälfte  des 
Sllipsoids  beziehen,  y=±B  ist;  so  ist  cosy  =  cos/?,  folglich 
iacb  dem  Obigeo : 


coayi 


VÖ)"  ♦(»■+&)• 


nd  man  muss  also  in  den  Formeln  15)  die  oberen  Zeichen  neb- 
leo,  folglich: 

17)  .«..!,.:, 


coso  =  — 


cos/3  =  — 


f  i  3 


cosy= 


etzeo. 

Nach  16)  und  17)  ist  nun  ferner: 


18)  .  .  .  .    cosa—  —  — r         m — - ---sin  ff, 


V  C5)'  •  CO 


cos£=   sin  B  f    cosy  =s  cos 


V  (»)'  *  «.)' 
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oder,  weil 

_tangtf 


ist : 


cos«  =  — 


a1  c*x 

--  sin  B  tang/?  =  —  ^sin  Z?  tang/f , 

3 


19)  ^  ^ 
cos/3= —  —  sin  ß  taug    =  —      sin  B  tang  Z? , 

cos  y  =  cos  B. 

Setzen  wir,  wo  j£,  2$  die  bekannten  Bezeichnungen  der  red« 
eirten  Länge  and  redacirten  Breite  des  Punktes  (jryx)  sind: 

20)  acosCcosB,    y  —  6sin£cosB,   x  =  csin£; 
so  ist: 

cos  a= —  -  cos  £  cot  35  sin  B  tang  Z? , 

21)  *  '  '  <    cos /J=- j sin JC cot» sin Ä tang  1?, 

cos  y  =  cos/?. 
Für  das  Rotations -Ellipsoid  ist: 

c  c 

a  =  6,  £  =  L,   a tang B  =  c tang Zf,   -  =  g  =  tang B cot 
also: 

/   cosa  =  —  cos  L  sin  Z?, 

22)  .    <   cos|9= —  sin  L  sin  /? , 

l   cos  y  =  cos//. 
Leicht  findet  man  mittelst  der  Fonnelo  19): 


x 

ä 


iCOP|3— ^4cosc=r0, 


23).  .  .  .     ^  ^cosy  —  ^cos0  =  psecZ?, 

-t  cos  «  -  fli  cos  y = - ^  sec  Ä ; 
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der  nach  20): 


!  x        a     V  tv 
-äCOS  ß  —  p  C08  Cf  =  0, 


ni.        •  1  y            2       _  sinlfcosBsecZ? 
24).  .  .  ^cosy-^cos|3=:   ^  —  , 

z            j:               cos£  cos£sec/? 
?coscr-^cosy=  

■ 

§.  5. 

Von  der  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  bestimmten  Geraden  an 
der  Ebene  des  Horizonts  von  (xyz)  wollen  wir  jetzt  die  Win- 
1  &  in  der  positiven  Hälfte  des  Ellipsoids  in  der  Richtung  von 
;m  positiven  Theile  der  Axe  der  t  an  nach  dem  positiven  Theile 
r  Axe  der  n  hin  von  0  bis  360°  zahlen ;  in  der  negativen  Hälfte 
s  Ellipsoids  sollen  dagegen  diese  Winkel  von  der  durch  die 
inkel  a,  ß,  y  bestimmten  Geraden  an  in  der  Ebene  des  Hori- 
nts  von  (xyz)  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin  von  0 
t  360°  gezählt  werden  *).  Die  in  §.  3.  durch  ß  bezeichneten, 
d  0  bis  360°  gezählten  Winkel  wollen  wir  jetzt,  je  Dach  dem  die 
ehtung,  nach  welcher  hin  sie  gezählt  werden,  auf  den  positi- 
i  Theil  der  Axe  der  n  oder  ,  auf  den  positiven  Theil  der  Axe 
t  t  bezogen  wird,  respective  durch  SV  und  SLn  bezeichnen. 

I.    Winkel  Sl'. 

z  x 

Wenn  x  positiv,  nach  23)  also  ^cosa—^cosy  negativ  ist**), 

ist  nach  13*),  indem  man  in  diesem  Falle  die  unteren  Zeichen 
nehmen  bat: 

(-^coay-^os/j)ainÄ' 


cosö  =  cosa  cos 


*)  Man  hat  sich,  um  bei  dieser  Bestimmung  der  Richtung;  der  Zäh- 
r  der  Winkel  ß  von  0  bis  360°  jede  Zweideutigkeit  su  vermeiden  und 
elben  völlige  Bestimmtheit  zu  verleihen,  die  yoo  dem  Punkte  (xyz) 

in  dessen  Horizonte  gezogene,  durch  die  Winkel  a,ßfy  bestimmte 
»de,  und  eben  so  jede  andere  in  derselben  Ebene  von  (xyz)  ausge- 
le  Gerade,  auf  die  Ebene  der  JTtJ,  oder  vielmehr  auf  eine  parallel  mit 
elben  dorch  den  Punkt  (xy%)  gelegte  Ebene,  projicirt  zu  denken,  wo- 
h  Alles  zu  völliger  Dentlichkeit  und  Bestimmtheit  gebracht  werden  wird. 
**)  mecB  ist  immer  positiv. 

Keil  XL.  19 
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cos .  =  cos  ß  cos Ä< -  f  y    /,y ' 

(  ^ cos  ß — j£  cos  a  )  Sit) &' 

Offenbar  ist  in  diesem  Falle  £'  +  Ä  =  36ö°,  also  cosß'=c<*2 
gioÄ'  =— sinÄ,  und  folglich: 

(jicosr—  j2c°sß)  sin  -0 

CO80  =  Cosa  cos  51  + 


coso  =  cos  y  cos 


„2 


)"♦(»'♦&) 

(-4 coso — ^Lcosy  )  sin  Ä 
cos  co  =  cospcos  m  -f    r-_— —  ===  , 

V"  6)  +»)  +G>) 

(^cosP-$cos«)s«« 
cosS  =  co8yco8^+    ■  -;. 


Wenn  x  negativ,  nach  23)  also  ^cosa— ^cosy  positif  * 

so  ist  nach  13*),  indem  man  in  diesem  Falle  die  obereo  Zeich« 
nehmen  muss: 


cosÖ  =  cos  a  cos 


(jfi  cos  y  —  ^  c  os  ß^  sin  &' 

"+V6)'+(»'+Ö)" 


^cos«-^cosy)sinÄ' 

f4cos|J-|iCOSa)siiiÄ' 
cos  5  =  cos  y  cos     +  — . 
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renbar  ist  in  diesem  Falle  Ä'  =  £,  also  cosÄ'  =  cosÄ,  sin&' 
sinÄ,  uod  folglich: 

(pcosy  — ^cosj5)sinÄ 
cosö  =  cos  et  cos  &  + —7 


CO6  0J  =  cos /3  cos  Ä-f 


coso  =  cos  y  cos  Ä-f 


ver+(ö*+ö)" 

(^5  cos  tt — ~5  cos  y^  sin  & 
(^p  cos  ß  —  jf^cos     sin  & 


COS  00  =  cos  ß  cos  - 


II.  Winkel  SV. 

Wenn  .y  positiv  ist,  so  ist  nach  23)  auch  pcosy—  4*080 

litiv,  und  folglich  nach  13**),  Mein  man  in  diesem  Falle  die 
jren  Zeichen  zu  nehmen  hat: 

- 

(ucosy  -  4cos/Asiiia* 
cos  0  =  cosa cos  SV  +  v»  c  ' 

^cosa-  -jcosy  )siD  Sl" 

(5«w»P-£riii«).taÄ» 
cos  g>  =  cos  y  cos  &"  +  \-  -- 

»bar  ist  in  diesem  Falle  cosÄ"  =  coe&,  sinÄ" 

ioÄ;  also: 

^cosy—  ^cos/*)sin  & 
cos  6  =  cos  «cos  &  -f    ,  i 

19* 
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^coso— ^cosjr)si«Ä 

COS  »  =  CO.  fJcOS  Ä  +     "  _^===  , 

^§cos  0— j^sin     sin  Ä 

Wenn  y  negativ  ist,  so  ist  nach  23)  auch  gicosy-^ewJ 

negativ,  und  folglich  nach  13**),  indem  man  in  diesem  Falle 
unteren  Zeichen  nehmen  muss : 

Q^cosy-^cos^sinÄ' 

CO80  =  C08«C0S&"  —     r  .     v|       ,    _  -        -  — t 

( J|Cos  a — ^cos  y^sio  &• 

COS  CD  =  cos  ß  cos  Ä»  -    ,  /  — . 

(~cos  ä  —  -j^sin  a  Jsin  Ä" 
C08  0)  =  cosycosM-  j=  — 

.V  ©"+(»'♦(»' 

Offenbar  ist  in  diesem  Falle  ß"  +  Ä=360°,  cos  Ä*  =  c*i 
sinÄ*  =  —  sinÄ;  also: 

cos  y —  jjjj  cos  ^  sin  & 
cosö  =cosacosÄ  +    f  /  ,    x«      x  X»' 

C~%  cos  a — ^cos  y^  sin  & 

COS  »  =  C08|JC0S  Ä  +       '  "  • 

V(5)+(*)+W 


cos  |3  —    sin      sin  & 
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Hiernach  haben  wir  also  anter  den  gemachten  Voraussetzung 
en  die  folgenden  ganz  allgemein  gültigen  Gleichungen: 

/  (^cosy— ^cos^JsinÄ 

cos  0  =  cos  a  cos  &  +  -  r      -.— —  -----f.-  — , 

'  (c"*C0Sa~~  ^cosy^sinÄ 

»)   \    cos  01  =  cos  ßcosÄH-      ----- = - -—   • -----  , 

vey +»)■+&)■ 

^^cosj? — g^cosa^sin  Ä 

cos  ö  =  cos  y  cos  &  -f  -->=  -   x  ,~ — >  * 

Den  nach  den  im  Obigen  gegebenen  Bestimmungen  genommenen 
inkel  &  werden  wir  im  Folgenden  das  Azimuth  der  durch  die 
fiokel  6,  o),  ö  bestimmten  Geraden  nennen. 

Nach  16)  ist: 

*  l6)"+©'*(i)r-?*— : 

>d  mittelst  der  Formeln  21),  24),  25)  erhält  man  nun  für  cos0, 
•so)f  cosö  leicht  die  folgenden  merkwürdigen  Ausdrucke: 

-  27) 

cosö  =  —  cot£sin  Z?^cos£tang/?cos  £  —  gsin£sec£?sin  Sl^, 

<o  = — cotBsin/?^  cos£sec/?sin&  +  gHin£tang/?cos&^, 

cos  ö  =    cos  B  cos  Ä; 
ler: 

28) 

cosö  =    cot£tang£  ^g  sin£sin  Ä  -  ^cos£stn  J?cos&), 

cos  &> =— cot  15  tang  B     cos  £sin  &  +  g  sin  IT  sin  Ä  cos  , 
cosö=    cos /i  cos 


sin  £? 

süT* 


cos 
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Für  das  Rotation« -Ellipsoid  ist: 

a  -=  />,    £  =  L,    fitang^  =  ctangß,      -  £  = langScotÄ; 

♦  J 

also  nach  Vorstehendem:  y — 

,     cosÖ  =     sin  L  sin  Sl  —  cos  L  sin  B  cos  51, 
k2<>)       <    cosq  =  -  cosLsini2— -  sinL  sin/?  cos 
C    cosö  =  cosÄcosfi. 

■; .  '  ■ 

§■  6- 

Wir  wollen  jetzt  die  Gleichung  der  Normalebene  sack«, 
welche  durch  die  Gerade  «cht,  deren  Bestimmungswinkel  6,  s.  e 
sind.    Da  diese  Kbene,  welche  durch  die  Gleichung: 

30) ...  .  ^(r-*)  +  +  C'0-i)=0 

charakterisirt  sein  mag,  durch  die  beiden  durch  die  Gleichons« 

cos  0  ~~  C08  0)       cos  5  * 

5        ü.  1 

6*  C* 

charakterisirten  Geraden  gehen  soll;  so  muss: 

/4'cosd  +  ZFcoso  +  C'cosö  =0, 


sein,  woraus  sich 


A'  =  JjC06ö  —  ^COSft). 

2  J!  _ 

#' =-=cos0  ~cos6), 

C  (l 

x  y 
C  =  -  2CO8  (ö  —  g|  cos  0 


ergiebt ;  und  fuhrt  man  nuo  in  diese  Ausdrucke  die  Formel«  Ä 
ein,  so  findet  mao,  mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Relation 

^cos  et  +  j^cosß  +  ^  cos  y  =  0, 
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ie  folgenden  Ausdrücke: 

31) 

f/=(c4c°8«— ^cos^cosÄ-cos/SsinÄ^^^  +(c^)  * 

Hieraus  ergiebt  sieb  nacb  21),  24),  26)  ferner  leicht: 

32) 

™  %*  /sin£  tang/?sin&  cos£sec/?cos£\ 

*  =  cos*(  g—  a  y 

sinBcotffsin  Sl 
c 

Für  das  Rotations -Ellipsoid  ist: 


33) 


cos3Ö 

,4'  = 

« 

cos# 

a 

sin£ 

c 

cos  B 


cos  B 

.  cot  B  sin  Sl. 

i 

§•  7. 

Zunächst  wenden  wir  uns  nun  zu  der  Bestimmung  des  Krflm- 
ungskreises  dos  durch  die  Winkel  6,  a>,  ö  bestimmten  Normal- 
:hnitts  in  dem  Punkte  (xyt),  indem  wir  den  Halbmesser  dieses 
reises  durch  R  und  die  Coordinaten  seines  Mittelpunkts  durch 
,  Y y  Z  bezeichnen. 

Nach  Archiv.  Tbl  XXVIII.  S.  16.  und  S.  17.  Ist  : 

34) ...  .  R=  V<*  * 


(CO8  0\*     /co«o>\'  /cosuV 
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■ 

und: 


X  =  x  —  ^ — 


35) .  .  (  Y  =  y-;—-^  ,  x ,  z^v,. 


z  _  .  _c*_  


i 


und 


ao  welche  Formeln  wir  also  unsere  ferneren  Betrachtungen 
zoschliessen  haben. 

Weil,  wie  man  leicht  findet: 

cos«/«  2       A     cosß/z  x  \ 

— i-^cosy-^cos^  +  -5i-^co8o--tcosyj 

„  cosy  f  x  y  \ 

+  *{ä*C08ß-b*C0*a) 
— (i  -   5 008  * cos *  -  ö  ~  i)  I* 008  r  108  c 

+  ?WC08'J_6*CO8e>| 

2  , 

—  J2^«^ä  v3^  cos  ß  cos  P  ~f  #2  cos/Jcosy-f  «rcosycosc) 
.  cosc*  ■  c°gft*  ,  cosy* (arcos et + y cos ft-f  tcosy)9 

cos    -f-  6*  cos  ft*  -f-  c*  cos  y*  —  (ar  cos  « -f  y  cos   +  z  cosy)' 


Digitized  by  Google 


mit  Bezug  out  Geodäsie.  283 
t;  so  ist,  wenn  man  der  Kürze  wegen : 

*r     </cosaV     /cos/JV     /cosyV  )  Ä_ 
36).  W=}(— )  +  (~ 6/  +(-c-)  /«-^ 

2  ^     —  ja)  ^  C08  ß  co»  y + (^« — ö«)    C08  ?  cos  " 

+(^-fc)jieo*«co»ß\™&c08sl 

;Ut,  nach  25)  offenbar: 

~  /COSÖY*  ,   /COSaV  /cosöV 

id  folglich  nach  34)  und  35) : 
id: 

39).  .   .  •  X  =  x—  jy,    I  =y— Z=r— y 

Andere  sehr  merkwürdige  Ausdrücke  für  diese  Gr  Gasen  erge- 
;n  sich  aus  dem  Obigen  sehr  leicht  auf  folgende  Art.  Nach  28)  ist: 

cos  6  = — cot  #  tang  B .  -  (  -  cos £sin  B  cos  &  —  g  sin  JCsin  &  1 , 

c  c  fc  c  \ 

£Cosa>=— cot#  tangUf.^f  ^sinCsin  Z?cos&  +  -cos£sin&J, 

cos  5=  cos/?cosß; 


r 
a 


b 

v 
r 


so,  wenn  man  der  Kürze  wegen : 
40)   M  =  cos     cos  &* 

(a)  (iC08*«in#c<>S'ß- j8in£sinÄy 
f{  ^  >cotB«tang^ 

+  G)  G8in^sinÄcofiÄ+*cosJCsinÄ) 
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setzt : 

t/'cosöy  ,  /cosoA*    /cossy  $ 
Weil  nun  nach  26) : 

9 

und  nach  34): 
ist,  so  ist  offenbar: 

sin  )5  c 

42> sin/? '  'S  = 

Ferner  ist  nach  35)  und  20),  wie  man  leicht  findet: 

► 

A     :r     c  cosCcoslÖ 


c  c 


F     v     c  sin  C  cos  U 

*>  irrj — » 


Z  2  c  sin  % . 
c  ~~  c     c'  M 


oder: 


*  =  i^cosJfcosS, 
c      \c     a  MJ 

\  Y    fb    c  1\  .  .  ~ 
oder  nach  42): 

*=(S_*  *f)«.Se-». 

c      \c      a  smB/ 


}  Y     fb     R  B\nB\  . 
44*)-  i7  =  (ö-6  sinW 


sin  £  cos 


£  =  A_ß.2»!|y.n»«). 
e      \c      C  sin»/ 


*)  Aus  diesen  Formeln  ergiebt  rieh: 


Digitized  by  Google 


mit  Bezug  auf  Geodäsie,  285 

Die  Grösse  M ,  von  welcher  die  vorhergehenden  Ausdrücke 
laaptsächlich  abhängen,  kann  man  nach  40)  offenbar  auch  auf 
olgende  Art  darstellen: 


X  —  x  =  X  —  a  cos  £  cos  B = —  C-  R        cos  £  cos  , 

F— y  ~  F— 6sin£cos£  =  — |ß|jjj^sio£co8B, 
rj        .  ~  c    sin  ß  . 

C  810 

l«o : 

+ <F-y)*+(Z--2)» 

OM/8inÄ\Vcos^c°8^  .  8in£*cos*2  .  sin#*\ 
=  ^K]Efc)  (  a*  +  P  + 

iach  Archiv.  Thl.  XX*VI.  S.  »2.  Nr.  26)  i*t: 

tang£ 


tang  Z?  = 


4/"  /cos£\*  /sin£\* 


Uo 


sin  33* 


•lglich 


tangi?»  _     ^gjgi^jji    sin£2Cos**\ ' 

cA— + — p — ; 

cos  £*  cos  #2    sin  £*  cos  B2    sin  ff* 

l+tangi**~      Cos£acosg*  .  sin P cos B» 

o»        +  0* 


.   sin^l  

sin*  -C2'C08£2C0S^2     8in£*cos*2  .  sinX^ 


a2        -r        62        t,  c, 

ml  daher: 

/sinßV /cos£^os**    sinlPcosg*  sin**\ 
«^Asin*/  V       a*       +        6»       +  c* 

(«o  nach  dem  Obigen: 

(X-x)*  +  (!-'_,)»+  (Z_»)«=  fi», 

ric  es  «ein  mnss,  wa«  *or  Profang  der  Richtigkeit  der  obigen  For- 
meln dient 
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45)  M  =  cos  /i*cos  Sl* 

[(a)4  C08£*  +  CO"  8m  **]  Sm  fi*COSÄ2 


+©•■©• 


sin  Sl2 


- 

Für  das  Rotations -Ellipsoid  ist  nach  45): 
itf  =  co«Ä»cosÄ*  +  ^4  (sini^cosß^  +  sinÄ^cot^tansÄ1 

=  cos  B*  cos  Ä*  +         ( 1  —  cos  B*  cos  &*)  cot     tang  B* ; 

aber  in  diesem  Falle  bekanntlich : 

cotBtangB  =  ^> 

also : 

46).  .  .  .  +U— (^'icosi^cosÄ*. 

Daher  ist  nach  42)  in  diesem  Falle: 

47>        sh^Ä=(ä)  1-s^cosÄ«. 
Weil 

cos  (ß  + 180°)=  —  cosÄ,   sin(Ä+180°)=  -sinß 
ist,  so  sind  nach  42)  und  45)  in  den  Azimothen  &  und  A  +  Iff 


auf  jedem  Ellipsoid  die  Krümmungshalbmesser  offenbar  ei 
gleich,  und  nach  44)  fallen  auch  die  Mittelpunkte  der  Krä» 
mungskreise  mit  einander  zusammen,  woraus  sich  ergiebt,  <b* 
man  bei  der  Bestimmung  der  Krümmungskreise  die  Azimuth*  wt\ 
von  0  bis  180°  wachsen  zu  lassen  braucht. 

Für  wird  nach  47)  auf  dem  Rotatioos -Ellipsoid  R 

bar  ein  Minimum  und  ein  Maximum  respective  für  Ä  =  0  ^ 
51  =  90°;  und  bezeichnen  wir  also  den  kleinsten  und 
Krümmungshalbmesser  respective  durch  R'  und  R",  so 
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48) 

sing    c      /cV      .  /cV. 


sing 


c 


Für  ->  1  wird  nach  47),  welche  Formel  man  jetzt  lieber  auf 
Igende  Art: 


*»ng    c       /c\*     (/cV     ,  > 


treiben  mag,  auf  dem  Rotations  -  Ellipsoid  R  offenbar  ein  Mini- 
um and  ein  Maximum  respective  für  Ä  =  90°  und  &  =  0;  und 
»zeichnen  wir  nun  wieder  den  kleinsten  und  grossten  KrOmmungs- 
ilbmesser  durch  R'  und  R" ,  so  ist: 

-  49) 

sing    c  /c\% 

si  •*•=©'-  KD"  -  "H*  - 1 + m-A*-* 

Die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  der  Kreise  der  kleinsten  und 
üssten  Krümmungshalbmesser  kann  man  nun  nach  den  Formeln 
s  vorhergehenden  Paragraphen  naturlich  auch  leicht  bestimmen. 


Anmerkun 


Fflr  den  Fall  des  Rotations- Ellipsoid«,  wenn  ist,  wol- 

i  wir  noch  einige  bemerkenswerthe  Formeln  entwickeln,  ohne 
r  Kürze  wegen  uns  auf  eine  ähnliche  Betrachtung  des  Falls, 


«in  ->  1  ist,  weiter  einzulassen. 
a 


Man  setze: 


ist : 


sing  c 

=  1  -  e*(«in  &  +  cos  ß*sinß*). 
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Nun  ist: 

1  -  e2sin  B*  =  1  -  (1         sin  g2 

c2 

=  cosg2-f  -ssing2 
o 

=  cosg2-f  taog»2cotg2sing2 
=  (1+  taug»*)  cos  g2 

cos  g2 
~~  cos  »2 

C2    O2  COsg2 

~~  a*'  c2' cos »2 

c2  tangJB2  cos  g2 
""  a2'tang»2  'cos»2 

a*  cotg2  cos  g2 

~~  c2 '  cöt»2  ' cos»2 

c2  sing2 
~*  ä^sln»2 

a2  cos  g4 sin»2 
~*  c2  *  cos  »4  sin  g2* 

Also  ist: 


sin»    c      cos  g2 

-?—n'7*  -  — w  —  e2cos/?2sin^2 
sing  «  cosjp* 


cos  ig2  c2 
cos»2 


—  (l--i)cos£«sinÄ* 


cos/?2  tan?»2  . 

=  ~*  —  (l  — :  uz)  cos  g2  sin  Sl2 

cos»2     v  tangg2' 

cosg2    tangg2— tang»2  . 

=   "  -nr5—  .C0sg2Sin.£2 

cos»2  tangg2 

_  cos  ff2    cos/?2  sing2  cos  »2  -  cos  g2sin  »2  . 
-cos»2    cos»2'  sin*2  *wSl 

..cosg2        sin(g+»)sin(g-»)  . 
-c^s»211  sing2"         "8m,M  »• 


folglich: 


c_     si n  g  cos  g2        sin  (g  +  »)  sin  (g  -- »)  . 

Ä     sin  »cos»2  sing2  SlD3*  1 

_sin2gco8gtl    8in(g+»)8in(g-»)  . 
r-8in2»cos»(1""  sing«  *mil  1 
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r  ist: 

_c     sin  B         t  .  gin  g  cos  B*     sin  2g  cos  B 

R'  -sin^(1""C  sin^)-  sin^cos^-iin^cosB  ' 

c      /CV    sing     tang]Öa  sing  sinBcosg2^ 
F  =  W  *  ^tongg^'shnS^  sTnTTcos»*5 

o  die  beiden  Formeln : 

c      sin  B  cos  B*       c       sing  cos  B* 
R'  ~  sin  »cos"»« '     ff*  ~*  sTtTgcos** ' 

s  denen  sich  auch 

'cos  B\  4 


c    _c_  /cosgy 

7F  •  7r  -  Uo7»,J 


?iebt,  jedenfalls  sehr  bemerkenswert!!  sind. 

Nach  dem  Obigen  hat  man  nun  auch  die  folgende  Formel 

c        c         sin(g  +  g)sin(g-g)  . 
Ä=fi711  T.ng*  8mÄ21- 

Es  ist  ferner: 

sin(g-f  3)sin(g— g)  _  j _  sin  g*  cos —  cos  g*sin i** 
sing*  sing* 

_  (sin  g* + cos g*)sing*    sin  ^ 
"YinJ?*  ""sing2' 

0  nach  dem  Obigen: 

c  sipgcosg»  Ising*  sin(g  -f  B)  sin(g— 3)  I 
g-sm^cosB*  Ising**  sing*  C0SÄ  | 

sin  B  cos  g*        sin(g-f  *)sin(g— *) 
=  sinftcos** 1 1  +  -  ~~än**  C°8  Ä* * ' 

1  folglich  : 

c-e  ,,  .  8in(g  +  ») sin (C-g) 

Ä=S*ll  +  So»*  C08Ä  »• 

Moltiplicirt  man  die  beiden  Gleichungen : 
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respective  mit  cos&*,  sin£*,  und  addirt  sie  dann  tu  « 
so  erhält  man: 

VC  c 

^  =  ^7  cos      +  j^sin  Ä* 

sin(#  +  »)sin(Ä— »)/c  . 


sin  Z?2sinJ3* 


sin  B*—^  sin       sin  Ä^cosÄ*; 


nach  dem  Obigen  ist  aber: 


c    .  sing  sin  BcobJP 

c    .    ™     sin  25 sin /? cos 
sin  Ii*  = 


also : 


und  folglich: 


R*"n"  —  cos»* 


^>  sin  »*  —      sin  Zfa=0  f 


S  =  Ii' cos  Ä*   5*  8in  Ä* 


oder ; 


1      cos&*  sinß* 


wie  bekannt 

§.  9. 

Wir  wollen  nun  den  kleinsten  und  gross ten  Krümmung?  tu!! 
messer  R'  und  R?  auch  filr  das  allgemeine  dreiaxige  Ellip>ei 
bestimmen,  wobei  wir  von  der  Formel  42),  nämlich  von  der  ForroH 

sin»  _ 
CS\nß'Ii  ^M 

ausgeben  müssen,  aus  welcher  sich  unmittelbar: 

sin»  B.R~l_dM       sin»  3«.Ä-i  SMf 

ergiebt. 

Nach  einigen  leichten  Reductionen  erhält  man  aus  40)  dn:r 
Differentiation  nach  Ä,  wenn  der  Kürze  wegen: 
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50) 

P^l  l  -  (0*  (  ■in£co»C«inÄcot^tangÄ«, 

Q=COsi?* 

I  CG)' +  (I)* -  I  cotWangB* 

GX  CG/ sin   G)*] s,n  **  I  cot,,*ian8Äi 

+  (0l  E(«)  "~G)  8inß*l8inir*i  cot^tangÄ« 

jetzt  wird: 

^=-Pcos2Ä-<?sin2Ä, 
^=2(Psin2Ä--Qco8  2&). 

l  ist  aber: 

Pcos2Ä  +  Qsin2Ä  =  0 

setzen,  woraus  sich  zur  Bestimmung  von  &  die  Formel: 

P 

I)  tang2£  =  — ^ 

iebt:  und  da  nun 
!^  =  2cos2£(Ptang2Ä-0)  =  -2cos2Ä  (^+«) 


=  2  sin2&(P  —  Qcot  2Ä)  =    2sin2Ä(P  +  ~) 


so  ist: 


•)  .    .   g^=  — 2  ^  cos2&  =  2 — p — sin2Ä. 

Den  zwischen  0  und  180°  liegenden  Werth  von  2Ä,  welcher 
Gleichung  51)  genügt,   wollen  wir  durch  2£'  bezeichnen; 

heil  XL.  20 
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dann  kann  das  zwischen  0  und  2.360°  liegende  2&  die  Tier  fol- 
genden Werth e  haben: 

2Ä',  252' +  1.180°,   25V +  2. 180°,   25i'  +  3. 180°: 

also  52  die  vier  folgenden  Werthe: 

52' +  1.90°,   52' +2.90°,    52'  +  3.90<\ 

Für  52  =  52',  52  =  52' +  2.90°  und  eben  so  für  52=£'+l.# 
51  =  52'  +  3.90°  sind  aber  die  Krümmungshalbmesser  einande 
gleich,  woraus  sich  ersieht,  dass  man  bloss  52=52'  und  Q=&'+W. 
also  bloss  252  =  252'  und  252  =  252' + 180°  zu  setzen  braockt 

Für  das  Rotations  -Ellipsoid,  welches  wir  zuerst  betrachtet 
wollen,  um  die  aus  den  hier  entwickelten  allgemeinen  Forneb 
sich  ergebenden  Resultate  mit  den  im  vorhergehenden  Paragn 
phen  auf  anderem  Wege  erhaltenen  Resultaten  vergleichen  u 
können,  ist  nach  50): 

P  =  0,    Q  =  l  l  —  cot»*tangß*}cos£*; 

also : 

Folglich  ist  nach  51): 

tang252  =  0, 

und  daher  52  =  0,  52  =  90°;  252  =  0,  252  ==  ISO0  zu  seti« 
respective also  cos252  =  +  l,  cos252  = — 1.    Ist  nun  ~<1>  '*: 

für  52  =  0,  51  =  90°  nach  52)  der  zweite  Differentialquotient  r« 
31,  und  folglich  auch  von  R~~l,  respective  negativ  und  positiv 
folglich  R~x  respective  ein  Maximum  und  Minimum ,  also  R  resp«*- 

tive  ein  Minimum  und  Maximum.    Ist  dagegen  ~>1>  so  i«t 

51  =  0,  52  =  90°  nach  52)  der  zweite  Differentialquotient  von  * 
und  folglich  auch  von  Ä-1,  respective  positiv  und  negativ,  fok 
lieh  J2-1  respective  ein  Minimum  und  Maximum,  also  R  resp^ 
tive  ein  Maximum  und  Minimum.  Dies  stimmt  ganz  mit  den  tf 
vorhergehenden  Paragraphen  gefundenen  Resultaten  uberein. 

Um  nun  auch  das  allgemeine  dreiaxige  Ellipsoid  zu  betraf 
ten,  wollen  wir  grösserer  Bestimmtheit  wegen  annehmen,  d** 

c  c 

</>&.  also  -<£  sei.    Nach  50)  ist: 
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p=  5.  iföy  -  (j)*  ^sio2jCsinl?cöt»*tang.ß*, 

md  diese  Grosse  ist  folglich  unter  der  so  eben  gemachten  Vor- 
ttssetzung  negativ  oder  positiv,  jenachdeni  sin  2£  sin/?  positiv 
der  negätiv  ist.  Berücksichtigt  man  dies,  so  wird  man  sich 
littelst  der  im  Objgen  entwickelten  allgemeinen  Formeln  leicht 
on  der  Richtigkeit  der  folgenden  Regeln  überzeugen : 

I.    sin  2£  sin/?  positiv. 

1)    Sl=zSl',   R-1  ein  Maximum,  R  ein  Minimum; 
2)    &  =  &' +  90°,  R-1  ein  Minimum,  R  ein  Maximum. 

■ 

II.    sin  2£  sin/?  negativ. 

1)  R-1  ein  Minimum,   R  ein  Maximum; 

2)    .ß  =  Ä' +  90°,   R-1  ein  Maximum,  R  ein  Minimum. 


§.  10. 

Wir  wollen  nun  auch  analytische  Ausdrücke  für  den  kleinsten 
nd  grossten  Krümmungshalbmesser  auf  dem  allgemeinen  drei- 
»gen  Ellipsoid  zu  finden  suchen. 

Die  Gleichung  45)  kann  man  offenbar  auf  die  folgende  Form 
ringen : 

2M  =  cos  B2 

LG)*  (5)'+((D'~',r'+(0  ■,n^')•i°*'3colB',•■«?* 
■—■■-[©*•©■ 

-  ((0*  cos  £*+  (ff  sin£*)sin  B«]cot**tang#*!cos2Ä 

'  l  \SSf  ""(0*1 8,n£  C08£fi,in  Äco^2tanp^**»n2^ 

Bezeichnen  wir  nun  überhaupt  zwei  Krümmungshalbmesser, 
eren  Azimutbe  um  90°  unterschieden  sind,  durch  R'  und  R" , 
nd  die  entsprechenden  Werthe  von  M  durch  M'  und  Mtt  \  so 
ind  diese  letzteren  Werthe  nach  der  vorstehenden  Gleichung 
ffeobar  von  der  Form: 

20* 
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2Jtf'  =  cos#* 

+ [©'•  CD1 + (CJ  co8£* + G)4 


cV  fc-* 


_  cos£*  +(|)4  «iü£*)siQi5*]cot»*tan«ß*5co«^ 

"  2a '  l C(o)Ä  ~  CO*]  810 £cos£8ID ßcotB*tan8 ***in2Ä 
und: 

2Ä*  =  C08Äa 

KD*  •  (0* + (G)4  cos£t + G)4  «,»^)8injB,]cot^ta^ßi 

-<~»-[(0"<ö" 

-  CG)4  cos£,+ (s)  ^n^)sin^]cotÄ*tonswco^ 
+2i  •  I  EGT  ~  G)T  »in^co8irßinBcot^taiis^gi,i2Ä? 

und  es  ist  folglich: 

j!f'  +  AT=cosJ5* 

+  |(9XS)"+K0  ~r +(9  cotB,,sB?ßt 

Nach  42)  Ut  aber: 

sinB    c      Ml     sinJS  _c  _..„. 

also: 

£!(*+*)-*♦■•• 

und  folglich  nach  dem  Vorhergebenden: 

sinB  /  c      c  \  ™ 

«*>  ^(ß'+Äs;=co8lP 

+  f  («)'•  (ff + CG)4-*-*- G)4sin£,>oßi c4>Wi^ 
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Setzen  wir: 
54)  S=cos#a 

f  j(i)Ä-(0'  +  E(0  CO8£*+  (0  8in£,]sif}J?,i  cotBHangB« 
(o  ist  nach  dem  obigen  Ausdrucke  von  2M  und  nach  50)  offenhar: 

2A#=S  +  Qcos2Ä-Psin2Ji 

►der 

2üf  =  S  -f  cos  2&  (Q  —  Ptang  2Ä). 

bezieht  sich  aher  jetzt  das  Azimuth  Sl  auf  den  kleinsten  und 
Tössten  Krümmungshalbmesser,  so  ist  nach  51): 


nd  folglich  : 


tang2Ä=-£, 


2M=  S  +  — ~^-cos2&. 


ind  nun  R'  und  R"  ohne  Beziehung  der  kleinste  und  grosste 
>umraungshalbmesser,  so  haben  die  entsprechenden  M*  und  M" 
ffenbar  im  Allgemeinen  die  Form: 

oraus  sich  durch  Multiplication : 

AM'M''  =  5*- cos  2£* 

giebl.    Es  ist  aber  bekanntlich: 

1  Q» 

cos2Ä»=1+fang2Ä2  =  pr+Q»' 

so  nach  vorstehender  Gleichung: 

AM  M"  =  S*-(P*  +  Q*); 
id  weil  nun  nach  dem  Obigen  : 

/sin»y    c     c  _  , 

t,  so  ist: 
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Mittelst  leichter  Rechnung  Gndet  man  aber  aus  SO)  und  54): 

4 

-©■©'ic©'-©"]'*—  • 

-[(;)*«»«•  +  0)48in£*]  j  cot^tansB*»^ 
oder,   wie  man  sogleich  übersieht: 

4 

=  ©'©"co,*,8,"*s 

-©•©'£55-* 

+ ixo'  ^  ^  ©* 8,n  *y 8in 

also  ist  nach  55): 

(sinBV  c_  £  /c\g  /cV  rang  ff* 
tinBJ  '  W  R"~~\a)  \b)  lang** 

Xlcostf*  +  [gy  c-C»+  (!)' «"£•]■  -i«^gf  « 

welche  Gleichung  natürlich  nur  für  den  kleinsten  and  grfeeM 
Krümmungshalbmesser  gilt;  man  kann  dieselbe  auch  auf  folg«* 
Art  schreiben: 

87>  —  (SS)*  -4  •  £ = ©"  ©" 1  cos  *" 

+  [_(£)*  *obP+  (0*  sinC*]'  «in  B*co\W  tang  Ä«|  cot  **  toagJ1 
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Setzen  wir  nun  der  Kurze  wegen: 

58) 
U=cosß2 

+  \(iy(l)       (f)4  cos     +        s\n^smB»\  cot»*tangl?* 

4  k 

>o  haben  wir  nach  53)  und  57)  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 

sing  /_c_  { \     f;     /sinB\  J  v 
smB\Tl'*Rn)-~  lJf    \&\n  BJ  '  R'  R"  F; 

lurcb  deren  Auflösung  sich  auf  bekannte  Weise: 


sin  Ii  Ii 


rgiebt 

Nach  Archiv.  Tbl.  XXXVI.  S.  92.  26)  ist: 


I 


Iso  nach  58): 

©:e>'+i©'-«a)'*H— 


t/  =  COS  f 


>lglich  : 

,«/  \o/  tang35* 

md  daher,  wie  man  leicht  findet: 
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 V 


W  \bj  tang*« 


CD"-* 


(0 

also: 


(;)'«»t*+(Ö',,°£' 


oder: 

17: 


 F  

+  A\V«Y  tangff*' 
W  W  tang** 


>r : 

*■!©■©■+[©■ -07— »— }£5S 

 F 

+    V  f  CY  tang  ^* 

W  W  lang»* 
Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen  auch: 

V  tang$2  .  costf2 

/cV  /cV  tangj^=C08^+  tarT^6m  ^=  ^o7*«' 
W  W  tang** 


also 

60) 


und: 

«>   '-©'©*££ 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen: 

62>  KO"©"-  f=[G),-(0'T8infi,co6£t-iDß,: 

so  ist: 
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so: 

„.    („    cosÄ*    Ä,      ^ein  J?1  ^.taneÄ*  sinlf* 

cosJj4      v     r/sinjpa  1  v   1  r/  tang£*  sin&2 

=        " 2(Ä+ft5i»5  +         ui£S* +  4^sln** 

cos  ff*  sing«  tangjg*  tangfl* 

glicb : 

53)    ü.-4F==j^p-(«+«FaDg^{  +Vai3gi 

\cosB2  'tanzß2!  2  ,  .  „tang/?4 

raus  erhellet,  dass  {72 —  4F  jederzeit  eine  positive  Grosse, 
1  natürlich,  weil  V  eine  positive  Grösse  ist,  —  eben  so  wie  auch 

-  immer  kleiner  als  17»,  also  V  l/a  —  XV  kleiner  als  U  ist 

Bezeichnen  wir  jetzt  den  kleinsten  und  grossten  Krummungs- 
bmesser  respective  durch  R*  und  R",  so  ist  nach  59)  offenbar: 


4)  .  .  . 


sin  35    c  —  - 

2sU>üW  =  D-yrv*-4Vi 


man  nun  die  Werthe  von  a,  0  und  U,  U*  —  4F  aus  dem 
gen  leicht  einfuhren  kann. 

Man  erhält  nämlich  sogleich  die  beiden  folgenden  sehr  merk- 
digen  Ausdrücke: 

65) 

c       cosB2  tang//2 
TB  *  W  Ä  c^sB*  + (a  +  W  ta7>  g  - 

>B    c   cos  l?*  tang  Z?2 

rB  *  cos     +  (a + W  tang  532 


C08/<2      /    J.AtBnRÄY  LA**'™"* 


COS. 

:he  also  ganz  allgemein  und  fflr  jedes  Ellipsoid  gtfltig  sind. 


Digitized  by  Google 


300  Grunert:   Sormalschnitte  des  Ellipsoids 

Im  Falle  des  Rotations- Ellipsoids  int 

tancZ?  a 


"=(«)  •    0  =  °'  taog» 

also  : 

 cos  ZT*     /c\A  tangff*_cos//*  /cV 

^-co^öä  +  W  'tang»*~c5nSi  +  W 

S  Co«         AV  lang  ff« >'     <  cos  ff» _(*Vl9. 
U  -XV—  <cos**~~W    tang»»5  ~~<cosB*     W  5 

aber: 
folglich : 


cos  Bl  ,  A  V  . 

lV2  =cosff2  +  (  smff*, 


cos#2 


und  daher: 


t/=cosff*  +  (-)  (1  +  sioff*), 


l/*-4F=}l-  ^JVcosff4: 

also  nach  64): 


Wenn  nun   -  <  1  ist,  so  ist: 


2 sTn5  •  =  cos ß*  +  ß)  (l  +  sin  Ä,) _!  1 -G)'  tC°8 * 
also: 

sin»    c  _„/c\\ 
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Iglich: 

sin»    c  fc\\  .  sin»     c  /cV 

Wenn   -  >►  ^  ist,  so  ist: 

2  Pui  W  =  COsBt+  (ff  <'  +  *»«■>-  f  ©'  —  l^cosÄ1; 
jo  : 

tin»   jC_  »/cV 

^  =  2 1  cos        gy  sin  I?»  i  -2 1 1  +  [g)Ä- 1]  sin     I ; 

glich : 

sin»    c      /c\*      sin»    c      ,     (/cV    ,  >  .  „0 

Diese  Resultate  stimmen  mit  den  in  §.  8.  gefundenen  Resul- 
en  genau  überein. 

Für  die  Kugel  ist  a  =  c  und  demzufolge  auch  B—J$,  also 
cb  dem  Obigen : 

e  es  sein  muss. 

Ss-  II« 

Weun  f(x)  eine  zwischen  den  (kränzen  x  =  a  und  x  =  b  oder 
n  x  —  a  bis  x  =  b  stetige  Function  bezeichnet,  und  man  x  sich 
n  a  bis  6  stetig  verändern  lasst;  so  wird  sich  f(x)  von  f(a) 
;  f(b)  stetig  verändern  oder  eine  Reihe  sich  von  /*(«)  bis  f(b) 
»tie  verändernder  Werthe  durchlaufen.  Das  arithmetische  Mit- 
zwischen  allen  diesen  Werthen  der  Function  f(x)  wollen  wir 
8  arithmetische  Mittel  von  f\x)  zwischen  den  Grän- 
n  a  und  b,  oder  für  die  Gränzen  a  und  b,  nennen,  durch 

m 

zeichnen  und  nun  im  Allgemeinen  bestimmen. 
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Denken  wir  uns  zu  dem  Ende  das  Intervall  6  —  a  in  n  gleiche 
Theile  getheilt  und  setzen 

b-a  . 

—  = 

so  ist  offenbar,  indem  wir  annehmen,  dass  n  ins  Unendlich 
wächst,  im  Allgemeinen 

a  H  +  1 

zu  setzen.    Nun  ist  aber: 

b-a  6-«  +  »  1 

also  : 

«I 


M 
oder : 


M{/fcr))  =  Lim  6-a  +  t  


»«/W»—  Lim. (6— a  +  £) 


«Ol 


und  folglich,  weil  nach  dem  Fundamentalsatze  der  Theorie  4^ 
bestimmten  Integrale  bekanntlich: 


*  A*)e*  =  Liro.tf/t<i)  +     +  0  +  /(«  +  «o  +  ... 


und  offenbar: 

Lim. (6—  a-f  0  =  6  -  a 

ist: 

66)  M  l/fcr)l  =  - 


o-a 

Diese  allgemeine  Formel  wollen  wir  in  den  nächstfolgend« 
Paragraphen  auf  die  Bestimmung  der  arithmetischen  Mittel  « 
reciproken  Krümmungshalbmesser  und  der  Krummungshalbnie^ 
selbst  der  Normalschnitte  des  Rotations- Ellipsoids  in  den  «" 
Vorhergehenden  immer  betrachteten  Punkte  desselben  anwen&i 
indem  wir  uns  denken,  dass  das  Azimuth  &  alle  Wertbe 
&  =  0  bis  ä  =  2ji  stetig  durchlaufe,  wobei  wir  naturlich  alle  ^ 
Vorhergehenden  gebrauchten  Bezeichnungen  auch  jetzt  beibehalte 
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§.  12. 

Zuerst  wollen  »vir  für  das  Rotations- Elüpsoid 


timiuen. 

Nach  47)  ist  allgemein: 


sin»    c      /c\%  /c\» 


>: 


^=Wjf  +  lco.fiy  cosJTOA, 


/ 


27! 


Ferner  ist  bekanntlich: 

/cos  =  isinÄcosß  +  i/d£, 

offenbar: 

J*     cos  &2ö.ß  =  1 f%n  BSl  =  n  ; 

0  o 

daher  nach  dem  Vorhergehenden : 


c 

sin 


ich  : 


'■••£5-?ä)-©'+»''-G)''-» 

3  §.10.  ist: 

»1n*    c  m  .  AV  .  j-.    sin*    c  /cV 

^•V8™'***^/  sin**, 

sioB  c 
sin 


ioB  /cV     sin»    c  /cV 

inÄ'Ä'-Va/  *    slnÄ  ^  =  cos/?  +  W  8i0Ä,l; 
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jenacbdem 

£<1  oder  £>1 

ist;   also  ist  in  beiden  Fällen: 
sin»  /Ii 


e  Sl  Ii 


sin» 

c 

sin 


und  folglich  nach  67): 

*  (i) = 4  (i + w) ' 

worin  ein  merkwürdiger,  leicht  in  Worten  auszusprechender  J 
enthalten  ist. 

-- 

§.  13. 

Für  das  Rotations- Ellipsoid  wollen  wir  nun  auch 

o 

zu  entwickeln  suchen,  wozu  zuvörderst  die  Bestimmung  des  lote« 


,  /     I  +  fl  cos  X* 


erforderlich  ist,  welche  sich  unter  der  Voraussetzung,  das*  i 
positiv  ist,  auf  folgende  Art  geben  lässt. 

Es  ist : 

dx 

dx  cosar*  ötang.2: 


I  f  acosx*      o-fsecjr*     1-f  ei+tanga,** ' 

und  folglich : 

dx  dtangjr 


l  +  acosx«      (|+a)(I  +  ta^£«)- 


Betzen  wir  nun : 


» 
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tan  gar  _  ^     dtanga:  =  V  )  +  t*.9t*; 

ist: 

dx   1_  8k 

1  +  a  cosa-2  ~  «  '  I  +  "*  ' 

d  folglich: 

/8a:        _      1        /*_<?ü_  _  Arctarigt 
1  +  acos.T*  "  \TTTa  J  1  +  u%  ~~  VT+o 


8j  ^A,c.ang(gfi) 

'    J   i  +  QCOSX*  V^H-fl 

Mao  kann  dieses  Integral  auch  auf  folgende  Art  finden. 
Wenn  man 

1  =  sina*2  f  cosa-* 

lit,  so  erhält  man: 

1 

1  1  sina2 


l  +  acosa2      sinar2  +  (\  +  a)cosx2      I  | (l-fa)cota2' 

o: 

8a 


dx  sina2  8c6ta 


1  -f  a  cosa*2  1  +  (I  +  «)cota2  I  +  (1  +a)cöf **  ' 
i  folglich,  wenn  man 

cotx     1  -f  a  =  r,    8cota  — 

Vl+a 

zt: 

dx  1  8r 

1  +  a  cosa2  ~~  "  "  V  1  -f  a  '  +  r*  * 


o : 


■ 

/8a   1         /»    de    _     Arctang  v 
1  +  acosa2""""  W+a  J   1  +  r*~~      VTfa  ' 

?lich : 

^  /*  8a  Arctang  (cota- V 1  +  n) 

U)  J  l+acosa*- 


Grünere   yonnahchnttU  des  Ellipsoids 

Dass  beide  Ausdrücke  in  69)  und  70)  dasselbe  Integral  repri 
sentiren,  ist  leicht  zu  übersehen. 


Also  ist  nach  70): 

/*  dx 
1  +  rtCOSJ"* 


Arctang(cot?t.  Vi-t-fl)         Arctang(cotQ.  V l+o)( 

Arctang(cotO.  Vl+n)     Arctang(cot?g.  V  1  +  n) 
__     Arctang(+  oc)    Arctang(— oo) 

7t  7t  3t 


2VT+ä    2Vl+fl     V1  +  « 
so  dass  man  folglich  die  Gleichung: 

P*  dx  n_ 

71)  7      l  +  acosa;*  ~  VTTS 

o 

hat. 

Offenbar  ist: 

/*"        Bx  2it 
I  +  acosj:»""  VT+ä 

o 

Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  ist: 
sin£  12  1 


sin*  c 


Y  +  { 1  -         } cos  £*cos  Ä« 


oder: 


(*)" 


sing  R_ 

sinB   c      1  +  (  -  j  U— (-}  |cosi?*cos&* 


(?)»-G) 


also: 
1  sinß 


c  sin 


s  /""bh-W  f*"   
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d  da  nun 

1 + (?)" 1 1  -  G)a  ,cos  ßi=sin  ** + 6)* cos  Bt 

,  so  ist  nacb  72): 
glich: 

r3)  laJ^^  (") 


1  !?r„,  G)  


Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  Ist  allgemein: 

!!"_?   £  c4/  — — 7c  

sinfT  y^fß*      a\  cos^  +  ^J  sin#*, 

»  nach  73),  wenn  man  roultiplicirt : 
lieh : 

a*   

0  M(Ä)  =  yfR'W, 

o 

in  wiederum  ein  merkwürdiger,  leicht  in  Worten  auszuspreeben- 
Satz  enthalten  ist. 

- 

5.  14. 

Es  liegt  nahe,  zu  untersuchen,  ob  die  beiden  in  j.  12.  und 
l  für  das  Rotations-Ellipsoid  bewiesenen  Sätze  für  jedes  he- 
ge dreiaxige  EHipsoid  gelten,  zu  welcher  Untersuchung  wir 
?r  jetzt  übergehen  wollen. 

h.il  XL.  fl 
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Bekanntlich  ist: 

/cosÄ*8£  =  Kidäcos  Ä  +  i/aÄ, 
/sio ß«8Ä  =  -  i«in Jicoa &  +  j/aa, 
2/sinÄcos        =/am2ßaÄ  =  —  ico#2Ä; 


also: 


o 

/2*  /»2* 


O  0 


2^***  s|d & cos «a^  ==  - i  +  i  =  0 ; 


»2» 


folglich  nach  45)  offenbar: 

= *{COS  tf»  +  [(J)  ^  +  (G)4  C°8^  +  (i)4  «iD^)»0J 

X  cot  V*  tanz 

und  daher  nach  42): 

sin»    /»«*  &Ä 
cs\nßJ  <8Ä 

o 

K)"6)' +(G)4e-<t*6) 

X  cotJP'taa» 

also  nach  66): 

.  „o  X  cot*»  tarn? 

oder  nach  58) : 

sin» 

Nach  64)  Ut  aber: 

sing  /  I       1  \  ri 
c  sin  B\ft  +  W~  * 

also: 


">  ?(i)=*(i+sO* 
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ergiebt,  dass  der  in  §.  12.  för  das  Rotations 
Mipfioid  bewiesene  Satz  io  der  That  ganz  allgemein  für  jede* 
?liebige  Ellipeoid  gilt. 

§.  15. 

Wenn  wir  der  Karze  wegen: 
F=  coaB*  f  |        coe£*  +  Q-J  8jn £»  j  „in £*CeiB*tauK£* 

G  =  -2?T  -(f)'!  «n«coe£eioÄcot»«tangÄ», 

itzen,  eo  ist  nach  45): 

^f=FcosÄ»  +  6sioÄcosÄ  +  HsmSl*, 
so  nach  42): 

'     1   «gn*JMO-  ^  

c  "  sin S  Ä<W  ^  Fcos      +  Gsio  ÄcosÄ  +  //sin  &* 

 cos 

~  F+G  taogß  +  //tangÄ2 

 atang^  

~~  *  +  Gtang  &  +  tftang  ß* ' 

un  ist  aber: 

4 

Xeot**tangB* 

(0X9*  { (:)"  ~  (ö*  T <,in£f  C08*a  *  ®* cot  *4  ***** 

Xsin#*cotB4tang,B* 


tangff» 
taogB» 

+ 


{ cos  /?2 


21» 
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also  4FH—G*  eine  positive  Grösse,  folglich  nach  einer  sehr  b< 
kannten  Integralformel  *) : 

Stangfl  ?  Arct  g±^^-gj 

F+GtangÄ  +  ^tangÄ«--V4FÄ^f^         5  V4F/I— (? 


und  daher  nach  dem  Obigen  auch: 

952 


FcosÄ*+  GsinÄcos52  +  A/sinÄ* 
2  G  +  %H  tang  & 

Folglich  ist,  wenn  wir  uns  alle  Bogen  zwischen  —  und  4 
genommen  denken: 

4»  8& 


Fcosß*  +  GsinÄcos  Ä  +  ÄsinÄ* 


•2  G'  +  2Ätangi«     .         G  +  2//taj>! 

= vm=& ' Arc,a"8  wm=w  ~  ArctaP8v4Fg-< 

=  Vlffcp1  ArCta"R(+  ap)"ArCt"lgV4Fg-ft*' 

=V17fc^»U:t  -  ArCtan8V4Fi?-<*' 
und 

 aa  

Fcos.ß*  +  Gsin  ßcosß  +  sin 


2  ....      G  +  2//tai»s*  G+2ÄUH 

=  V4Fg-G» '  ArCta"gV4Ftf^  "  ArCtang  Vl*^ 

=  V  4fL  G«' ArCt>"6  Vgfal  ~  (~  ' 

- vm=&{  Arctang  viifcp + *■ 1 "): 

*)  M.  a.  meinen  Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  ii 
höheren  Analysii.    Leipzig.  1838.    S.  164. 

••)  Warum  bei  der  ersten  und  «weiten  Integration  respecrWe 


und 
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»o  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  bestimmten  Integralen: 


o 


Fcos  £1*  +  G sin  Sl  cos Sl  +  H sin  Sl*—  \TiFH  —  G*' 


»Irlich  ist  nach  dem  Obigen: 

1  sing  />*  *n_r 

o 

d,  weil  offenbar: 

RdSl=2 J  RdSt 

o 

1^  ging  P*"  B*0  

c  •  «in  »  J      KOii-  V4F»=C* ' 

io  nach  66): 

c  *  SnB  '  yfiFH—  Ö*  ' 

* 

er: 

sing 

d  wenn  man  nun  för  den  Nenner  seinen  aus  dem  Obigen  be- 
inten  Ausdruck  einführt: 

r8)  M(Ä) 

o 

sin» 

 csing  

:- 1  •  s»  v^sic-y-^y-r— 

cb  58)  ist  aber: 


G  +  2#tanK^r 
Arctang— ^=^~-= Arctang  (—  od) 

ctzt  worden  ist,  wird  einer  Erläuterung  nicht  bedürfen,  wenn  man 
•  bedenkt,  das*  man  immer  das  Gesetz  der  StetigVeit  festzuhalten  hat. 


Digitized  by  Google 


312  Gruner  t:  normal tchnttte  des  EJUpsoids 

also  nach  78): 

sing 

79)  W=  vT' 

and  daher  nach  61): 

pjach  64)  ist  nun: 

also:  . 

»in  Z> 

^shTByJ  "  Ä'*  W~~        y  HK  -  VF' 
folglich  nach  79): 

81)  M(Ä)  =  VJFiF, 

o 

welche  Formel  wieder  mit  der  früher  für  das  Rotations  -Ellip*«< 
gefundenen  Formel  75)  genau  übereinstimmt. 

fr  16. 

In*  den  in  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  für  jedt* 
beliebige  dreiaxige  Ellipsoid  bewiesenen  Gleichungen: 


171  /  1  \  /  I  I    \  2w   

?(Ö-*(jF  +  »)-  »J(«)=v^«- 

ist  der  folgende  merkwürdige  Satz  enthalten : 

Lehrsatz. 

Das  arithmetische  Mittel  der  reciproken  Krüm 
messer  aller  Normalschnitte  in  einem  beliebigen  Punkte  ein* 
jeden  Ellipsoids  ist  das  arithmetische  Mittel  iwisehenie* 
reciproken  kleinsten  und  gross ten  Krümmungshalbmesser  ■ 
diesem  Punkte. 

Das  arithmetische  Mittel  der  Krümmungshalbmesser  al- 
ler Normalschnitte  in  einem  beliebigen  Punkte  eines  j>** 
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llipsoids  ist  das  geometrische  Mittel  zwischen  dem  klein- 
uria  grossien  ixrumjnuticfsnaiomesser  m  diesem  rttnkte. 

Setzen  wir 


•  ist: 
*o: 

»-VÄÄ  -ft.  +  Ä»-  ä'  +  ä»  ' 

glich : 

R  -  8 = Jfttp- (vä'  -  VÄ">*' 

d  daher  offenbar  immer: 

R>  Ä. 

Weil  ferner 

4Ä'Ä"  =  (Ä'  f  Ä")f  —  (Ä'  -  Ä")f , 

glich 

;  so  bt: 

Weitere  Untersuchungen  über  das  obige  Theorem,  welche« 
für  sehr  merkwürdig  halte  und  das  zu  manchen  Anwendun- 
i  Gelegenheit  geben  kann,  namentlich  auch  über  seine  viel- 
•nt  mögliche  noch  grössere  Verallgemeinerung,  behalte  ich  mir 
■  da  die  vorliegende  Abhandlung  nur  dem  Elhpsoid  gewidmet 
1  sollte,  insbesondere  auch  wegen  dessen  grosser  Wichtigkeit 
die  höhere  Geodäsie,  wenn  es,  wie  ich  schon  früher  bemerkt 
*.  namentlich  sich  immer  mehr  als  nothwendig  herausstellen 
te,  die  Erde  vielleicht  als  ein  allgemeines  dreiaxigesEIJipsoid  zu 
rächten. 


{.  17. 

Nach  diese»  Untersuchungen  über  die  Krümmung  des  EHij*- 
*  "ollen  wir  jetzt  zu  anderen,  in  noch  unmittelbarerer  Berie- 
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bong  zur  huberen  Geodäsie  stehenden  Betrachtungen  ubergeber.. 
indem  wir  uns  zunächst  die  folgende,  die  Bestimmung  des  Ali- 
mutbs  betreffende  Aufgabe  Torlegen. 

Von  der  Normale  des  durch  die  Coordinaten : 

|  jt0  =  flcos£0cosXV 
j  Vo  = 
f   z0  = 


82)  ^  y0  =Äsin£oCOs»0, 

csin  B0 


bestimmten  Punkte  des  Ellipsoids  denken  wir  uns  eine  Ebett 
ausgebend,  welche  durch  einen  zweiten,  durch  die  Coordinaten: 

/  xx  =  a  cos  £,  cos  35, , 
83)  \  *'x  =  b  sin  Jtj  cosB, , 


<  f/j  =  o  sin  \,x 
\  zx  =  csin  33, 


bestimmten  Punkt  geht,  und  wollen  nun  das  Azimuth  dieser  Ebene, 
oder  vielmehr  der  Geraden,  in  welcher  von  derselben  der  Hon 
zont  des  Punktes  (xq^qZq)  geschnitten  wird,  welches  durch 
bezeichnet  werden  mag,  zu  bestimmen  suchen. 

Bezeichnen  wir  die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Ebei* 
durch : 

84)  .  .  .  Ao'(?-xo)  +  B0'(t>-yo)  +  Co'(}-zo)=0, 
so  ist  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  auch: 

85)  .  .   40'(*i  —  *o)  +  #o'(yi  —  Jto)  +  Co'Ih  —  *o)  =  0, 
und  nach  32)  ist: 

86) 

a  /-^„tt  ^cos£0tangg0sm.ftot     sin£o sec£0cos Ä^X 
/Jo  —cos  £>0  I  -  h   ^  I» 

—  «AOit  /sin  £0  tang  ff0  sin  Sj^x  cos£osecJß0cos.Öol\ 
Po  -  cos  *0  ^  ^  y 

r>,  sinBoCot^sinÄo! 

Aus  82),  83),  85)  erhält  man  die  Gleichung: 

a^o'cos^cosBi  +&#0'8in£,cosBl  +  cQ/sinB, 
=  ci^0/cos£0cosB0  +  ÄÄo'sinloCOS^o  -f  cC^ sioSo, 

und  rauss  nun  zuvörderst  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  de» 
Gleichheitszeichens  weiter  entwickeln.   Nach  86)  ist  aber: 
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aA0'  cosio  cos  B0  +  6B0'ßinH>cosB0  -f  cC0'  sio  »0 

a 

=    coa^Ccosfio'tangÄosin  Ä0I  +  j-8in£oCo«£0secÄ0cos 

-fco8^02(sin£o*  tang/?08in£oi  —  ^  sinjßo  co8£o8ecZ?ocos<3oi) 

—  sin  B02  cot  #0sin  Äol 
=    (co8»02tangB0— 8in)509cotÄ0)sin  ^ 

+  — "  ~)  sin JEq  cos £osec  Z*0 cos£0f  008  ^oi 

cos  330*sin  ff0*  —  sin  330*cos  ff02  . 
=  s\nB0cosß0  8,0  "01 

(a  b\ 
j  —  -  )  sin  £0  cos  £q  sec  B0  cos  3502  cos  &01 

8in(g0  +  g0)8in(£0-g0) 

=   sTiTä^oTä;;  

+  ^j-  —  ^  sin  £q  qos  £o  «ec  2^  cos  B0*  cos  -fc^ 

2  sin  (B0  -f  B0)  sin  (g0  -  30) 
:  sin  2Ä0  8,0 

f        — ^) sin2jß0seci?0co8^02co8Äül, 
d  man  bat  also  nach  dem  Obigen  die  folgende  Gleichung: 


osB0  (co»  *o  ta  n  g  B0  sin       +  j-  sin  £0  sec  B0  cos  Äol )  cos£,  cos  B, 
:os      (^in  £o  tang  Z?0  sin  4i01  —  ^  cos£o  sec  B0  cos  ^  )  sin  £,  cos  BE 


—  si  n  B0  sin  Bi  cot  B0  sin 


5-,n(^o-fBo)8in(gb-gu) 
 s\nB0cosB0  8m  ^ 


+  ^  — j^sin£0co8Jfl08ecß0cosBoaco8Ä0,, 


st; 
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Isec  ßoCOÄÄ« 

-  sinBosinB!  cot  B0  sin  Ä0i 

8ind?o-f^o)8in(£?0-B0)o1n 

—  sin  #0  cos  #0  01 

+  ^ j~  ^  sin fio  cos  £o *ec  #0  cos  B0*  cos  ^ , 

woraus  man  mittelst  leichter  Rechnung  die  folgende  gaos  all$t 
meine  Formel  zur  Bestimmung  des  Äiimuths  Ä*,  erhält: 

87)  tangßo, 

l  ainfpcogf,  -  -  co»t.8inl,  -  {j  -  a)  »*»t^~t^ 
"         cos(£0-JE|)«inJfo  j 
cos»«     ,  .  „   .  -     .„  , 8iD( go-fPa^ftCgo-».) , j 

cl^Ä,,i,n*o8,n*,  c   °+  * 

* 

Bekanntlich  ist: 

atangLo  =  6tangJÖg,   «tangl*  =  Ätangf,. 

Für  das  Rotatious-EHipsoid  ist: 

88)  •  tangÄoi 

sin  ( L0 — Li)   


cos  (L0  —  Li)8ÜnB0  ^ 
cosft    .  .  ~  .  ~     ,R  ,  sin(i?0+150)sJnOrV)W}i 


Man  kann  noch  einen  anderen  bemerkenswerthen  Aosdroo 
für  das  Azimuth  entwickeln,  wozu  wir  aher  zunfichst  die  folgend 
allgemeine  analytisch  -  geometrische  Betrachtung  vorausschicter 
müssen. 

Die  Gleichungen  einer  Geraden  seien: 

r—a  _  »— b  _  ?— c 
cosa~~  cos/5- cosy' 
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tarch  diese  Gerade  sei  eine  Ebene  gelegt,  deren  Gleichung 

A(r-a)  +  B(t>-b)  +  C(}-c)  =  0 
ein  mag,  so  ist: 

A cos a  -f  Bcosß  +  Ccosy  =  0. 

ieht  nun  diese  Ebene  durch  einen  zweiten  Punkt  (flAc,)»  so  ist: 

A(at  -  a)  +  B{bx  -  6)  +  C(c,  -  c)  =  0, 

od  es  kann  also: 

A  =  —  6)  cos  y  —  (cx  —  c)  cosß, 
B=  (Ci  —  c)  cos  et  —  (oj  —  a)  cos  y, 
C  =  (©!  — a) cos  0  —  (6i  —  b)  cos et 

;esetzt  werden.  Durch  den  Punkt  (abc)  sei  eine  zweite,  auf  der 
rsten  Geraden  senkrecht  stehende  und  in  der  vorhergehenden 
Sbeoe  liegende  Gerade  gelegt,  deren  Gleichungen: 

r  — *  n— 6  }—c 

cos  6      cos  co      cos  Ö 

ein  mögen,  so  ist: 

cos  a  cos  6  -f  cos  ß  cos  cd  -f  cos  y  cos  ö  =  0 , 
4cos0  +  Z?  cos  cd  -f  Ccosö  =  0; 

Jso: 

cosö  =  €r(Äcosy—  CcosjS), 
cos  cd  =  £(Ccoscr  —  ^t  cosy), 
cosö  =  G(/fcos£-iBcos«); 

olglich : 

5 = i  V  (4  cos  0— Ä  cos  «)* + (  ßcos  y—  Ccos0)*+  ( Ccoso7—  ^  cos  y)* 
=±  Vi4»+ +  C«-     cos  «  +  Bco* ß  +  Ccos iö* 

ind  daher: 

Zfcosy  —  Ccos/3 
Ccosa  —  cosy 

__     .  JcosÄ— 2?cosa 

cos  (D  =  4-  -j=  i 
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wo  nach  dem  Vorhergebenden: 

J*+i?*  +  C*  =  («-«,)*  +  (b-bj*  +  (c-c,)* 

—  |  (a  -  «!>  cosa  +  (6  -  6, )  cos  ß  +  (c-cjcosr 

ist.  Durch  die  erste  Gerade  sei  eine  zweite,  auf  der  vorhergehen 
den  durch  dieselbe  gelegten  ersten  Ebene  senkrecht  stehend* 
Ebene  gelegt,  deren  Gleichung: 

A0(v~a)  +  B0(t)-b)  +  Q>(?-c)=0 

sein  mag;  so  ist: 

AAo  +  BBo+CCo  =  0, 
A0  cos  ö  +  Ä0  cos/?  -f  C0  cos  y  =  0 ; 

also : 

4>  =  Äcosy  —  Ccos/3, 
2?0=  Ccosct  — .dcosy, 
CJ>  =  Acosß —  Bcosa; 

wo  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  öndet: 

Acosß —  Bcosa 
=  {(aj  —  o)cosof +  (0j  — 6)cos/5+  (c,  —  c)cosy  }cosy — (c,—  c), 

ßcosy  —  Ccoeß 
=  {(ai  — a)cosa  +  (6i  — 6)cos/5  +  (C|— c)cosy}coso— («!— o), 

Ccos  o  —  J  cos  y 
=  {(a,  — u)cosa  +  (6i  —  6)cos/3  +  (c,  —  c)cosy|cos/5— (6,—  6) 

ist.   Die  Gleichung  der  zweiten  Ebene  ist: 

(B  cos  y—  Ccos  /5)  (X — a)  J 
-f  (Ccosa—  4cosy)(n  —  b)  >  =0. 
+  (Acosß — Bco8a)(}-~  c)  } 

Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  in  dem  durch  die  Wie 
kel  0,  a>,  Ö3  bestimmten  Theile  der  durch  die  Gleicbungeo: 

r^tt  _  n  —  6  J  -  c 
cosö  ~~  cos«  ~~  cosö 

charakterisirten  Geraden  seien: 

a  +  qcosS, 

b  +  DCOSCÖ, 

c  +  pcosö; 


i 
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10  erhält  für  dieselben,  indem  man  sie  fllrx,  »,  }  setzt,  die  Grosse 
inf  der  linken  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  den  «Werth: 

/     (Zfcosy  —  Ccos /?)  cos  0 
g<  +  (Ccosa  —  ^cosy)  cos  w  J  , 
(  -f  (/lcos/3  — Z?cosa)cosö 

Iso  nach  dem  Obigen  den  Werth: 
,    (  A  cos  ß  -  ff  cos  c)«  +  (ß  cos  y  -  Ccos  ff)» + ( Ccos  «  -  Acomyfl 

der: 


zfco^s-f  Ä*  +  C* 
är  die  Coordinaten  al9  6, ,  c,  erhält  dieselbe  Grosse  den  Werth: 

(ff  cos  y  —  Ccos  /?)  (at  —  a) 
-f  (Ccosa  —  Acosy)  (61  —  6) 
-f  (A  cos  0  — ff  cos  a)(a,—a) 
=    {  [(a,  —  o)cosa+  (6,  —6)  cos ß + (c,  — c)  cos  y]  cos  a  -  (0l  -  a) }  (a,  -a) 
-f  { [(o!— a)cosa+(6! — b)  cosß+(cx — c)  cos  y]  cos  /?— (o,  —  6) }  (6,  -  b) 
+ 1  [(«1— o)coeo+(6l— 6)  cos/H  (c,  — c)  cos  y]  cos  y — (c,  — c) }  (c,  — c) 
= I  (ai  -a)cosa+  (bx  -6)cos/3 + (c,  -c)cosy  p_|  (ax  -<,)*+  (o,  -b)*+(ct  -c)«t 

(at  -a)»sina«— (6, -6)*sin /*»-(<?,  -c)»siny« 
+  2(a!— a)(6i  —  b)  cosa  cos  ß 
-f  2  (6t  —  6)     —  c)  cos  ß  cos  y 
-|-  2  (Ci  —  c)  (ax  —  a)  cos  y  cos  a. 

an  muss  also  nach  eioem  bekannten  Satze,  wenn  der  Punkt 
Act)  und  der  durch  die  Winkel  0,  a>,  ö  bestimmte  Theil  der 
irch  die  Gleichungen 

m 

x—a  n  —  6  _  c 
cosö      cos  co  cosö 

tarakterisirten  Geraden  auf  einer  Seite  der  Ebene  liegen  sol- 
n,  welche  durch  die  erste,  durch  die  Gleichungen 

r— o  n— 6  j— c 
cos  a      cos  |J     cos  y 
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charakterisirte  Gerade  senkrecht  gegen  die  durch  diese  Gerade 
und  den  Punkt  (a^Ci)  gelegte  Ebene  gelegt  worden  ist,  in  det 
obigen  Formeln  für  cosö,  cos  cd,  cns  5  die  obereo  oder  unteret 
Zeichen  nehmen ,  jenachdem  die  vorstehende  Grösse  pesiti?  oder 
negativ  ist   Nach  dem  Obigen  ist  aber: 


-(^1^  +  0)=   { (ax-a)  cos  «+  (6, — b)  cos  ß  +  (Cl-c)v*f 

-a)«  +  (ot  -6)*  +  (c,  -c)*|, 

folglich  letztere  Grösse  negativ;  daher  muss  man  in  den  obign 
Ausdrücken  von  cos#,  coso,  cos  6  die  unteren  Zeichen  neba^ 
und  hat  also: 

2?cosr—  Ccosß  ^  Ccosß  —  Bcoay 
Ccos  a  —  A  cos  y      A  cos  y-~C  cos  a 

_  _  Acosß — 1?  cos  et  Bcosa— Acoaß 

xu  setzen. 


§•  19. 

Die  Gleichungen  der  Normale  des  Ellipsoids  in  dem  Punkte 
(*oyo*o)  8e"en 

cosoo  ""cosft,  "~"cosy0* 

wo  bekanntlich: 


cos  «0  = 


^0 


cos  /30  = 


.Vo 
6» 


cosy0  = 
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n  setzen  ist  (Archiv.  Thl.  XXXVI.  S.  83).  Durch  diese  Nor- 
iale  und  den  Puokt  (^y,^)  des  Ellipsoids  legen  wir  eine  durch 
ie  Gleichung 

An  <*  -  *o)  +  #01  (»  -  Jfo)  +  Cot  (}  -  *o)  =  0 

harakterisirte  Ebene,  und  bezeichnen  durch  6oi>  «w>  Ö0t  die 
»estimmungswinkel  des  Theils  der  Uurchschnittslinie  dieser  Ebene 
lit  den  Horizont  des  Punktes  (^0*0)  *  welcher  mit  dem  Punkte 
ri#i*i)  Auf  einer  Seite  der  durch  die  Normale  senkrecht  gegen 
ie  vorhergehende  Ebene  gelegten  Ebene  liegt;  so  ist  nach  den 
n  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten  Formeln: 

Col  cos  ß0  —  Bol  cos  y0 
C08ÖW  =  V  Aol*  +  B0l*  +  CJ' 

AqX  cos  y0  —  C0i  eos  cr0 
-       ^oi  cos  g0  —  A0l  cos  /50 

lach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  ist  aber: 

C0l  cos  ß0  —  Box  cos  y0 
=  (*i  —  *o)  -  t  (*i  -  *o)  cos  cr0  +  (y!  -  y0)  cos  ft,  +  (i,  - zj  cos  y0 }  cos  a0, 

Aox  cos  y0  —  601  cos«0 
= (Sfi  -3To)  —  I  (*i  —  *o)  cos  ao  +  Oft  — y0)  cos  ft,  -f  (z,  —20)  cos  y* }  cos  ß0, 

Bol  cos  «0  —  Am  cos  0O 
=  (*i  — *o)  —  I  («1  -  *o) cos«»  +  (y,  — y,») cos  ft>  +  (z,  -  *<,)  cos  y*)  cos  y0 
md: 

V+Bol»+  Col«=  (^-x0)H(yi-yo)*  +  (ii-2o)4 

-  { (xt  -  .r0)  cos  a0  +  (y,  -  y0)  cos  ß0  +  (z,  -  z0)  cos  y0 )« 
•der,  weno  wir: 

89).  .  .  £0l  =  Vfo  +75T=*3a  +  (*i  -*o)a 

etzen : 

Ai*  +  *oi*  +  C01« 

=  ^oi  *  - 1  (*i  —  *o)  cos  «o  -f  (yj  —  y0)  cos  0O  +  (*,  -  Iq)  cos  y0 1» ; 

J*o  ist  nach  dem  Obigen: 
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90) 

cos  o,  -y^*^^ 

_  (yi-yoH(gi-go)g<>g^^^^ 

cos (»oi  - y £;ol*_|(Xl-_aro)co8«0+(yl-y0)cos/50+(il-iö)co6r,!! 
_  — »0);-j(j^go)cos«J^^  -ijcogj^jcogy, 

cos 

Setzt  man  nun  in  den  Formeln  17)  für      y ,  x  respective  x„  j«, 
wodurch  man: 


cos  ß  =  — 


cosy= 


erhält,  so  ist  offenbar  allgemein  *): 

cosÄ01  =  cosacos0ol  +cos/3cos<uol  +cosycosöol. 

Nach  gehöriger  Substitution  findet  man  als  Zähler  von  cosfl. 
wenn  der  Kürze  wegen: 

KQ ,  =  (xt  — a?0)  cos«0  +  (yx  — y«)  cos  ß„  +  (z,  —  zc)  cos  y„ 
gesetzt  wird,  die  Grösse: 


*)  E«  mag  0<Ä01<180«  oder  180°  <ö01  <3Ö0°  «cid. 


■ 
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 j       o«       +       6«       +       c*      i  c* 

+  l(*.-«o)-*o,  Kg)"  +  ($)'  + 

if  der  Stelle  überzeugt  man  sieh  aber,  das«  die  Grosse 

-  }  ^ —  +  — + — c^J3 

rschwinclet,  so  dass  also  der  obige  Zähler  die  Grösse 
d  folglich  oflfenbar: 

'         (^-O-^olCOS/o    V  +(p) 

cos  ß01  =    —^f^==—  « 
o  nach  dem  Obigen: 

cos  Sllt  ,=cosüoI.  -   

yf  (3)  * 

,    Nach  16)  ist  aber: 


o  : 


VGs)"+(ii)"+G0'=5— * 

~ cos  Ä0 ' 


Theil  XL. 
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folglich  nach  dem  Obigen: 

welches  eioe  sehr  einfache,  för  jedes  Ellipsoid  geltende  Relation \< 
Nun  ist  aber  offenbar: 


=  |sinB0»«n*l  +COS»0CO8B!  cos(£0  — Ci)}  —  I , 

also,  wenn  wir: 
92)     cos0ol  =sin^0sin»,  + cosBoCosBj cos^—  £,) 

s  ctzeo * 


also : 


folglich  nach  26): 

v  

sin>Ö0 

/2c    sin  BQ  ,   ,  A  »V, 

Weil  ferner  nach  dem  Obigen: 
ist,  so  ist: 

Ä0|Cosyo= -20^^8101^,»; 

- 

also,  weil  endlich  auch: 

z,  —  *0 = c  (sin  2j  —  sin  *0)  == — 2c  sin  i(*0 — )  cos  + S, 1 
ist,  nach  dem  Obigen: 

2<?  8ini(B0-^Oeosi(Bo+»l)-^^^ioW:, 

COSG)01  =  — TT-  . 
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glich  nach  91): 

93) 

2c    sini^o-^cos^o  +  B,)  -  ^£sini*01« 

Es  ist: 


-*V>-S;-SÄ*«-')' 


a2(cos£QCos}50 — cos  £4  cos  £|)*  ]  * 
•4)        E0i  =  {  +  62(sin£0cosB0— sinJ^cos*,)* 

■f-  c2(sin  E0  —  sin  3^)* 

Durch  die  Formeln  87)  oder 88)  und  93)  für  tangß01  undcos&01 
d  das  zwischen  0  und  360°  liegende  ß„,  vollkommen  be- 
imt.  Durch  eine  dieser  beiden  Formeln  allein  wird  Ä01  nicht 
kommen  bestimmt ;  man  braucht  aber  bloss  das  Zeichen  von 
&OI  zu  kennen,  um  dann  Slol  mittelst  der  Formel  87)  oder 

ohne  alle  Zweideutigkeit  berechnen  zu  können.    Weil  cos/?0 

s  positiv  ist,  so  ist  cosÄ,,,  Jlj^Jjy'  jenachdem 


«in  «»„  -  », )  co8  4(»„ + », )  -  ^f***!"  i«. . "  f  0, 


sin  /?02 
o 

r  jenachdem 

sin     -  sin  B,  —  2  sin  JÖ,,  ,2  <  0, 

r  jenachdem 

8i.,»0(l-2j^8i,.{e„,*)  <  «in», 


Anmerkung. 

Die  beiden  merkwürdigen  Ausdrücke  87)  oder  88)  und  93) 
Jas  Azimuth  auf  dem  EIHpsoid  wollen  wir  jetzt  noch  auf  die 
el  anwenden,  und  untersuchen,  ob  die  dadurch  sich  ergeben- 
Resultate  mit  den  Resultaten  übereinstimmen,  welche  in  die- 
Falle  die  sphärische  Trigonometrie  liefert,  weil  wir,  wenn 
solche  Uebereinstimmung  sich  zeigt,  darin  zugleich  ein  Kri- 
m  für  die  Richtigkeit  der  genannten  Ausdrücke  haben.  Wir 
len  dabei  aber  zugleich  sehen,  dass  diese  Atisdrücke  eigent- 


Digitized  by  Google 


S26  Grunert:  fiormalschfätu  des  ElüptoUis 

lieh  nur  Uebertragungen  gewisser  Formeln  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie auf  das  Ellipsoid,  also  jedenfalls  sehr  bemerken 
werthe  Verallgemeinerungen  dieser  letzteren  sind,  wodurch  du 
Interesse  der  in  Rede  stehende*  allgemeinen  Ausdrucke  oit* 
lieh  sehr  erhöhet  werden  muss. 

Für  die  Kugel  ist  .#0  =:  2?0,  B,  =  Bx,  wodurch  die  Fonwi 
88)  die  folgende  Gestalt  erhalt: 

.      0  sin  (L0—  Lx)  

lang     ,  — —  C0J5  (Lo  _  Li  j  sin  ß^  _  COH  Bq  fang  Bx 

oder : 

Q       sin  fl0cos  (Lx  —  L0)  —  cos  B0  tangl?, 
cotwt(1-  sincL.-Lo) 

wobei  wir  jetzt  annehmen  wollen ,  dass  Lx  —  L0  positiv  und  ki* 
ner  als  180°  sei. 

Denken  wir  uns  nun  ein  sphärisches  Dieieck  ABC, 
Spitze  A  im  positiven  Pol  liegt,  so  können  wir  uns  B  und  C 
die  Punkte  (L0Bo)  und  (LXBX)  verlegt  denken,  wo  dann 

A  =  Lx-L0,   b  =  W  —  Bx,   c  =  90°  — 

LX-L0  =  A,   Bx=M«-bt  £?0=9ö"-c 

ist,  indem  wir  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  ABC  i 
gewöhnlich  durch  a,  b,  c  bezeichnen.  Also  ist  nach  der  ttiÄ 
Formel : 

_        cos  c  cos  A  —  sine  cot  b 

COtAul  =   :  j—  . 

ol  Sil»  4 

■ 

Nach  der  Art  und  Weise,  wie  in  Folge  der  früher  gegen«* 
Bestimmungen  die  Azimuthe  Sl0}  von  0  bis  360"  gezählt  w«« 
ist  aber  offenbar  Äol=360°-#,  also  cotÄOI  =  -cotfl,  fol*fo 

cotAsinc  —  cos  c  cos  A 


cotB  = 


sin  A 


worin  man  auf  der  Stelle  eine  bekannte  Formel  der  spbäritf* 
Trigonometrie  erkennt. 

Die  Formel  93)  wird  im  Falle  der  Kugel,  deren 
wir  durch  r  bezeichnen  wollen: 


ä  0  2r    sin UBo-BQ  cos i(B«  +  Bx)  -  s\nB0mfri 

COS  W-0,  =S  — »  J7—  .  —  .-■  ,  j    .  „  -- — :,;   
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also  nach  dem  Obigen: 

2r    sin  4(6  —  c)  »in  4(6  +  c)  —  cos  c  sin  Jö0 1  * 

COS  />  =  —  in —  •  /-  ,  .      _  " 


sinc\  1-  (J^"'"!*»,1)' 


Nach  92),  wo  offenbar  S0l  zwischen  0  und  180°  genommen  wer- 
te an  n ,  ist  aber : 

cos  Sol  =  sin  B0  sin  Bx  +  cos  Z?n  cos  Bx  cos  (Li  —  L0) 

==  cos  6  cos  c  +  sin  osinecos  /f , 

folglich  nach  der  sphärischen  Trigonometrie  0OI=a.  und  daher 
nach  dem  Obigen: 

2r    cos  c si n  I«1  —  sin  4(6  —  c)  sin  4(6  -f  c) 

COS /> —  •  1~  ^  — -~     ~   • 

sincY  l-(^-sinlo*J 

Nach  94)  ist: 

(""jT")  =     (cos  L0  cos  2?0 —  COS  L,  COS  Z^)2 
-f  (sin  L0  cos  B0  —  sin  Lx  cos  Bx)2 
-KsinBo-sinÄ,)* 
=  2  { 1  —  [sin  B0  sin  Bx  +  cos  Z?0  cos  Bx  cos  (L0  -  L, )] } 
=2(1  —  cosu)  =  4sinia2, 

2r         1  /  2r  V 

also : 

coscs'mi«2—  sin  4(6  —  c)  sin  4(6  -f  c) 

cos  B  =  — i  i  • 

sincsm^acosia 

Weil  nun : 

2  sin  4a2  =  1  — cos  a,   2  sin  4(6  —  c)  sin  4(6 -f  c)  =  cosc  -  cos  6, 

2  sin  4a  cos  4«  =  sina 

ist;  so  ist: 


ß  cosc(l  —  coso)  —  (cosc  — cos  6) 

sin  esin  a 

cos  6  — •  cos  v  cos  a 


«inesina 

eine  der  bekannten  Grundformeln  der  sphärischen  Trigonometrie. 


Digitized  by  Google 


328 


Gruners:   NormatschniUe  des  EUipsoids 


Ich  benutze  diese  Anmerkung  noch  zu  der  folgenden  Ent- 
wickelung.  In  meiner  Abhandlung :  Archiv.  T  hl.  XXXVI.  Nr.  VIII 
S.  95  36)  habe  ich  gezeigt,  da««,  wenn  wir  auf  dem  allgemein« 
dreiaxigen  EHipsoid  den  von  den  fintieren  Theilen  der  Normale! 
in  den  Punkten  (L0B0)  und  (Lt#,)  eingeschlossenen,  180°  nicht 
ubersteigenden  Winkel  jetzt  durch  a>ot  bezeichnen, 


cosg)0,  =sin  ß08inBt  { I  +1  -^cosJCqCOsJCj  +rä8in£usin£l  J  cot£0cot£, 


ist,  habe  aber  dort  der  Kürze  wegen,  mit  Bezug  auf  den  Zweck 
jener  Abhandlung,  aus  dieser  merkwürdigen  Formel  noch  niest 
diejenigen  Folgerungen  gezogen,  welche  sich  aus  derselben  aieheB 
lassen;  muss  ich  mir  nun  zwar  auch  jetzt  noch  vorbehalten,  wi 
diesen  Gegenstand  speciell  zurückzukommen,  so  will  ich  doch 
schon  hier  auf  eine  mir  besonders  bemerkenswert?!  scheioeode 
Folgerung  aufmerksam  machen,  zu  welcher  jene  Formel  Gele- 
genheit giebt. 

Nach  Nr.  26)  meiner  vorerwähnten  Abhandlung  haben  »ir  di* 
Gleichungen : 


woraus  sich  ergiebt: 


tangS,» 
lang*,* 


tang^!* 


tangB,* 


cosfo'; 


siniV. 


also: 


* 


woraus  man,  wenn  man  durch 

sin  (£0  —  £t)  =  sin  £0  cos  tx  —  cos  t0  sin  £, 
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ividirt,  sogleich: 

^cosjßocos^  -fpsin£08in£,  )8in(£04-£j) 
tanC*0*  tang*,*  . 

hält.    Also  ist  nach  dem  Obigen: 

cos  ö>01 

— -g-^siniT,  cos£, +— -£-jSin£ocos£0 

sinÄosin^lH1-?^^  .  fC  y  cot*0cot*,| 

sin       i  *i/ 

tangB02  tang  B, 2 

sinÄoSinÄ.+cos^oCos^ tang/^   tangg,   

siii(£0  +  l,) 

fangg0  fang  fr . 
^  tang^/tang*/ 

dich : 

COS  fi>0  ! 

tangBo  tang  fr  . 
tangfr,  'SS?Siwl,£«€OI,f» 

tang  fr  taiigg<  . 
;.n  fr,  sin  fr  +  cos  B0  cos  fr  sin(£o  +  C,)  


r: 

cos  o>ol 


tang  fr  tangBt 
ta^Jg;,fa^'^sin2£« 

taogB0  tangfr  . 

i>  i?  ,  »  »  *  tangfr» '  tang  yn~£' 
sm  fr,  sin  fr  +  cos  Ä0  cos  Bx  2ain(£0-r  fr)  

Für  das  Rotations- Ell ipsoid  ist: 

i 

tang  B0  a  tangfr  a  # 
tang  B0  —  c '    tang  3^  "~  c  ' 

tangfr»  tang  ff  t      a  <c 
tang  B0 "  taog  fr      c  *  a  ~~  ' 

tangBp  tangfr      c  a 
tangfr  '  tangBi  ~~  a '  c  ~~  ; 
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folglich  nach  obiger  Formel: 

.   »   •   t>  .       »       r>  sin2Lö  +  sio2L, 
cos  w0i  =  sin  Z^sin  #1  -f  cos B0  cos  Ä,  2sin  (£^~-f  ZJ" ' 

also,  tveil 

s\n2L0^s\n2Ll  =  2sin(L0+LI)co8(L0  —  Lt) 

ist: 

i  sin£?0sinZ?j  -f  cos  B0 cos i?ft  cos (L0 — Li) 

t  os  ü)0,  =  j 

(  sin/^sin^  -f-  cos  -B©  cos  ff,  cos  (1^  — L0). 


Dies  ist  aber  ganz  dieselbe  Formel,  welche  die  sphärische  Tri- 
gonometrie für  o)0|  im  Falle  der  Kugel  liefert,  woraus  man 
sieht,  dass  diese  sphärisch -trigonometrische  Formel  ganz  in  de> 
selben  Weise  für  jedes  Rotations -Ellipsoid  gilt,  und  in  der  «ei 
ter  oben  gegebenen  Formel  ihre  Verallgemeinerung  für  jäte» 
dreiaxige  Ellipsoid  findet.  Ich  muss  mir,  wie  schon  erionen 
vorbehalten,  auf  diesen  Gegenstand  in  einer  besonderen  Abfall 
lung  zurückzukommen  *). 


8-  20. 

Wir  wollen  uns  jetzt  mit  der  folgenden  Aufgabe  beschäftig« 

Aufgabe« 

Durch  die  Normalen  zweier  Punkte  eines  Ellipsoid 
seien  zwei  Ebenen  gelegt:  die  Lage  einer  jeden  die- 
ser Ebenen  sei  durch  das  Azimuth  eines  ihrer  beide 
von  der  Normale,  durch  welche  die  Ebene  gelegt  tsi 
ausgehenden  Theile  bestimmt:  man  soll  den  gemeii 
schaftlichen  Durchschnittspunkt  dieser  beiden  Ebt 
oen  und  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  bestimmen. 

*)  Wären  für  einen  der  beiden  betrachteten  Punkte,  etwa  für 
ersten,  die  Grössen  Z<(,  ß0,  and  demzufolge  auch  20.  bekannt,  m* 
ausserdem  ß0l  und  mol  durch  irgend  ein  Verfahren  gemessen  oder  aber 
haupt  bestimmt  worden;  so  würden  sich  aus  dem  Vorstehenden  and  sa* 
§.  17.  *wei  Gleichungen  entnehmen  lassen,  mittelst  welcher  sich  farto 
anderen  Ponkt  /, ,  Bx  und  2,,  39,  finden  lassen,  also  dessen  Lac*  ss/ 
dem  Ellipsoid  bestimmt  werden  kann.  Die  Auflösung  der  beiden  in  IW« 
stehenden  Gleichungen  würde  aber  nur  auf  dem  Wege  der  Näherer, 
ohne  zu  grosse  Weitläufigkeit  möglich  sein. 
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Bevor  wir  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  schreiten  können,  müs- 
d  wir  zuerst  zeigen,  wie  aus  zwei  Gleichungen  von  der  allge- 
sinen  Form: 

95) 

A0costicost>  -f  B0sinucoso  -f  C0sint>  =  D0, 
Aj  cos  ucos  v  +  Bjsinwcosr  ■+  Cle\nc=zül 

3  unbekannten  Grossen  u,  v  auf  die  eleganteste  Weise  bestimmt 
?rden. 

■ 

Man  setze  der  Kürze  wegen : 

96) 

A0'  =  (A0B,  — B0A,)B0 — (C0A|  — AqC^Cq 

=  A0 (A0Aj  +  BoB,  +  C0C,)  -  Aa  (A0*  +  B0*  +  C0*), 

Bo^CBo^-CoBjJCo-CAoBi  -B0A!)A0 

=  Bo(A0Ai  -f-  B0Bt  -f  C0C,)  -     ( A0*  -f  B0*  +  C0«) , 

C0'  =  (CoA!-  AoC^Ao-CBoCj-CoB^Bo 

=  CoCAoA,  +  B0Bl  +  C0C4)  -  C,  (V  +  V  +  Co*) ; 

i  ■  * 

97) 

Ai'  =  (AoBi — B0A()U,  —  (C0A|  — A0C|)C| 

=  A0(A,*  +  B,*  +  C1«)-A1(A(,A1  +  B0B|  +  C0C,), 

B,  '  =  (B0C,  -  C0B,)  C,  - (A„B,  -  B0 A.)  A, 

=  B0(A,»+  B,*+  C.^-B,  (A0A|  +  B0B,  +  C„C,), 

C,  '  =(C0Al-A0C,)AI  -(B0C,  -C0B,)B, 

=  C0  (Ai*  +  Bla+C,*)-J-C,  (A0A|  +  B0B,  +  C0C,) ; 

98) 

»  =  VcÄoB^-BoÄ,)*  +"(BoC,  —  C0B,  )* +TC0  A,  —  AoCÖ* 

=  ^(Ä^TB«,» +<V)(A,»+  B^-f  C,a)  —  (A„A,  -f- B0Bi  +  C0C,)»; 
'  '«t.  wie  man  sogleich  abersiebt: 

A0A0'  +  B0B0'  +  C0C0  =0, 
A1AI'  +  B1B1'+C1C1'  =  0; 

id: 

AoA.'  +  BoBj'  +  Co^'^ 

At  A0'  +  B,B0'  +  d  C0'  ==_ J>« 

22* 
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Setzen  wir  nun  ferner: 

Aoi  —         Tä  ♦ 


«       Ht'PQ-  Bo'P* 
^01  —         j>*  ' 


so  ist  wegen  der  vorstehenden  Relationen  offenbar: 

A0A0i  +  B0B01  +  C0C0i  =  P0> 
Ai  A0i  +  Bi  B0l  +  Ct  C01  =  Pi  • 

Ziehen  wir  diese  Gleichungen  von  'den  beiden  aufzulösenden  Glei- 
chungen ab,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

A0 (cos  u  cos  v  —  A01 )  +  B0 (sin  u  cos  0  -  B0l)  +  C0 (sin  ©  —  Co, )  =0, 

Ai  (cos  mcoso— A0i)  +  B,  (sin  «cost?  —  Bol)  +  Ct  (sin  ©  —  Coi)=0; 

und  können  also,  wenn  G  einen  gewissen,  noch  unbestimmt 
Factor  bezeichnet: 

cos  11  cos  t>-  A01  =  G(B0C,  -  CoB0, 
sin  if  cos  c  —  B0|  =  G  (C0A|  —  AqCi), 
sine  — C0i  =  G{\(ßx  —  B0Ä,) 

oder: 

cos  n  cos  v  =  A0i  +  6'  (B0C!  —  C0Bt ) , 
sioticosc  =  Boi  +G(C0A,  —  A0C,), 
sinp  =  C0I+G(A0Bl-B0A1) 

setzen.    Weil  nun: 

(cos  m  cos  c)2  -f  (sinticost»)4  +  sint>*  =  1 

und,  wie  sogleich  erhellet: 
( Bo^  -  C0B. )  A0'  +  (Co  Ai  -  AoCO  B0'  +  ( A0Bl  -  B0 A, )  Co'  =ö 
(B0C,  -CoBj)  Ai'  +  (C0Al-  A0C,)B.'  f  (A0Bi  — «oA^CYsO: 

also  auch : 

(B„C,  -C0B,)  A01  +  (C0A,  -  A„C,)  B0I  +  (A„B,  - B0A,)C«=D 
ist;  so  ist  offenbar: 

1  =  A01»  +  Bo.»  +  Cn*  + 
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Im: 

100)  . . . ,  C3lv^iv;w) 

or  Bestimmung  der  unbekannten  Grössen  u,  e  bat  man  nun 
ber  nach  dem  Obigen  Mimittelbar  die  Formeln: 

sine  =  C0|  +  C(A0B,  —  B0A,), 

+  C<B>C,-CIB,) 

101)  .  .  .  <  008 u=  —  » 

cosr  i 
Jer: 

tÄngM-  Ao.  +  GCBo^-CoBJ  * 
sine  =C6i  -+  G(A9Bt  —  B0Ai) 
und 

_  Aul  -f  fi  (Bft^  —  CpBt) 

cosr  =  

cos  u 

* 

sin  tf 

Diese  allgemeinen  Formeln  wollen  wir  jetzt  zur  Auflosung  un- 
rer  obigen  Aufgabe  anwendeo. 

Die  Coordinaten  der  beiden  gegebenen  Punkte  de«  Ellipsoids 
ien : 


102)  . 


\ 


x0  =  acos^cosBo,      xt  =  acoslT,  co«#i, 


\  yo  =  *  sin  £0  cos  B0 ,  =  b  sin  Ä,  cos  B, , 

f  10=08^^0;  i!  =  csin£x; 

d  die  Coordinaten  des  gesuchten  Punkte«  seien: 

!x2  =  acos£2  cos 
.yft  =  68in£acoaBt> 
z,  =  csin£s; 

3  beiden  gegebenen  Azimuthe  bezeichnen  wir  respective  durch 
y2  und  Dann  haben  wir,  um  £2»       20  bestimmen,  in 

n  obigen  allgemeinen  Formeln  für  A0>  B0,  C0,  und  A%,  BÄ 
,  Dt  nach  den  in  $.  16.  gegebenen  Entwicklungen  die  folgen- 
n  Werthe: 
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105) 

A0=    cos^oCcoaltotangÄosinÄ^ +  |sin£0sec  fioCosÄ«,), 

ß0  =  co8*0(sinlk  tang  B0  sin  \  cos  £o  ««c  cosÄ,*), 
C0  =  —  »in  B0  cot  Z?0  sin  Sl^ , 

sin(if0  +  »0)8io(Ä0-»o) 


8U1&TO 


D0  =    sec  Bc 


8inßQ 

+      — ^8in£0cosfi0cos^o,co»'0«  1 


und: 

106) 

■ 

Ai  =    cos %x  (cos  tt  tang  Bx  sin  Ä, 2  +  j  sin  £Ä  sec  /fj  cos  Äu). 

ßi  =r    cos  1&x  (sin  £,  tang  Bx  sin  &ia — ^  cos  iTa  sec  Ät  cos 
Ct  =  —  sin#,  cot/?!  sin&12, 


sin^+^Jsin^-»!) 


D|  ss     sec  Ä| 


sin/?,  —        8inÄ"  ) 
+  (f — j)  sin  *i  C08  *i  cos  *i*  cos  ^it  J 


und  für  u,  t?  respective  1T2,  I52  zu  setzen. 

Man  berechne  nun  die  Hülfsgrössen  G0,  a>0,  ö0  und  6,,  *vöi 
mittelst  der  Formeln : 

107) 

A0  =  cos  o)0  cos  50 ,  B0  =  G0  sin  a>0  cos  ö0 ,  Cq  =  G0  sis  «i  • 
A,  =  Gi  cos  £»!  cos  5i ,    Bj  =  Gi  sin  ml  cos  öj ,   C,  =  G,  sioöi : 

wo  G0,  Gi  positiv  genommen  werden,  so  ist: 

A0*  +  B0»  +  C0»=G0«,  At'+Bi'+C,«  =<?,*; 
A0A1-fB0B1-f  C0Cj  =  Gr0G1  {sin  ö0sin  üt  -f  cos  (üj0— )co«  ö0eosöj 

oder,  wenn  wir,  den  Winkel  0O1  zwischen  0  und  180*  nehmet 

108)   cos0o,  =sinö0sinöi  -fcos(a>0 —  ö)i)cosö0cosÖi 
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jtzen  : 

AoA!  -I-  ß0B1  +        =  God  cosö01 ; 

Igüch : 

(A0*+  B0*+ C0*)  (A^+  B,*+ C, *)  -  (Ao  At  +  B0B,  +  CoC,)* 

=^G0*G^8w60l^t 
id  daher  nach  dem  Obigen: 

3>  =        sin  0O1. 
Hieran«  ergiebt  sich  ferner  leicht : 

A0'  =  —  G0*Gt  (cos  <*>!  cos  «!  —  cos  m0  cos  ö0  cos  ö01) , 
*V  =  —  G0*Gi  (sin  *»i  cos  5j  —  sin  «0  cos  50 cos  60l ) , 
C0'  =-6o*«i(siüö1-sinc50cos601) 

id: 


Ai'  =  G0Gj*(cos  CD0  cosu0  —  cos  0>,  COS  ttt  cos  0O1), 
Bi'  =G0G1a(sin  o>0  cos  ö0  —  sin  cos  ö,  cos  Bu , ) , 
Cj'  =  Go^,(sinöo---sinölco8  0ol). 


Ao,sin0o?*=    -Q-  (coso>ncos(On  —  coswj  cos6>f  costf,,,) 

0 

Dl  / 

+  yr  (COS»i  coso,  —  cosa>ocosüocos0OI), 

1 

B0 ,  sin  0O ,  •=    *lr-  (sin  oj0  cos  ö0  -  sin  a>,  cos  ö,  cos  0O , ) 

o 

+      (sin  (ö,  cos  5,  —  sin  w0  cos  50  cos  0O , ) , 

m 

C01  sin0ol»=    2r-(sin5(l  — sin«,  cosdol) 
+  g1  (sinöj— sinöocos0Äl); 
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oder: 

110) 

A0 ,  «in  $0  *  =    cos  cflocosoo^g—^cos^  J 
-|-  cos  o»i  cos  0)|   cos  001  y » 

< 

BOIsinöol*=    sinwocosoo^jr  —  grcos0ol  J 

-  /D.     D0      .  \ 
-f  siiifl0|  cosö^^t  —  £tCOSÖo1 ^» 

Nach  99)  int: 

(A„,*  +  B„.»  »  C,»)  »*  =    (A,'»  +  B^  +  C^Do» 

—  2(A0' A|'  +  Bo'B,'  +  C0'CI')D,Ü, 
+  (A0'*  +  B0'«  +  C0'*)DI»I 

und  nach  96),  97),  98)  ist,  wie  man  leicht  findet: 

A,'* + B, '»  +  C, '»  =  (A.»  +  Bi»  +  C,«)  ©• . 
A0'  A,  '  +  B0'B,'  +  C0'  <Y  =  (A0  A,  +  B0B,  +  C0C.)  D». 
A0'«  +  B„'» + Co'»  =  ( A0»  +  B„»  +  C„»)  ©» ; 
also  nach  dem  Vorhergehenden: 

(A„,«  +  B„1»  +  C„,*)D«=    (A^  +  B.'  +  C^U.« 

-2(A„Al+BoB1+CoCl)DoD, 
+  (A0*+Bo*  +  C0,)D1». 

folglich : 

(A.1»+B.I«+C.l»)Jo«.,«  =  (^),-^.^«»«.,+(5) 

-(a-at)'-^+Ä+a)"*^ 
au°!  HD 
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Setzt  man  jetzt: 

»2)  e,, 

±co«ec0„  ^1-^(5?-  ~|)*co8ecieol»+  (gr+gr  *\. 

»  ist  nach  dem  Obigen  offenbar: 

113) 

08  £3  cos  £2  =  A01  -f  G01  (sin  a>0  cos  ö0  «in  ö,  —  sin  cd,  sin  ö0  cos  ö, ) , 
in  jCjb  cos  #2  =  B0|  —  6?01  (cos  co0  cos  ö0sin  ö,  —  cos  o>,  sin  ö0 cos 3| ) , 
sio  £2  =  C0I  —  G0l  sin  (oo0 —      cos  ö0 cos  ö,  ; 

io  : 

114) 

sinKs=Cot  —  Goi  sin(«0—  «>1)cosS0cosc3|, 

♦  — ■ 

Aol  -f  G0l  (sin  tt>0co8  ö0sin  öt  —  sin  a?1  sin  ö0  cos  ö, ) 

COS«,-  jjjjg-  — — , 

.  tf      B0I  —  £ol  (cos  (D0  cos  <ä0  sin  5t — cosco,  sin  ö0cosö,) 
*  cosBt 

Durch  die  erste  Formel  wird  das  zwischen  —90°  und  +90* 
Sende  vollkommen  bestimmt;  und  die  beiden  letzten  For- 
ln  bestimmen  das  zwischen  0  und  360°  liegende  £2  gleichfalls 
l  ständig;   durch  die  Formel: 

115) 

BQ1  —  Gpi  (cos  co0  cos  50  sin     — cos  co,  sin  50  cos  St ) 
an?%     A0i  4-  Coi  (8ln  %  coa  ö0sin  5,  —  sin  o>,  sin  ö^cos  5^) 

ein  wird  £2  nicht  vollständig  bestimmt.  Dass  es  wegen  des 
»pelten  Zeichens  von  6'0t  im  Allgemeinen  zwei  Auflösungen 
bt,  liegt  ganz  in  der  Natur  der  Sache. 


§.  21. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  einigen  Untersuchungen  Ober  die 
ikel,  welche  bei  geodätischen  Operationen  gemessen  werden, 
an  sich  dann,  späterhin  noch  einige  allgemeine  Bemerkungen 
r  solche  Operationen  überhaupt  anschliessen  werden. 

Zwei  beliebige  Punkte  des  Ellipsoids  seien  (jr^to)  und  (jt,^,Z|). 
Gleichung  der  Berührungsebeoe  oder  des  Horizonts  in  dem 
kte  0*0^0*0)  kt" 
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116)  .  .     ^(r-^o)  +  ^(i?-Sfo)+^Ö-^o)=0, 

und  die  Gleichungen  der  Normale  in  dem  Punkte  (Xjy,!,)  eiad : 

117)  *-*t  _  LZ3 

' XA  .Vi  *j_ 

«*  6»  c* 

oder,  wenn  wir: 


vor +»)•+&)• 


•Vi 

118)  .  .    <cosft=±  6  2 


V(3)- ♦»)■+&)•' 


C2 

j  cosn=i 


setzen,  wo  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  den  aossff" 
halb  und  innerhalb  des  EHipsoids  liegenden  Theil  der  Norma* 
beziehen : 

119)  t=fü=5=|i  =  »=ä. 

7  cosffi     cosp,  cosy! 

In  dieser  Normale  nehmen  wir  nun  einen  beliebigen  rV> 
(«i an,  und  bezeichnen  dessen,  jenachdem  der  Punkt  (%r,r, 
in  dem  Susseren  oder  inneren  Theile  der  Normale  liegt,  als  po* 
tiv  oder  negativ  betrachtete  Entfernung  von  dem  Punkte  (xtj^^ 
durch  E] ;  so  ist  offenbar,  wenn  wir  von  jetzt  an  die  Winke 
<*i*  ßi  f  Yi  nur  ao^  den  äusseren  Theil  der  Normale  beziehen,  ak» 

120) 


cosy,= 


c* 
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,  in  völliger  Allgemeinheit: 

III) 

i*,  =ar1+£1cösa1,   r^vi+^coeft,   u>x  =2,  -f-^cosyj. 

Von  dem  Punkte  (ti,^)  Hillen  wir  auf  die  ßerflbrungeebene 
Punkte  (x0yo**)  «in  Perpendikel,  und  bezeichnen  dessen  Fuss- 
inkt,  nämlich  die  Projection  des  Punktes  (m^,^)  auf  der  in 
?de  stehenden  Berührungsebene,  durch  (ttiS'^i') ;   die  Glei- 
dingen dieses  Perpendikels  haben  die  Form: 

122)  — -^i  =         =  tri?!  - 

cos  <Pi   ~  cos         COS  ' 

i 

>  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

J23)    cos^^Go^,   cos^  =  (;o^,    cosXi  =  6o^; 
10: 

1  24)  •    •    •    •    Gq  =  4;  — p   ^        -   — - 

t;   die  Gleichungen  122)  sind: 

125)   _  w""pt  =  Ezüi 

n*  6»  c* 

id  zur  Bestimmung  von         t>,'>  to/  haben  »vir  nun  die  Glei 
tungen : 

*o  yo 

o*  6a  e* 

so : 

126)  «,'=«,+«, ^,   r,'  =  e,+Gi*,  V=«i+G,^; 

td  folglich: 

f  («. -*o  +  C,  ^)  +  * (.,  -  yo  +  G.  g)  +  £ („,  -  :0  +  G,  S)  -  0, 
oraus  sicti: 

Thtü  XL.  «q 
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x0(ux—Xq)    y0(fi— y0)    20(1*  -ip) 

,=~  (»■♦<»•♦<»■ 

ergiebt,  oder  nach  121): 
128)   G,  = 


(3)'+<*)"*GÖ" 

Die  Formeln  126)  können  auch  auf  folgende  Art  geschrieben  werdet 

»i+^cos^+G,  ^. 

12P)  ^.'^i+Sieoaft+G.p. 

tCi'=z,  +£1coeyl  +  G\  *° ; 

und  gewähren'  in  dieser  Form  die  leichteste  Bestimmung  der  Co» 
dinaten  ,  r/,  w\  der  Projection  des  Punktes  (m, ti«^)  auf  d* 
das  EHipsoid  in  dem  Punkte  (£0^0*0)  berührenden  Ebene. 

Die  Gleichungen  der  Normale  in  dem  Punkte  (xt&ozd  siti: 

130)  r—Zo_n—?fo_}—h> 

?o  go  fo* 

o*  6*  c* 

Durch  diese  Normale  und  den  Punkt  fo^r,)  legen  wir  « 
Ebene,  deren  Gleichung: 

131)  .  .  .  Ao(x-xo)  +  Bo(i)-tJi,)  +  C()(}--zt3)  =  0 
sein  mag;  so  ist: 

4>(*i-*o)  +  B0{tfx  -y0)  +  C0 (s,  -io)=0; 
woraus  sich: 

132) 

4> = g  ('i  - - ?  <fc      ,  *o  =  §<*i  -    ^  3 (:» -  v 


i 
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efiebt.  Die  Gleichungen  der  Durchschnittslinie  dieser  Ebene  mit 
r  Berflhrugsebene  in  {x^y^)  seien: 

r—*o  =  V^Vo  =  ?~*o 
cos  (p0      cos  ty>      cos  xo  * 

»  sich  <p09  ty0%  xo  au^  den  durch  den  Punkt  (o^z,)  gebenden 
teil  der  in  Rede  stehenden  Ebene  beziehen  mögen;  so  ist: 

^|  cos  (p0  +  |j  cos  %  +  ^  cos  xo  =0 , 
Aq  cos  o;0  -f  B0  costft,  -f  C0  cos  xo  =  0 ; 


»o: 


133)  j  co8^=C0'(^4,-^C0). 

co.xo=«o'(^Bo-^^o)- 
ich  132)  ist  aber,  wie  man  leicht  findet,  wenn  der  Kürze  wegen: 

134) 

\ *o(*i  —  j-q)  .  y0(yi  — y0)  .  i0(ii— ^) J *0 
j  jrn(jt— j0)    y0(y,  —  y0)     *o(£i-io) /  .Vo 

_  |^o(^i—^o)    yo(yi  ~ yp)  ,  *o(*i  ~zo)|  ?o 

setzt  wird  : 

^Sl  a     x  °  r   v 

c%     —  0«  °o — —  *oi » 

fsÄo  — ^^o  =  — ^01; 
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135) 

cosg>0=-Go'*oi»  co8t|>u=  — G0'F01,  coa^oi  =-GQ,Z01 
folglich : 

136)  Go'  =  :FV%fT%i+^?, 

und  demnach: 

.   f*oi  _  

137)  .  .  .  j  c^=±VV+v+V' 

wo,  wie  man  leicht  findet,  wenn  der  Kürze  wegen: 


138)  .  .    £ol=V'(x1-.ar0)«  +  (yI-yo)t  +  (^-«o), 
gesetzt  wird: 

139)  *0i*+  IV-t-Zoi1 

ist. 

Bezeichnen  wir  die  Bestimmungawinkel  der  von  dem  Po«fr 
(xoy0z0)  nach  der  Protection  (i<i  V«V)  de»  Pnnktes  («ir,»,)  F 
zogenen  Geraden  durch  <p0' ,  *0'f  Xo' ;  und  setzen  der  Kürze 


so  ist: 

also,  weil  nach  128),  129),  134),  wenn  der  Kurze  wegen  ooek: 
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A01'  =C08  0f,  — r-=    -—  L 


6V  '  Vc* 


i41)     \  *oi  =cos  ß1  — —  7—  ^  ~ 


'  =  COS  Vi  ■  y  ~.  .  ^  r— —  — 


CO  +0  +G«) 


V— yo-  /äiV  *V' 

•  Ü  T'i 


*  /  ■   u  • 


>  •  . 


""'Ol 


8t: 


.3;  nt)  h« 


_  /  Am   , 

1  -  ! 


je*  #  *oi  > 
01 


Bezeichnen  wir  jetzt  den  Winkel,  welchen  die  beiden  durch 
je  w»*el  g>0,  ^  und  o>0',  V.  bestimmten  Geraden  mit 
«nander  einschliessen ,  durch  Wol ;  so  ist  bekanntlich : 

«in  Woi  »=  (cos  <p0  cos  —  cos  ty> cos  g>0')* 
+  (cos^0cosjfo'  —  cosfo  costy/)* 
+  (cos  3f0  cos  <p0'  —  cos  <p0  cos  fc/)3 , 
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also  nach  137)  and  142)  offenbar: 

~  ^«,I+F0l«+^),» 

oder: 

y -jßr-  sin  Ifoi^  =  (  *oi ' cos qp0  —  JfOT ' cos i/;0)* 

+  (Z0,'cos^o~  F0i'cosxo)*  +  (-Xoi'cosxb— Zo/co«^. 
und  folglich,  weil 

alcos90  +  ^cosi/>0  +  cicosxo  =  ^, 

also  nach  141): 

Aoi'cOS?0+  Foi '  COS  ty0  +  3öl'cOS  Jfo 
—  COS«i  coSqp0  +  cos]?!  costyj  -f  cosy!  COSfc, 

4 

ist,  nach  einer  bekannten  algebraischen  Relation: 

=  Y01'S+  I'oi'2+  Z0|'1— (coso,  COS^o+COS/J,  cost^-J-cos^co»*,)1 
woraus  sich  nach  141)  ferner  leicht: 

143) 

—  (cos  ff|  cos  <p0  +  cos  ft  cos  ty>  -f  cos  y,  cos  fc)1. 

oder  nach  120): 
144)   (^sinWo«)4 

_  J   v  «4  +  a4  +  c*y 


{©•♦ör+öiyjieo'^flovö)-! 

—  (cos er,  cosqpo  +  cosft  cos%  -f  cosy!  cos^ 


ergiebt. 
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Nach  120)  und  137)  ist: 

145)  .  .  .  co«  a|  cos  y0  + cos  ft  cost^o  +  cos  y,  cos  Xo 

„i  <*oi  +      *  oi  +  ~Zi  Aoi 

=±  °      6   cl  —  , 

v  ©)* + (»)■ + &y  •  ^+ 

ro  nach  134): 

«• 

146)  %Xol+%Vol+$Zol 

= {  >  S  ©)' + 60' + 6)'  i 

(  j0(.r,-.r0)    yffi(y!  -y0)    fo^r-fo)  { /Vi  .  .Vo»i  ,-u'i\ 

—  +  — &—  +   c»  $Vfi8~+~s*"+7sJ 

nd : 

U7) .  .  +  F0l»  +  Z01* 


I  ^0(^1—^0)  .  yo(yi— yo)  ,       *o)i * 

%  ""L      a*       +       6«      +      5*     .  I 

Für  die  Kugel,  nämlich  für  a  =  A  =  c  =  r  ist: 


1-  — 


U4  +  ^  +  cv 


— 1  _     (^1  +  .Voyi  ±vi  )*  »lr  te^i  +yo.vi  +  vi)* 

-    (*o*+yo2+v8)(V+yi*+*i*)~  > 

erner  ist: 

a2  ^01  +  6«  '01  +  c*  A>i  —  ~«  , 

id,  weil 

oi 2  =  (*i  -  +  (yi  -  Sfo)*  +  (*i  ~  *o)a  =  2  { r*  -  fo,^  +zo2l )  j 
t,  wie  man  leicht  findet: 
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—  lJ^\r*--(xQX\+^oy\  +  *o*i)]  _  j^r* — + Mi +  vt) j1  \ 

1    r*— (jpg,  +  y„y,  +  Spt,)  r*  +  fo»ga  -j-y^  + 
"r«*  *  ^  

_  r«  —  (.rpX!  -f  ,t/oyi  -f  r0zt)* 
aUo  offenbar: 

(C08O,  CO8<p0  -f  CO8  0!  CO8t/'0  +  COSftCOSfo)* 

r4  -  (jr0jr,  +  yo^i  +  Vi)2 

■ 

Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

sin  Woiy  =  0,    sin  W0l  =  0; 

wie  es  im  Falle  der  Kugel  sein  muss. 
Es  ist  bemerkenswert ,  dass  der  für 

O' 

oben  gefundene  Ausdruck  144)  gar  nicht  von  den  Ooordimt 
Iii,  Vi ,  tT| ,  sondern  bloss  von  x0,  y0,  zQ  und  xlt  y, ,  xt;  alw 
bloss  von  der  Lage  der  Punkte  t>„.y0*f)  und  (x,yiz,)  auf  d«8 
Ellipsoid  abhängt. 

§.  22. 

Dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten  Ausdruckt 


von 


wollen  wir  jetzt  eine  andere  Form  geben. 
Nach  einem  bekannten  Satze  ist: 


/*o*i  ,  .vgl  ,  vi  Y 


Digitized  by  Google 


347 

A*o  yi    yo        ,  /yo  *i    *o  yiV  .  Ag>  ?i   *o  «iV 

\a*b*-b*a*)  +V4i'3l~"?'iy  H^^a^cy 

/*o  yi-y©         *i~ *oY 


if^p  Xl  — X°    ?9  2i  ~  xoY 
_  ^  ^0(^—^0)  ,  y0(yi—  y0)  ,  zofri— ^o) )  * b 

(       a4  o4  r4  5 


Ferner  ist : 


/^Y  1  /^°Y  1       i^i"-  go)  i  yo(yt— yp>  ■  *o(*i-*o) 

VoV  +UV  +W  +       a*  64      +  c4 


g|(*i--Tp) .  ffibfi—yo) .  *i(*i-*o) *  <  A*oY  .     Y  .  f2©  Y  £ 
^0(^  —  ^0)  ,  yoCvi— yo)  ,  *o(*i— *o)  ?  /£o*i  ,  .Mi  1  *qM 

<  a*  +  6*  +  c»  )\  a4  A4  c4  / 
C^o^j— ar0)     yo(.Vi— yo)  .  *o(*i-*)l 

» 

Car0(j,— a;0)    y0(yi-y0)    ipfri  -*o) } 
a*  +       6*  +  ?—  y 

Netzen  wir  nun: 


die  Bedeutung  von  17,  F  und  C7',  P'  aus  den  Gleichungen 
vorhergehenden  Paragraphen  tou  selbst  erhellen  wird,  und 
*en  der  Kürze  w  egeu  die  folgenden  Bezeichnungen  ein : 

23» 
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*  =©r^)MöWO" + ©'(^)* 

«.=(D'?^+©'?^S+©'?,J? 
«  -     -  ^ +©'•?•  "t* +©*•?■ 

B=(a=-.)-+(ü=i.)-+(^)% 

so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

c*U  =  Vx  z=AqB  —  BXBX , 
c*P  =  Fi  =^i; 

Vl'*=A0Al  (A0D-Cx(\y9 
nnd  daher  oach  dem  Obigen: 

wo  in  Bezug  auf  die  Grossen: 


die  GrCsfleo: 
respectiFe  von  der 

2ten,  Oten;   4ten,  2ten 
Ordnung  sind ,  so  dass  also  in  Bezug  auf  dieselben  GrSW 
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Wo,)* 

i)  der  zweiten  Ordnung  ist. 
Denken  wir  uns  nun  in  den  vorstehenden  Formeln  überall: 

setzt,  und  alle  Grossen  nach  Potenzen  und  Producten  von 

1--     1  — c     1  c 
f^a  0  c 

twickelt ;  so  wird  man  offenbar  setzen  können : 

Ut  =P*  +  P„ 
Vi   =Po'  +  Pi'; 


o  die 


p*.  Po';  «4.  <W 


i-f.  i-S 

a  0  c 

icht  abhängen,  und  in  Bezug  auf 

•ri  —  *o     V\  —yo     2|  ~  *o 

— - —  ,  — — —  , 

*  c  c  c 

espective  von  der 

2ten,  Oten;   4ten  ,  2t en 
Ordnung  sind;  die  Grossen 

/V  Pi'i   Q*>  0«' 

'ind  dagegen  in  Bezug  auf  die  Grössen 

x\  ~xo     $j-J/o     h—*o.    ,     e      .     c  c 

— ~~~  *  — - — »   —  »    I—-»    l  —  t>  *  

c  c  c  a  b  c 
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respective  von  der 

3ten,  Iten;  Sten,  3(en 
Ordouog.   Nacb  dem  Obigen  ist: 

V  £T8,n  W"J  ~  PJ  +/»,'"      +  <?,' 

wo  aber  nach  dem  Obigen  und  dem  »«hergehenden  Paragraph« 
offenbar : 


Po'  Qm 


also: 


U,  8'n       =  KW  +  p-^-QTiQt'+QT) ' 

und  daher 

in  Bezug  auf 

c  c  c  «  6  <* 

offenbar  eine  Grösse  der  dritten  Ordnung  ist.  Bezeichnen  »• 
diese  Grösse  durch  £a,  so  ist  also: 

ein  IPM)"  =  S, ,    «in  WM*  =  (^>)*  S, 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Punktes  (w,r|to,)  von  <if* 
Punkte  (^oyo^o)  durch  ^i»  ™d  dcn  Neigungswinkel  der  t« 
(jroyoXo)  nach  («iri»r,)  gezogenen  Geraden  gegen  die  Berfibroi* 
ebene  in  dem  Punkte  (a:0y0zQ)  oder  den  Homont  von  (jtfr. 
durch  t;  so  ist  offenbar: 

also : 


148)  sin  Ifoi*  =  (§$  S*seci' 


Weil 
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cos  Wot  =  1— 2eio4  Wc* 
t,  nod,  wenn  W0l  sehr  klein  ist,  näherungsweise 

sini  W01  =lein  W0l.   sini  W01*  =  (g^;)'-^«*" 
esetet  werden  kann;  so  ist: 

149)  ....  cosRrOI  =  l~2(^-y.S8seci, 

oraus  man  sieht»  dass  der  Cosinus  von  Wqi  von  der  Ein- 
eit  nur  uro  eine  Grösse  unterschieden  ist,  welche  in 
iezug  auf  die  Grossen: 

Ö7s — *  »  >  ♦     1  »     1  —  T  »     I  — -  — 

2<£0,  c  c  c  a  h  c 

on  der  fünften  Ordnung  ist. 

Ich  habe  hier  diesen  Satz,  welchen  ich  für  wichtig  halte, 
)  aller  Strenge  für  das  allgemeine  dreiaxige  Ellipsoid  zu  bewei- 
en  gesucht,  und  alle  Formeln  im  Obigen  so  weit  entwickelt, 
ass  alle  Fragen,  die  sich  bei  diesem  Gegenstande  noch  darbie- 
m  konnten,  die  ich  aber  der  Kürze  wegen  jetzt  hier  unerörtert 
isse,  ohne  Schwierigkeit  beantwortet  werden  können. 

§.  23. 

Schlussbemerkung. 

Aus  dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  bewiesenen  Satze 
rhellet  unmittelbar  Folgendes. 

Wenn  (x<&o*o)>  (xiViH)*  C2^«**)  drei  Ponkte  auf  der  Ober- 
äche  eines  beliebigen  Ellipsoids  sind,  welche  wir  der  Kürze 
regen  durch  A»,  Alt  Ja  bezeichnen  wollen,  und  in  dem  Punkte 

fo  der  Winkel  AtA0A2  geodätisch,  d.  h.  nach  dem  bei  geo- 
dätischen Operationen  gebräuchlichen,  aus  der  Geodäsie  allge- 
mein bekannten  Verfahren,  gemessen  wird;  so  ist  dieser  geodä- 
isch  gemessene  Winkel  von  dem  Winkel,  welchen  die  beiden 
on  der  Normale  des  Punktes  A0  ausgehenden  und  durch  die 
Wte  Ax ,  A%  gelegten  Ebenen  mit  einander  einscbJiessen,  oder 
l'wer  Winkel  von  jenem  geodätisch  gemessenen  Winkel  AlA0JLl, 
luter  der  Voraussetzung,  dass  die  Grössen: 
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m  C  _  C  ,  C 

Y-a>    '"ft-  l—c> 
£,  .    xv—xQ     yx  — y0     r,—  2p, 

der  Null  «ehr  nahe  kommen ,  so  dass  also  namentlich  auck  d* 
Lage  der  Punkte  Ax ,  ^,  von  der  Lage  des  Punktes  J0  af 
dem  Ellipsoid  verhältnissmassig  nur  sehr  wenig  verschieden  ist 
nur  um  Grossen  unterschieden,  die  so  klein  sind,  dass  sie  sica  j 
auch  hei  geodätischen  Operationen,  die  gewöhnlich  grosse  ge- 
nannt werden,  ohne  merklichen  Fehler  werden  vernachlässig 
lassen.    Dies  berechtigt  uns,  die  folgende  Definition  aufzustelks; 

Erklärung.  j 

Der,  wenn  A0f  Ax>  A2  drei  Punkte  auf  der  Ober- 
fläche eines  beliebigen  Ellipsoids  sind,  in  dem  Punkt» 

A0  geodätisch  gemessene  Winkel  AtA0A2  ist  der  Wie 
kel,  welchen  die  beiden  von  der  Normale  des  Punktes! 
A0   ausgebenden,    durch  die  Punkte  Ax ,  A±  gelegtesj 
Ebenen  mit  einander  einscbliessen. 

i 

Dieser  letztere  Winkel  soll  daher  auch  im  ~Folgeoden  i»nwi| 
nur  unter  dem  Winkel  AXAQA2  verstanden  werden. 

Bei  jeder  geodätischen  Operation  muss  man,  theoretisch  iej 
nomroen,  von  zwei  ihrer  Lage  auf  dem  Ellipsoid  nach  gegebenes 
Punkten  A0t  Ax  ausgehen,  welche  die  Grundlage  der  ganzen  M*> 
sung  bilden.  Nach  den  im  Obigen  ($.  17.  und  §.  19.)  entuictet 
ten  Formeln  kann  man  dann  die  Azimuthe  in  A0  nach  AY  und  ö| 
Ax  nach  Aq,  welche  wir  respective  durch  Ä0,  und  Ä,0  beieiebj 
nen  wollen,  ohne  alle  Zweideutigkeit  berechnen.  Wenn  noo  M 
ein  dritter  Punkt  des  Ellipsoids  ist,  so  wird  man  sich,  um  de>td 
Lage  zu  bestimmen,  nach  A0  und  Ax  begeben,  nnd  io  dienet] 

Punkten  die  beiden  Winkel  AXA0A2  und  Ai)Al  A2  messen,  ad 
denen  sich  dann,  wie  sogleich  in  die  Augen  fällt,  mittelste 
bekannten  Azimuthe  Sl0l  und  Sll0  die  Azimuthe  in  A0  oacb  4 
und  in  Ax  nach  A2,  die  wir  respective  durch  SZ^  and  Ä„  be- 
zeichnen  wollen,  leicht  herleiten  lassen,  wodurch  wir  nun  xm 
Kenntnis*  aller  Data  gelangt  sind,  deren  wir  bedürfen,  um  nutteM 
der  in  §.  20.  entwickelten  Formeln  die  Lage  des  Punktes  A%  ad 
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»m  Ellipsoid  bestimmen  zu  können.  Dass  man  aber  hierauf 
rner  von  den  jetzt  bekannten  Punkten  A0f  A2  und  Al%  A^  ganz 
if  dieselbe  Weise,  wie  vorher  von  A0  und  At9  ausgehen  kann, 
n  darauf  die  Bestimmung  der  Lage  neuer  Punkte  zu  gründen, 
ersteht  sich  von  selbst  und  bedarf  einer  weiteren  Erläuterung  nicht. 

Hiedurch  ist  die  ganze  Geodäsie  in  ihrem  geometrischen 
heile  vollständig  erledigt,  wobei  ich  nur  bitte,  den  Zweck  der 
'fliegenden  Abhandlung,  welcher  zunächst  ein  durchaus  theore- 
icher ist,  stets  vor  Augen  zu  behalten  und  denselben  nicht  zu 
(ersehen.  Ich  bin  aber  der  Meinung,  dass  derjenige,  welcher 
ne  Wissenschaft  von  praktischer  Natur  studirt,  sich  vor  allen 
ingen  eine  ganz  strenge,  zugleich  möglichst  allgemein  gehaltene 
eoretische  Kenntniss  derselben  verschaffen  muss,  von  einem 
tandpunkte  aus,  der  hoch  genug  ist,  um  mit  freiem  Blick  die 
nize  Wissenschaft  in  ihrer  Totalität  uberschauen  zu  können, 
as  Weitere  wird  sich  hieran  in  allen  Fällen  dann  schon  ohne 
chwierigkeit  anschliessen  lassen. 

Eine  sich  jetzt  von  selbst  aufdrängende  Frage  ist  nun  aber 
e,  wie  man  sich  die  Kenntniss  der  Lage  der  beiden  vorher 
irch  A0  und  Ax  bezeichneten  Punkte,  auf  welche  die  ganze 
wdätische  Messung  im  Allgemeinen  zu  gründen  ist,  zu  ver- 
baffen hat.  Die  Beantwortung  dieser  Frage,  welche  wenigstens 
im  Theil  gar  nicht  in  das  Gebiet  der  Geodäsie,  sondern  in  das 
ir  Astronomie  gehurt,  liegt  jedoch  für  jetzt  nicht  im  Zwecke 
eser  Abhandlung.  Entweder  kann  man  die  Lage  beider  Punkte 
o  und  At  astronomisch  bestimmen,  oder,  was  das  gewöhnlichere 
erfahren  is^  die  Lage  des  einen  astronomisch  ermitteln  und 
iraus  die  Lage  des  anderen  durch  gewisse,  wenigstens  theil- 
eise  geodätische  Operationen  ableiten,  was  weiter  zu  erläutern 
tzt  aber  gleichfalls  nicht  in  meiner  Absicht  liegt,  wenn  auch  die 
mu  erforderlichen  theoretischen  Grundlagen  sich  ganz  aus  der 
"liegenden  Abhandlung  entnehmen  lassen  wurden*). 

Zum  Schluss  will  ich  endlich  nur  noch  ganz  in  der  Kurze 
»merken,  dass,  wenn  man  bei  geodätischen  Operationen  die 
rde  wirklich  als  ein  allgemeines  dreiaxiges  Ellipsoid  betrachten 
ollte.  daraus  noch  verschiedene,  von  mir  keineswegs  über- 
ebene  und  unbeachtet  gelassene  praktische  Schwierigkeiten 
itstehen  würden,  welche,  um  theoretisch  zu  sprechen,  darin 
ten  hauptsächlichsten  Grund  haben,  dass  bei  dem  Rotations- 
Hipsoid  die  Lage  der  beiden  auf  einander  senkrechten  Axen  der 


*)  M.  a.  die  Note  auf  S.  330. 
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x  und  y  in  der  auf  der  Rotations-  Axe  im  Mittelpunkte  des  EU"t&- 
soids  senkrecht  stehenden  Ebene  eine  an  sich  ganz  willkür- 
liche ist,  wogegen  in  der  im  Obigen  überall  an  Grunde  liegendes 
Gleichung 


des  allgemeinen  dreiazigen  Ellipsoids  die  Lage  der  drei  Axa 
eine  ganz  bestimmte  ist,  über  die  sich  in  keiner  Weise  willkibr 
lieb  verfügen  lä'sst.  Das  Weitere  hierüber  gebort  aber  nicht  b 
diese  vorzugsweise  einen  allgemeinen  theoretischen  Zweck  t«- 
folgende,  und  aus  diesem  Gesichtspunkte  zunächst  zu  beorthet* 
lende  Abhandlung,  in  der  ich  namentlich  die  verschiedenen  mwi 
würdigen  analytischen  Ausdrücke  und  allgemeinen  Sätze,  besondea 
auch  im  Betreff  der  grüssten  und  kleinsten  Krümmungsbalbmessr' 
der  arithmetischen  Mittel  zwischen  allen  Krümmungshalbmesser! 
und  allen  reeiproken  Krümmungshalbmessern  der  Normalscboiti 
der  Entwickelung  und  Feststellung  des  eigentlichen  Begriffs  eine* 
geodätisch  gemessenen  Winkels,  u.  s.  w.  nicht  unbeachtet  n 
lassen  bitte. 
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Ueber  bestimmte  Integrale. 

(Fortsetzung  von  Thl.  XXXIX.  Nr.  XXX.) 

riV.rsf,   « "   ,  ... ^LTni^itMiHi^i/ A   ßrt'frMrmfc'Ml  nr  <hk  üa^xi 

,  Herrn  Dr.  £.  O ettinger,  ^  1   ^  \u;«it 

«•herzoglich  Badiscbem  Hofrath©  and  ordentlichem  Professor  der 
Mathematik  an  der  Universität  in  Freibarg  i.  B. 


IV. 


5.  46. 

« 

In  der  folgenden  Untersuchung  gehen  wir  von  folgenden  zwei 
annten  Sätzen  aus: 

i) 

2) 

1  ersten  hat  Euler  (Integr.  Rechn.  Bd.  IV.  S.162)  auf- 
teilt. Der  zweite  läset  sieb  leicht  durch  die  bekannte  Inte* 
ioosmethode  entwickeln  und  findet  sich  unter  andern  auch  in 

heil  XL»  24 
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Theorie  der  analytischen  Fakultäten  §.33.S.l7fc 
Er  ist  hier  in  der  Form  aufgestellt,  die  sich  am  bequemsten  rat 
Anwendung  eignet. 

Setst  man  r  statt  p  und  statt  n  in  Nr. i)  und  fck 

T 

diese  in  Nr.  1)  ein,  so  erhält  man : 

3) 

Die  Grossen  m,  g  und  r  sind  von  einander  unabhängig.  Bris? 
man  sie  in  bestimmten  Zusammenhang,  so  führen  sie  m  ene 
Reihe  neuer  Sätze  und'Anwendungen.  Die  Gleichung  Nr.  3)5* 
sich  in  eine  zur  Anwendung  bequemere  Form  bringen.  Schrakt 
man  rm+p  statt  m,  so  geht  sie  in  folgende  Ober 


Trennt  man  die  Fakultäten  mit  gebrochenen  Exponenten»  * 
entsteht: 

I »  =  ^ '  \i  +E±£=T)- . » =  i*F ' 1 0» + * " 

Ffihrt  man  diese  Wertbe  ein,  so  geht  die  vorstehende  Gleich 
in  folgende  über: 


i  9^1 


("»  +p) .  (p  +  »)-"•  1^  " 
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Hierin  kann  p  die  Werthe  I,  2,  3....r  durchlaufen.  Wird 
=r,  so  geht  obige  Gleichung  in  eine  einfachere  Form  «her  und 
n  erhält: 


«ZT,! 
Jm+lH    ]  r  M 


(rm-f-r).l  o 


Stoeat  man  nun  1  r  11  au8  Zähler  und  Nenner  aus,  so  entsteht : 

5) 

o 

-       q~+*\rj  xr-\ 


Euler  hat  sich  a.  a.  O,  mit  Auffindung  der  hierher  gehörigen 
ze  beschäftigt,  wurde  aber  häufig  auf  transcendente  Grossen 
Ihrt,  die  ihm  nicht  darstellbar  waren,  weswegen  er  die  weitere 
chfimrung  dieses  Gegenstandes  unterliess.    Die  Fortschritte 

Wissenschaft  haben  diese  Schranke  entfernt.  Die  Untersu- 
ng  dieser  Integrale  soll  daher  hier  fortgeführt  werden,  wo 

Euler  verlassen  hat. 

In  diesen  Gleichungen  erscheint  das  Binomiiim  mit  einem 
rochenen  Exponenten.  Diese  Beschränkung  lässt  sich  leicht 
ernen,  wenn  man  (q  +  l)r  statt*  9  setzt.  Die  Gleichung  Nr.  3) 
t  dann  in  folgende  über: 

I 

1  ist: 

s 

24* 
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1  g«- lfryr+r— 1),. 


~~  +  ^  .  •  o_"i" •  •  •  • 


Durch  Einführung  dieses  Werthes  entsteht  nach  den  nothi^ 
Reductionen: 

6) 

/m  rfl'  /II         *  _L\ 


§.  47. 

Diese  Gleichungen  lassen  eine  Menge  Anwendungen  io.  Ai 
einfachsten  ergeben  sich  die  aus  Nr.  6)  §.  46. .  von  deoen  « 
einige  hervorbeben.   Setzt  man  r  =  1,  2,  3....,  so  erhält  n» 

i) 

o 

/l  27  1*     /I  1  1  \ 

/»  „  3?l 3    /l         1  1  \ 

o 

U.  8.  W. 

Fflrmsl  und  r  =  1,  2,  3  entsteht: 

2) 

r  (i^),ig^x=--^1(i+4+4+....Ti-) 

;  1  C(l,2,....y+1)« 

-  9+r   1.2.3....?  • 
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- 

\i-^).ig^=-^(i+^+^+....-1-1). 

U.  8.  IV. 

»  der  ersten  Form  von  Nr. 2)  ergeben  «ich  folgende  Integrale: 

3) 


Pl  3 

J    (1— *)\$xdx  =  —  j» 

/1  U 
(1 — #)*lga:d.T:=  —  jg  , 

/*  25 
( 1 — x)*  \gxdx  = — , 


n.  e.  w. 


it  man  m  =  2,  7  =  0,  1,  2» ....  in  der  ersten  Form  von  Nr.  1), 
ergeben  sich  folgende: 

4) 


/    xlgar&r  =  —  ^ » 

/>  5 
—  x)\gxdx  =— jgf 

o 

/1  77 
*(1  —  x)*\gxdx  =  —  J2Ö0 ' 

o 

/1  29 
—  x)*\gxdx  —  ~  ggf) ' 


u.  s.  w. 
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Eine  andere  als  die  in  Nr.  6)  §.46.  erhaltene  Darstellung  t* 
kommt  man  für  die  Auswertburtg  der  hier  aufgestellten  Integrale 
aus  §.  21.  Nr.  1)  und  2),  wenn  man  dort  r  =  1,  m  statt  p9  r  shtr 
q  und  g  statt  n  schreibt.    Es  entsteht: 

=  <-)v+l.^f.-L, 

wenn  r  die  Zunahme  des  Unterschiedes  bedeutet.  Der  Knbfc 
dieser  Gleichung  und  der  in  Nr.  6)  §.  46.  angegebenen  ist  derseik 
wie  man  sich  leicht  aus  der  Vergleichupg  einzelner  Fälle  über 
zeugen  kann.   Diese  Vergleichung  fuhrt  zu  folgender  bemerket* 

'werthen  Beziehung  zwischen  dem  Unterschiede  von  und 
Gliedern  der  harmonischen  Reihe  bei  der  Zunahme  r: 

6) 

.^  m2-mt  (JJ1 + r)2  +  (m ^ 2p)2 .... (m + ^ 


~~  mf+M'Aro     m  _|.r  +m-f  2r+*  "m+qr) 


m 

Zugleich  zeigt  sich  hieraus,  dass  die  Gleichung  Nr.  6)  §.  46.  ff 
Werthberechuung  der  fraglichen  Integrale  viel  bequemer  ist.  * 
die  Gleichung  Nr.  5)  dieses  Paragraphen. 


S-  48. 

■ 

Die  in  §.  46.  aufgestellten  Gleichungen  führen  Ig*  nur  «  * 
ersten  Potenz,  während  die  in  }.  21.  angegebenen  lga:  in  den  b 
hern  Potenzen  führen.  Diese  Beschränkung  und  die  vorhin  r 
machte  Bemerkung  veranlasst,  die  in  §.  46.  aufgestellten  lotest 
auch  auf  die  hohem  Potenzen  von  Igx  auszudehnen.  Dm* 
Zweck  erreicht  man  auf  folgende  Weise. 

Setzt  man,  da  es  sieb  vorerst  um  das  Biuomium  mit  ein» 
ganzen  Exponenten  handelt,  (y+l)r  statt  r  in  Nr.  1)  §.4a.  * 
entsteht: 
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1) 

J*  x*—\\  -xr)i\%xBx- 

eont  man  nun  die  Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  und  schreibt 
r  Kürze  wegen: 

J*  x~-H\  —  xr)*Bx  =  X , 

ii 

-  3) 

l 

4) 

^  x»-l(l—xr)i\gxdx=s  Mi 


hat  man  aus  Nr.  1): 

*) 

rd  nun  der  Ausdrnck  M  nach  m  differenzirt  und  durch  dm 
heilt,  so  ergeben  sich  folgende  Formen: 

6) 

(5m?  =V  l(l-«rWlg*)*^  I, 

o 


o  * 

Wird  auch  die  Gleichung  Nr.  2)  nach  m  differenzirt,  so  er- 
man  folgende  Resultate: 
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7) 


dX 

3m 


3*X  /*» 

Au«  Nr.  6)  und  ?)  erhält  man: 

8) 

a— Mf  _  a»* 

(am)»-1*"  (81»)-' 

Hieraus  und  aus  Nr. 5)  folgt: 

9) 

Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  aus  Nr.  1)  und  5)  und  der 
Form  von  Nr.  7)  ableiten. 

Wird  nun  auch  die  Gleichung  Nr.  5)  wiederholt  nach  m  & 
ferenzirt,  so  ergiebt  sich: 

öj#__  &x  y  £  a  y 

dm         am  8m ' 

dX 

und  hieraus,  wenn  der  Werth  für        aus  Nr.  9)  eingeführt 

10) 

SM      /**  dY 
j±  =  /  Kl -*Wg *)2är  =  *(  F«  - 

JVird  nun  bei  fortgesetzter  Differenziation  nach  m  jeweils  •* 
Werth  für  aus  Nr.  9)  eingeführt,  so  oft  er  erscheint.  «• r 
geben  sich  folgende  Darstellungen: 
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H) 

*jV     Pl  F8-F  8*Y 

o 

-rrw   fiI^F     F3«F    SF.3F  8»F. 

°  „„,     f»8f . ,„  r«a*r .  lg  raF.ar 
=  -iTr»-io-s;r+iow  +  i5-w- 

F8»F     ftF8F.8*F  8«F 
5  (3m)»    ,U    Ol»)»  +(8m)*l' 

(^=y  *— Ki-*o*(ig*)8a* 

F3F.82F    „8F.8F.8F  .  a  F8«F 
_öü    (8m)»    "~       (8m)»  +ö(8m)« 

llt8F.8»F  ,  in8*F.8»F  8»F, 
+  15l8m)*"  +  ,0~(8m)*       (8m)»' ' 

U.  8.  W. 

Das  Gesetz,  welches  diesen  Gebilden  zu  Grunde  liegt,  ist 
t  einigen  Abänderungen  dasselbe,  welches  von  der  Darstellung 
r  höhern  Differenziale  der  Functionen  von  Functionen  gilt,  und 
liebes  ich  in  einer  Abhandlung  hierüber  (Freiburg  1846)  entwickelt 
be.  Die  in  den  Klammern  eingeschlossenen  Glieder  sind  aus 
o  Potenzen  und  den  Differenzialen  von  Y  zusammengesetzt 
e  bilden  die  Gruppen  der  Verbindungen  mit  Wiederholungen 
8  so  viel  Elementen,  als  der  Exponent  von  Ig x  angibt,  und 

der  gleichen  Summen  und  zwar  aus  so  viel  Gassen,  als  die- 
r  Exponent  Einheiten  enthält. 

Sollen  nun  die  Glieder  des  Integrals,  welches  (lga:)a  führt, 
bildet  werden,  so  hat  mau  die  Gruppen  der  Verbindungen  mit 
iederholungen  zur  Summe  6  aus  der  6ten,  Öten,  4ten,  3teo, 
lten  Classe  aus  sechs  Elementen  zu  bilden.    Sie  sind: 
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12) 

C(j6:  al9  a^, ....  aö)0  =    0,^ 0,^0, , 

(7(j6;  «i,  a*,  ....aft)4  =  a^a,^ 

C(f6;  a1(  a*,  ....<%)•  =  a,a,a4 

a,a2aj 
ata2a2, 

<V>4 
«i«s. 

a°F  ar 

Das  Clement  at   deutet   auf  r  =  ß^y>  '*    <h,  auf       ;    a,  uf 

a»F       f  a»F         a*F       .  a*r    .     .  _ 

Stellung  Nr.  11)  erhält  man  daher  aur  Bestimmung  von 


folgende  in  der  Klammer  erscheinende  Glieder: 

13) 

r\dr    F»a*F    rar.ar    r*d*r  rdr.&r 


dnT'     (5m>  '       (am)*     1     (am)«  '  ~(3n7)» 

aF.ar.ar    fs*f  ara»F   a»F.a»r  a»r 


(8m)»     *     (am)*'     (öm)*  '      (dm)*  '  (dm)*' 

Dasselbe  gilt  bei  jedem  andern  Exponenten  von  Igx. 

Das  Gesetz,  wornach  die  Vorzählen  dieser  Glieder  so  bilde*1 
sind,  hängt  von  den  Exponenten  von  F  und  denen  der  Differen- 
ziale  ab.  Die  gemeinschaftliche  Vorzahl  aller  Glieder  ist  die  * 
hielte  um  1  steigende  Fakultät  von  1  als  der  Exponent  von  Ig* 
Einheiten  enthält  Im  vorliegenden  Falle  ist  diese  1.2. 3. ...6 
=  6<H-». 

Diese  Fakultät  muss  durch  die  so  vielte  FaktorieJle  von jj 
getheilt  werden  als  der  Exponent  von   F  anzeigt,  ferner  dnr<t 
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aktoriellen  von  1,  die  einen  Faktor  mehr  haben  als  der  Expo- 
?nt  des  Differenzials  oder  der  Differenziale  von  Y  anzeigt.  Körn- 
en gleiche  Differenzial •  Exponenten  vor,  so  muss  noch  eine 
aktorielle  vou  so  viel  Factoren  zutreten,  als  gleiche  Exponenten 
»rhanden  sind. 

Die  Zeichen  der  Glieder  richten  sich  nach  dem,  oder  den 
zponenten  der  Differenziale.  Jede  Einheit  deutet  auf  ein  nega- 
res  Zeichen.  Hiernach  erhalten  die  Glieder  in  Nr.  13)  folgende 
orzablen  und  Zeichen: 

14) 

6^-i         6«»-'     Y*BY      6«»-»  Y*B*Y 
l*\r*  — 1*1        *•   8m  +l»|i.l»|i-  (8m)* 

pei-j  Y*dY.dY      6«»-»  F48»_F 

Hi».Hi».HI».Hf»'    (am)«  ~HI».Hl»*78m)s 

6«i-»    YbY&Y         6«»-»  ar.aF.ar 

l*i».Hl  l*    (8m)»       1*1 ».Hl  '.Hl  ».H»» "  (am)» 

6<h_-i  yb*y     6«i-»    ar.a»F       6«!-»  PY.PY 

Hl»  "  (8m)*  +  Hl  ».Hl»*  (8m)*  +  Hl  ».Hl  ».Hl  »'  (8m)* 

■ 

66i-»  8«F 

16M  •(ämT** 

I  allen  Gliedern  tritt  X  in  Verbindung.    Diese  Darstellung  fällt 
der  in  Nr.  11)  gegebenen  zusammen. 

Nach  §.46.  ist: 

■ 

Y=J  — i>-i — ** 

O 

m     m-fr    m  -f  2r        m  +  qr  °m-\-ur 
Taus  erhält  man  durch  wiederholte  Differenziation  nach  m: 

15) 

P  1   1  9  1 
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ö"F      /**  1        „  «  1 


§.  49. 

Bei  Auffindung  der  in  j.  48.  aufgestellten  Gleichungen  mirc* 
Nr.  6)  j.  46.  zu  Grunde  gelegt,  worin  der  Exponent  de«  Binomum- 
(1— eine  ganze  Zahl  ist.    Säramtlicbe  Gleichungen  gelte« 
jedoch  auch,  wenn  der  Exponent  eine  gebrochene  Zahl  ist, 
man  hat  im  Falle  der  Anwendug  (ur  X  und  Y  die  entspreche 
den  Werthe  aus  Nr.  1),  3),  4)  und  5)  §.  46.  einzuführen. 

Setzt  man  nun  die  in  15)  §.  48.  aufgefundenen  Werts«  1 
Nr.  11)  und  12)  ein  und  bemerkt,  das*  nach  §.  46. 


ist,  so  erhalt  man  sofort: 

1) 


J*1  xm~l(\  —  xr)<i\gxdx 


_      r,|r   jf  1 


(Ig  *)*9* 


H  l r  *     1  9  1 


a^-H>—  *Of(lg*)% 


r*lr        «1  »    1  9      1  ?  1 
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I 


x—Hl — «O'Og  x)*dx 


u.  s.  tv. 


iesen  Darstellungen  zur  Seite  steht  die  aus  Nr.  1)  j.  21.  geoom- 
ene  Gleichung: 

2) 

j*  *  s—H!  —  af)*  (Ig  ar)«aor 

1  W»*1    (m+r)-+i^(«+2r)»+I   "M  '  (m+or)»+y 

(— )f+«.  l»l  i.^7. -JL, 

i  der  Zunahme  r.  Die  in  Nr.  1)  und  2)  gegebenen  Darstellon- 
o  ergänzen  und  unterstützen  sich  gegenseitig.  Ffir  grossere 
wird  sich  Nr.  2)  bequemer  benutzen  lassen.  Für  kleinere  n 
irden  die  Gleichungen  in  Nr.  1)  fördernder  sein.  So  ergeben 
;h,  wenn  m  =  1 ,  r  =  l,  q  =  0,  1,  2,  ....  gesetzt  wird,  folgende 
tegrale  aus  der  zweiten  Form  von  Nr.  1): 

3) 

=  2. 


y 1  (ig*)*a* 

o 
o 

1 

f 1  (1  —  x)»(igx)«ax  =  ~§ , 

- 


12019 


u.  s.  w. 
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während  sich  diese  Werthe  aus  Nr.  2)  mit  mehr  Mühe 
lassen. 


Da  die  Gleichungen  Nr.  1)  und  2)  den  gleichen  Inhalt  haben 
entnehmen  sich  hieraus  folgende  bemerkenswerthe  Beiiehuoeer 

4) 

?  1 

=  1.2.2:0(— )u.(q)u7— t  xi' 

r*,r    17  ~*       *      >.,oJ       *  1  1  1 

=  (-)U.2.3Ji^  =  1.2.32^^^ 

U.  8.  W. 

Eine  besondere  Gruppe  von  Integralen  leitet  sich  aus  den  obo 
Nr.  I)  und  2)  gegebenen  Gleichungen  ab,  wenn  man  wir  statt  « 
schreibt.    Dann  ist: 

5) 

A  =7    *"-»<!  ~**)idx  =  ^rpqTTi  =  r.mH-»l' ' 

«) 

^(mr+wr"    0(»  +  »)'' 
nod  man  erhält  ans  Nr.  1) : 

7) 

«~-"(l-*0flg«8«  =-;35ffIir 

f '  «»—1(1  -*0»<lg*)»8*  =  -  f4J^|,  x  1(4^^» 

«1      r     l          t    1  , 


I»    B.  VW, 
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os  Nr.  2)  wird: 

8) 

f  *™-*(I-;r')«(lg;r)"a* 

o 

1    '    ^*^-^LfI•"+•    *  (m +1)»+» +(^T2)^+i~-  J- 

♦ 

Btit  man  in  der  ersten  Form  von  Nr.  7)  r  =  2,  m  =  1 ,  g  =  0, 
2,  — ,  so  ergeben  sich  folgende  Integrale: 


9) 


xlgxdx 
x{\—x*)\%xdx 


1 

T 
1  3 

4.  rv 


'\(\-x*y*\%xdx=-±§.*lt 

* 


Für  r  =  3,  m=l  wird: 

10) 

Fflr  r  =  2,  m  =  2  entsteht: 

u.  s.  w. 

Setet  man  r  =  2,  w  =  l,  so  ergeben  sich  aus  der  zweiten 
>"n  von  Nr.  7) : 
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12) 

/i  1 
x(lg*)*dx  .  =4» 

Q 

f  *(l-*»)(lg*)»a*  =0-§. 

O 

/i  1  85 

x(l  (lg*)»fcr  =  §73  •  ß ' 

o 

/«  1  415 

o 

/l  12019 
*(1  -**)Mlg*)^  =  O'l8Ö0  ' 
u 

/«  1  13489 

x(l  -      (Ig         =  0  .  Tg5g  » 

■ 


U.  8. 


Diese  Darstellungen  lassen  sich,  wie  man  sieht,  leicht 
fortführen.  Doch  verfolgen  wir  dieselben  nicht  weiter, 
wenden  uns  zu  einer  neuen,  wichtigern  und  nicht  weniger  reni 
haltigen  Gruppe  von  Integralen,  nämlich  zu  solchen,  welche  im- 
tionale  Formen  enthalten. 

§.  50. 

Die  Darstellung  der  nun  in  Frage  kommenden  Integrale  he 
ruht  hauptsächlich  auf  Fakultäten  mit  gebrochenen  Exponeatc' 
Wir  schicken  daher  einige  Reductions-  Formeln  derselben  vonc- 
die  im  Folgenden  zur  Anwendung  kommen  werden,  um  kten* 
verweisen  zu  können: 

1) 

1»  =-1   *  , 

*> 

l-='»=_'!L.i1-='i, 

m  — n 
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3) 

1   m  m 


m — n ' 


lm  n 


S) 

1="=  "»    .  , 

74  j  2 

Tit  Sin  —  TT  •  1  * 
III 

6) 


j—  £  1 1  n.n 


n  > 


m  Sin  —  7t.  1  m 


7) 


Sin-»' 


8) 
9) 


l*11  i1-^»1^  (m"~ w)n  n 

771.771       0.  II 

Nin-  71 


,-5u 


1  = 


n 


j 


sm%.r,+=" 

771 

Ii  eil  XL.  25 
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11) 


Sin%.r«!1 
12) 

j£  1 1  _  (m  -  n)»  * 

13) 


Sin  -7i .  IÄ 


Dies«  Gleichungen  finden  sich  in  meiner  Theorie  der  Fahls 
ten  §.22.  und  26.  entwickelt,  wohin  wir  wegen  ihrer  Begrißdü' 
▼erweisen. 

§.  61. 

Setzt  man  r  =  2,  o  =  3  in  Nr.  4)  §.46.,  so  entsteht: 

o 

(2ro-fp)(3  +  p)»«l*.l  * 


Nun  ist: 


•"2m-r-p  +  I+*f  1+* 
Setzt  man  p  =  1  und  dann  p  =  2  und  fuhrt  die  Werthe  fär  & 

und  ^       )-f  *     aus  9)  und  10)  §.i« 

Nr.lj  ein,  und  bemerkt,  dass  nach  Nr.  9)  §L50.,  ItiMI'1^ 
ist»  so  erhält  man  hiedurch  Und  mit  Rücksicht  auf  Nr.  5)  j.* 
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Dlgende  zwei  Integral  formen,  wenn  die  nöthigen  Reduetfonen 
«macht  werden: 

O 

2.  2-H-H  2  |_2ro  +  2  +  'S2— t1  —*+*—— •  —  £S> J 

1.3.5....(2m— l)?r  /    1  «„, 
-  ~  2.2.4.6....(2m  +  2)  V&TST f*2-  *i  M     «7 ' 

4> 

2«i»  /    1  1  \ 

»  . 

2.4.6...  .2//*     /    1        ,  ft    ««ftm+i,  x„  ,1\ 
=  -1.3.5. ■..(•>,n  +  3)fc+^"-|82  +  ^  (-^V 

lieraos  ergeben  sieb  für  m  =  0,  1,  2,         folgende  Integrale: 

f  '  >TT^x~*lgxdx    =  -  j (i+  Ig2), 

«• 

«» 

J  1  ^VT^^IgÄÄr  =  -  4) » 

/1   2  31 

**lg*a*  =-,5(-lg2  +  30) . 
o 

/'  ^vrr::F2iga:a^=-^(ig2-I2), 

y     ^VT^-^lg^rri-J^^^  +  j^), 
o 

/i    5tc  ^  5Ü 

X6  VT^Ig =  -  ^  (Ig 2  -  |5q)  , 
o 

V-i       r  „  7»,,  a  449 

/    *«V^  l-x»lgjrax=  —  5I2O82— gjO>' 


U.  8.  W. 

25* 


Digitized 


374  OetHnger:  Veber  bestimmte  tntegraie 

Setzt  man  r  =  2,  q  =  5,  so  erhält  man  aus  Nr.  4)  {.46: 

o 


(2m+p)(5+p)-l».l  »  1 
Man  hat: 

Führt  man  nun  die  oben  angegebenen  Werthe  der  angezeigte 
Integrale  für  p  =  1,  und  p  =  2  wie  oben  ein,  bemerkt,  d*a 
ltHiisslftl1.}  ist,  so  erhält  man  nach  den  erforderliche»  B* 
ductionen  und  aus  Nr.  5)  §.  46.,  wenn  p  =  2  geseUt  wird,  folgei« 
Integralformen  : 

6) 

f  ***(!  — x*)l\gxdx 


2.2*+*  I 

3. 1.3....  (2m— 1)» 


2. 2.4....  (2m +  4) 

7) 

fl  x*f*V(l—  x*)i\gxdx 

3.2*1* 


—     l-M-3 1 * 


(^+2mi+3-|82  +  1-*  +  *-  •  -+2mTl) 
2.4.6... .2m     /    1  1        ,  ö     ^»m44.  , 


Hieraas  leiten  eich  folgende  Integrale  ab: 

8) 
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jf '  »^(T^x^lgxdx  =  _  •  (_  |g2  +  ?J) , 

/,*»VCnriS)»ig^x=-|(ig2-1i,,  . 

/  **V(u:^iga;aar=-^(ig2-^). 
f  l  W(T=^iig«a.=-^(_ig8+jg,. 


U.  8.  W. 


»iese  Darstellungen  lassen  sieb  leiebt  weiter  fortführen.  Wird  • 
=  7  gesetzt,  so  erbält  man: 

9) 

1  11  a»  I\ 

~  2.2»+»l»  V2m+6  +  2^H  +  2m+2+l82-'S,  {~^~lü) ' 

10) 

2o*  +  3 

stet  map  statt  7,  so  erbSIt  man  allgemein: 

II) 

J    **"(1  -*•)«+»  Ig  xdx 

O 

lt+»l«.l-l*„r|  /        1  1  1  V 
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12) 

*  «i 

£m|9  1  11 

=  ~~  (2o  -f  3)«*H  1 *  t~"lg2  +  2*1+9  +  3  +  'ImTqTl + 

■ 

§.  52. 

Setzt  man  q  =  4,  r     3  in  Nr.  4)  {.46.,  so  entsebt: 


(3m+p)(4  +  p)«l».l  » 


Es  ist: 


-  ^ 


~  3m  +  p+l+«(  1+x+jr»' 
Wird   nun  »=  1,  2,  3  in  beiden  Gleichungen  gesetzt,  so 
man  die  Werthe  der  Integrale  J     \  +  x  +  x*>  J  jT+7+/ 

fX  *******  aus  Nr  4)  §  iö  in  Nr.  i)  einzuführen.  BMor/ 
1  4-    +  x* 

und  mit  Rückaicbt  auf  Nr.  5)  §.  46.  erhält  man  naoh  dca 
gen  Reductionen  folgende  drei  Integralformen : 

o 

l«i*.l*i».l*i»r  *   ....  .         1  t 

-(l+i+f  +  .-'^l 
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16 . 1»  1  *nß    r  -n  11 
343.5-l»(llU)«L^+*+i  +  "-5ra+Sr+5 

-(■+»+♦  +  ....5535)]. 
1  * 1 1  =       j, ! ,  nach  Nr.  12)  j.  50.  ist. 

5"l».Hl*.ltl»r  *  11 

— (3Srr^TrliM-6^+Ki+i  +  -"-+^r1) 

■ 

* 

4 .  5m  l  »ff  x  11 

»  1  ».  III  >  =        nach  j.  50.  Nr.  «t.  ist. 

I 

© 

-  4=+rr»[-4,*3-6T3+ 1  + i+l +•  •  37nTi + Sm~+i 

m 

;raue  leiten  sich  folgende  Integrale  ab: 

/'  AVi — i.   &         Uli.  1*11/  7t  \ 
>f\-x*\%xdx    =  ITTx — CST^3  +  V 

o 
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x*S[\-x*Hx*x  =  5.H11  V3V3-3V 

_         16«*      /  *  10\ 
—  ""5.243(1*1  >)«V3V3  3/ 

o 

O 

/*i     •   1*1        i/  ä  17\ 

J    x*ST\-x*\gxdx=-  10  ,t|1  ^3^3-40^ 

_J6ä»_/_*  17\ 

-""10.243(1*1  i)»V3v3  407' 

/»      •   10«         0      *  4 

j:*  V  1  —  x*\gxdx  =s  -243v3(i,g  ~"  6V3  "  45} ' 

o 

/1     3   q  /139  7t  \ 

*^a=Pi«*a»  =  -i4ö(i4ö-i,g3_6v3; ' 

o 

/»      a   7.1*11.1*1  \f  n  1409\ 

«•Vl-x»  Ig  xdx  =  -   no.iti  1  ^3v3^3080y 

7.16*»      f  jt  \W\ 

-  "110. 243(1*  H)»Uv3  3080A 

U.  8.  W. 

Hierin  ist: 

1*11  =  0,8029795116,   1*1 1  =  0,9027452928, 
lg  1*  1 1  =  0,95084149459460  - 1 ,     Ig  1*  • 1  =  0,955565 23262854 - 1 

Setzt  man  r  =  3,  9  =  6  in  Nr.  4)  §.  46.,  so  entsteht: 

Jj*%  a^m+P-i(l— x*fl\gaüx 

_     (3+p)«»»».!*11.!*»  i      Cx  m9ml9  ,  **-] 
(3m  +  p)(5  +  p)' 

Hier  tot: 


■l».J»'  .»M      /»•  ^*rJ  to. 

+  p)-l».l  »  '  ° 
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/'         $Et**  =/'  *****  + 

o  o 

~3m+2+pV     l  +  x  +  x*Cx+J    l+ar  +  ar*^' 

o  u 

ietzt  man  in  diesen  zwei  Gleichungen  p  =  l,  %  3,  so  bat  man 
>lgende  Integrale: 

1+*+*» +/    l+*  +  **;  J  V     1+x  +  ar* 

o  o  o 

nd 

/*  x*»**Bx       Pl  x*»+*dx 
\+x  +  x*+J    l-far  +  tf* 

o  o 

js  Nr.  4)  §.  16.  einzuführen. 

Hiedorch  und  mit  Rücksicht  auf  Nr.  5)  §.  46.  ergeben  sieb 
ich  den  erforderlichen  Reductionen  folgende  drei  Integral  formen : 

7) 

J*  x9m(l — x*)*\gxdx 

o 

4n»l*.lHM*ii  n      '       4        1        I  . 

:  (3m  +  l)6»T5-ti|g3+gv3  +  *(1  +  *+- "•S  +  S+l* 

4.1ml*ft  .11 

:  ~~  3~.3"+»  l"V3  f*1*3  +  6V3"1"**1  +  i+ *  m  + 

-(1  +  4+1+.. ..g^zg)]. 

y  x'-+»(l-*»)»lgarSa: 

O 

—  (3m  +  2j4»+»i».lH»^— 5v3+I  +  «+--3n»+l+a»  +  4 

16.8-1».»«  *  1     ,  1 

:  ~  81(3ra  +  2)4»+»  i ».(» I  «)• l— 3v3 + 1  +* +  —  •  Jm+l  +  3m  +  4 

-(4+i+.5~i)]. 
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9) 

3*1»  n  11 


Hieraus  leiten  sich  folgende  lotegrale  ab: 

10) 

» 

/'  3  III 1  151 1  x 

ar(I  —xtylgxdx  =--'8.itli     (-gya  +  S) 
* 


2*«  n 


o 

-*«)IIg*a*  =*- 5^73 (i«g3 +6^3-*). 

O 

o 
o 

*«(I-*»)»lg;rar  =  -  243^3 ( 4 1 «  3  +  3y3  ~  äß*  * 

/l  „  2*1*  7C  111 


/     x*(l  -aty\g*ßx  =  -  ggj  (—  4lg3  +  jjg)  • 

o 

U.  8.  W. 

Nach  diesem  Vorgänge  lassen  sich  anch  die  Integrale: 
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o 

u.  s.  w. 


rstellen.  Sie  führen  auf  ähnliche  Gebilde,  wie  die  hier  an- 
gebenen. 

§.  53. 

Setzt  man  r  =  4,  925:6  in  Nr.  4)  §.46.,  so  entsteht  : 

/*  x*»+?-*(l  —  x*)k\gxBx 
■ 

(4-|.^)n.l4#14'-.U|l 

— — —     '  *   _  ■  n  • 

(4fn  +  p)(6+p)»l 
1  ist  ferner: 


2) 


/l   1  /»t  1 

-^ny  3x=y  x*-+p-  h*» + r+^*>a* 

-  4m+/H-2  V 

»ehrt  ;>t>,i'jv'i"l         •i'nljiHM  <i 

ird  p=l,  2,  3,  4  in  Nr.  1)  und  2)  gesetzt,  so  hat  man  aus 
.  6)  §.  9.  folgende  Integrale : 

/» x*"dx      fl  x*»+ldx      Pl  x**»+*dx      Px  x*~+3dz 
ir^'  J   T+**~'  J     lT*r-  J  T+xT 
00  o  o 

Nr.  1)  und  2)  einzuführen.  Hindurch  und  mit  Rücksicht  auf 
.  5)  §.  46.  erhält  man  nach  den  erforderlichen  Reduktionen  fol- 
nde  vier  Integralformen: 

3)  ,  . 


J*  x*»V\-x*\%xdx 


5«l«.ltl».liM 


(4Äi  +  l)7"l4.l«i1L4m  +  3  + 4~(1~*  +  *~" ""im^VJ 
3.1""4.^V2gr    1       n    „    ...  1  ri 
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da  1H  1  =  jj>-^fi  nach  Nr.  12)  j.  50.  ist. 

4) 

o 

y° '  **»f *  V f^*5  Ig  xdx 

_  27-M.HIi.lIi»  r  1  *.,_,.,  .J_l 
 (4m^-3)S»-l♦.li+lnL4m^■5-4+,    *  +  *-••  +4«+lJ 

3™  I  ♦.  «V2t 


8.1"H-*I*(1*I 


da  I»  I  >  =  ]|4»Ti  nach  Nr"  12>  8- W-  tet 

«) 

=  -2^T.[iÄ6-*,82  +  «,-*  +  *-- -+5ST1»} 
Hieraus  ergeben  eich  folgende  Integrale: 

7) 

o 
o 


<> 


x»Vl-^lg*8*  =-i«-*lg2), 


/'    • »/-! — q  3*V2«    /*  H\ 

*«Vl-**lg«te  =-32.7.(1,lT)t^4-2iy 
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»»      r   _  wV2»    /    n  44 

»'         — Q  15*1/2*  (n     731  \ 

^Vl-**lg*0*  = -32. 77.(1?  M)<  4  "1155,/' 

»»   ?7tV2*    ,    *  .  3734^ 

*loy  1  -  ^&  *a* = - oro  Ii? ( ~  4 + m$ 9 

•»        .   4  389 

^"VT^*lg^=-.T5g(-ilg2+giQ), 

n.  s.  w. 

er  in  ist: 

Ii  I »  =  0,9064024769 ,   H  l  *  as  0,9190625259, 
;  1 1 1 1  =  0,96334505887435 -1,   Ig  Ii  1 1  =  0,95732108371551  - 1 . 

m 

tzt  man  9  =  10,  r  =  4  in  Nr.  4)  §.  46.,  so  entsteht! 

fX  *«"*p-i(l-*4)l|ga&r 


(4m+p)(10+p)l»l4.l  4  1  w 


erin  ist: 


 1  1  Pl  x+»+r-i8x 

~  im+p  +  Q*     +  p  +  1-f 

ird  |nun  p  =  l,  2,  3,  4  gesetzt,  und  werden  die  Werthe  der 
glichen  Integrale  aus  Nr.  6.  §.  9.  eingeführt,  so  erhält  man 
sh  den  gehörigen  Reductionen  und  mit  Rücksicht  auf  Nr.  5) 
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$.46.,  und  deo  oben  zu  Nr.  3)  und  5)  angegebenen  Werthen  fol- 
gende vier  Integral  formen : 

8) 

ar4B,(l*-:r4)llg.2xtar 

o 

_  3.i-i«.my»r  i.i.»      ,,,  JL.l 

—  ~  t-H-i|«.ifi  i  |_4m  +  7  +  4m+3  +  4~(I~*+S  """^-l'J 

_  9.1- 1 «. ?V2*  |_  1  1*  ,  ___L,1 
~    16.7"+'i<(lJM)*L4m+7+4ra+3+4    ^^+*  -  4w-lJ 

10) 

^l  **«+*(l-A*)t.g:r&r 

~  5«+*  1 « .  1U  i    L4//1+9  +  4ro+5~  4 + 1  t+5*~'~+4*-r 

3.3m  I  «,nVa«  r    1     .     1,  1  I 

*  (I*  i  ^L4m+9+4m+5""  4+1  —  +4«-rlJ 


"    4.5«+* l 

U) 

Hieraus  leiten  eich  folgende  Integrale  ab : 

12) 

/'  ...»  9jtV2ji    rlO  .  »\ 

(l  -  **)«!g*&r    =  -  i6,7;(it|,)t(2i  +  A)  • 

o 

ü 

y 1  ^1  -**)llg*ar  =-4.,5^m.).(b-i)' 


Digitized  by  Google 


Oe tun 9 er:  Vetot  btttimmte  InUgrntt.  385 

**(i-««)Hg^x=-16  77(1.|1ji^j-23j/;. 

o 

.  •        '  •     >  •  i 

fl  *»(i-*^if*a««-"£ttis2-24). 

!  o 

.TMl-*4)«lg^=-4@-i|62)' 

*o 

U.  8.  W. 

■ 

□f  gleiche  Weise  lassen  sieb  die  Integrale 

bandeln.   Sie  führen  auf  ähnliche  Gebilde  wie  die  vorliegenden. 

Wird  f  =  6,  9  =  9  in  Nr.  4)  §.  46.  gesetzt,  so  entsteht: 

1) 

J* 1  a;«m+P-i  (1  —  a?6)*  lg  atf* 


o 


.5u 


(Ö»  +  p)(9+j>)",Ä.l  •  " 


;r  ist: 

2) 


o  o 

o 

cd  2,  3,. ...6  gesetzt,  so  bat  man  die  Integrale  aus 

3-  ö>: 


Digitized  by  Google 


386  üetiinger:  Veber 

/l  x*-dx      Pl  x**+ldx        P 1  x—+*hx 
rn?'  J    n**  —J 
o  o  o 

in  Nr.  1)  und  Nr.  2)  einzufahren.  Hiedorch  und  mit  Rtlcksicht  aal 
Nr.  5)  §.  46.  erhält  man  nach  den  nothigen  Reductionen  folgend* 
sechs  Integralforroen : 

3) 
4) 

J* 1  x*m+\  VI—  X*\%X&X 

=  ~2.(0m  +  2).n»iMmL6m+5  « 


3V3 
5) 

/*  *  **»+»Vl— Ig  «aar 
6) 

*t»+8  ^1— s°lga&r 

o  * 

7) 

/* 1  x«m+4Vl-a-fl  Ig  *te 

3.11»iMil*.V*  r   1     ni99     *   ii;  i  *  -l— U] 
=  ~  (6m+5).8»+i  i  MI  l  *L6^*lg2~3v3+*^+*  -"WJ 

8) 

j* 1         VI—**  lg  *&? 
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Heraus  leiten  sich  folgende  Integrale  ab: 

9) 

O 
0 

fl  i*VT^i»lg^=-^(j+iig2), 
» 

0 

/'  ^VT^^ig^^-^i^a-mga-^^), 

0 

y"1  x*VT^i«ig*&r=-.](«--*ig2), 

0 

/*'  ^^l^igxax=-^f^(iig2+JJ3-^)1 

o 

/i    1*1*. «  23 

j*\T  1  - * •  I g xdx  =  -  y2>lnl  (- * I g 2  +       -  -nö) , 

o  * 

y 1  *»VT-=i»l«a*r=-^ttlg2-ß), 

n 

/i    3.111».  y/Tt/m  ,  lt  .„      3i  \ 

f 1  x»\^nrF»igare.T= -  J  (^-i:ig2) , 

o 

II.   5».  W. 

ierin  ist: 

Ii  i 1  =  0,0277195473,    1 M » =  0,9406558683 , 
Igl«  l 1  =0,96741660736966-  1 ,   Iglli 1 =0,97343076455719- 1 

ie  Werthe  für  Hl*  und  Hl1  sind  §.  52.  angegeben. 

Wird  r  =  6,  ?  =  8  in  Nr. 4)  §.46.  gesetzt,  so  entsteht: 

Theil  XI..  26 
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8j. 


(6iii  +  ;>)  (8 -f i  M  6 
Ks  ist: 

o  o 

o 

Wird  bierin  p=l,2,....6  gesetzt  und  werden  die  Werthc  der 

1+^+"^'  J   aus  §  Iaw,r 


0  o 


fuhrt,  so  erhält  man  nach  den  nothigen  Reductionen  fote* 
sechs  I ntegral formen : 

10) 

J*1  x*?(l— x*)*\gxdx 

o 

•2.1*»IMII».»l»r    1      ,  „  0      n  ,     ,  I 

=  Ö^TfTv*  L6^  +  'l63  +  4v3~(1+*+ 

11) 

fX  £*»H(l-£«)i|g2&r 
o 

_     8*i«.uii.mi  r  »      .       ,  i 

~~~  (6#n+2).10™ 1  MI  i 1  Lö\/3""*(l  +  *  +  r  +,"3m— 2* 
~    243(6111  +  2) .  10«  l  •(!»  I ')»  LÖVÜ        T  •  i  x  t 


da  Hi'  =  9v^lt|1  nach  Nr.  12)  j.50.  ist 
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12) 


0 

 9»i«.l»i>.y*  j 

~'2(6m+3).ll»iMinr-i|83  +  4v3-*(I  +  *+i+  •  -ST^I* 


o 

4.10»»)*.«  ,j  I 

9(6m  +  4)J2»^v3W,g3~12^~i(*  +  *  +  '*--;^^ 


13) 


14) 

0 

6.11»f.l»Mi.»H         n  1 
(6m+5).7™+Mijni[~5^te-W+T,T  +  ....g^=j) 

6.11«f  .III*.»  *  ! 

3  (öro  +  5) .  7»-M  1  •  (in  i)i  I—  2V3 +  A  +  ••••  gm^I) 

S  TT 

lni==l'8.  in»  nach  Nr- 12>  §•  50  ist 

- 

15) 

eraue  leiten  sieb  folgende  Integrale  ab : 
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16) 

(i  -  x*)*  ig*a*   =  (i + i  W  +  ivä)  • 

jr(l-a:«)i»g^  = -243(11  l1)»V6V3+V' 

I    ar*  (1  -      Ig  xdx  =  OITr  (-  i  !S  3  +  4"v3  +  z) ' 

'  o 

fl  *»(l-*«)*lg*a*  =  -953(i'«3-12^3  +  U 


» 


y  ^(i-^>ig^  =— 2i(ini)«(-^v3+r) 

o 

y* 1  «•(!  -  a:«)*  lg  «aar  =  -  H- J»g3  -  j^g  +  ö 


«•(l-*«)*lg*a*  =  <^  (i'g3  +  4V3""° 

x>  (1  -  *•)*  lg  a&r  =  —  243 .5  (H 1 »)»  V6V3  ~  20/ ' 


11.  8.  W, 


§.  55. 

Wird  r=8,  9=12  in  Nr.  4)  §.46.  gesetet,  so  erhll«  o» 

1) 


i                          «             (8+p)m|  8.18 
^sm+p-i  (i  _      |g*a* =  ijr, 

(8m  +  p).(I2+p)-iM  • 


Nun  ist: 

2) 


y*1  a.8m+P-u^!__^Lax= y11  x«^p-»(^+rp?)a^ 

o  o 

=  8m  +  4-f  p  +  J        \  +  x*" 

o 

Wird  in  Nr.l)  und  Nr.  2)  p  =  l,2v....8  geseilt  usd 
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,e  Werth.  für  die  lotegrale /'  f au8 

.  15.  bestimmt  und  eingeführt,  so  ergeben  sich  nach  den  nöthi- 
en  Reductionen  folgende  acht  Integralformen : 

3) 

"     2. 13™l«. III-  L8m+5  +  4v2(lg2^V2  +  7r) 

-ci-i+i- — sszza)]. 

4) 

^  VI— lg*8ar 

o 

3.  lm  l 4.  n V2n  f    1        w  j 
=    04 .7«  ' 4  (II 1  *)a  L&rTS  +  f  —  +  i  —     —  jj^zn)  J ' 

3. 

a  in  1==i67irri  nach  Nr- 12)  §•  s0- ist- 

5) 

o 

ll»'».18l'.V«     r    1  1  2+V2 

•    2(8m  +  3).  15»  l «.  Ii  l»  \_M+7  +  4V2(_  lf?2=v2  +  n) 

-(i-1  +  A-...-gJ-j)], 

6) 

o 

i™!*.»  r  i  i  — ■ 

!~0=+rr.  L.SS+8  +  *  '«2  -  *<* -*+*-•••—  4>J  • 

7) 

^  ^sm-h  V* ]  —  a^|g xdx 

.__4J3^MJiMALr_i  i       2  +  V2 

(8m  +  5) . 9»+«  I  • .  |t  1 1  Lsm  +  9 ~ 4v2 (lg 2^72  +  * ) 
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8) 

I 

J*  *        6  VT^a*  lg  xcx 

o 

_       3"i«.*.V2*    r    1  i.t_  _L_H 

- 16. 5-+>  i*. (1Ü  ^Utot  +  lO  t  +  *     -4iii  +  1'J' 

_       4.15"»»».li»i.yff   r    1  1,      2  + y2 

~~    (8m  -|-  7) .  I  lm  * 1 1  8. 1 M  i  L»m+ II    4  y2  ("~ Ig2 -  V2  +  *' 

1  1 

10) 

<) 

9m | 8  11 

Hieraus  leiten  sieb  folgende  Integrale  ab: 

.  «) 

/      Vl-*»lg*ar    =  JUTT-H  +  4v2(l^2^V2  + 

C%   hi     A  lUl.Vnrt  .      *    /    ,   *±V^.  w 


«> 


x»Vrl-o:»lga:8jr=-^a+ilg2), 

o 

/'      .Ai  »         4.1Hl.V«rlO      1       2+v2,  ,1 

y '  *•  V •^s'g^=-äJ(TH^(i-g)' 
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»  1 


» 1 


»  i 


»  i 


*  yi    *  77.18U  L33    4V2(  '^V^J' 

^7  Vi  Ig ^= ~  A  (-  i  Ig  2  +  \) , 

**Vl-*«lg*3*=-  26TÄ|1  L4v5(,*S=^i+*>-Bl 

*  ***r-    64.7(111  W' 
ar   VI    a:  lg*    -    30. 1^  i  L4V2(  '^'i^^+^röS 


U.  8.  W. 


Hierin  ist: 


1*  11 =0,M17426U97, 


1S,1  =  0,896574' 


lä,,  =  0,8889135692, 
r  ,!  =  0,9534458127, 


Ig  1*  1 1  =0,973932262348  - 1 , 
Ig  1* 1 1==a052686276143—  1 , 


Ig  1 " 1 1  =0,948859535702-  1 , 

1. 


Ig  1J,I=  0,97929601 5794 


(Forteetxung  im  n&chsten  Hefte.) 


i 


t 
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I 


XXIII. 

Allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  des  neue: 
Grades,  nebst  einigen  Bemerkungen  über  die  Gl« 

chungen  des  fünften  Grades. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Zwischen  vier  Grossen  £,  ti,  e,  w  findet  jederzeit  die  folg*«* 
identische  Gleichung  Statt : . 

1) 

(t+tt  +  r+tr)4 
-4<((  +  ti  +  t>-»-tc)a 
+  2  (3<*  -  K*  - 1>*  -  fr2)  (t  +  w  +  v  +  u>)* 
-4\2uvw  +  t(t*-u*-v*-u>*)\(t  +  *  +  *  + 
+  *4-2^(tiHt>H«0+8<*e»-4(tt2üHe^ 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  ohne  Schwierigkeit  durch  R** 
nung  überzeugen  kann.  Wenn  man  nun  mit  dieser  Gleichanc  <fc 
aufzulosende  Gleichung  des  vierten  Grades: 

2)  ar4— 4cm:»  +  66j:*—  4cx  +  d  =  0 

i 

vergleicht,  so  wird  offenbar 

3)  .r  =  /  +  u  +  v  +  ic 

sein,  wenn  man  die  Grossen  t,  k,  p,  t©  mittelst  der  folsei*' 
Gleichungen  bestimmt : 
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=  «, 

m +  <(**— i*»—  =  c, 

Aus  diesen  vier  Gleichungen  erhält  man  sehr  leicht  die  vier 
senden  Gleichungen: 

5) 

ttHt>*  +  u>*=3(a*— 6), 
2uvw  =  2a*  —  Sab  +  c , 

4  bfltß  +  t>V>*  +  toV)  =  12«*—  24a»6  -f  4ac  +  96»— d ; 
fj  wenn  man  der  Kürze  wegen: 

)  «1  =  4u9,   i>i  =  4p9,   «>i  =  4u>2 

st,  die  vier  folgenden  Gleichungen: 

7) 

+1^=12(0»—  6), 

«i*i+t>i«>i  +«^=4(120*— 24aao  +  4oc  +  9o*-d), 
tt^t©!  =  16(2a8— Sab  +  c)*; 

weil  nun 

=  (Ä—  Vi)  (X — u)x) 

so  sind  offenbar  t^,  vt>  tot  die  drei  Wurzeln  der  cubischen 
chung: 

B) 

-12(a»-o)A*  _ 
+  4(12o*— 24a«6  +  4ac  +  96»-rf)JC  ' 
—  16(2as— 3oo+c)*  ' 

len  also  durch  Auflösung  dieser  Gleichung  jederzeit  gefunden 
Jen;  weil  das  letzte  Glied  negativ  ist,  so  hat  dieselbe  bekannt- 
immer  mindestens  eine  reelle  positive  Wurzel,  und  die  an- 

26* 


B 
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deren  Wurzeln  sind  entweder  beide  reell  und  positiv,  oder  beide 
reell  und  negativ,  oder  beide  imaginär. 

Wenn  man  die  Wurzeln  der  Gleichung  8)  bestimmt  k&t « 
zwei  derselben  für'tfi,  t>]  setzt,  so  erhält  man  wegen  der  Gfe 
chongen  6)  för  u,  v  offenbar  Ausdrücke  von  der  Form: 

9)  u=±Ü,   v  =  ±V. 

Setzt  man  nun  ferner: 

10)  w-     Wv  ' 

so  erhält  man  wegen  der  aus  5)  bekannten  Gleichung 

2tf  vw  =  2as  —  Sab  +  c 
für  u,  t>,  w  offenbar  die  vier  folgenden  Systeoie  von  Weither. 

ti=  +  ü,  t>  =  +  V,  +  W; 

«  =  -  ü,   vzs  +  F,  tc=*-  W7; 
ii  =  -17,  t>=-F,   u>=  +  JF; 
also  sind,  weil 

ist,  die  vier  Wurzeln  der  aufzulösenden  etekhusjr  2)  des  vidi» 
Grades  die  folgenden: 

+  F+ JF, 

wodurch  demnach  die  gegebene  Gleichung  jetzt  vollständig  wir 
Üist  ist,  indem  wir  alle  weiteren  erforderlichen  Entwickeion??? r- 
lieh  ganz  dem  Leser  überlassen  können. 


Wenn  wir  der  Kürze  wegeo 

12) 

Q  =  2*wo  + 1  (<*  -    - 1 51  -  , 
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etaeo,  ao  haben  wir  jederzeit  die  fbtgeade  identische  Gleictoiug: 

13) 

-2  (&»-/>)  (*+«  +  »  +  «>)• 


+4(2<p-  «)«+«+ „+«>» 

-(16<Ö-Ä)  (<+«  +  ,  +  «,) 

■r*  / 

Ist  oun  die  Gleichung  des  fünften  Grades: 

14)  —  ax*  +  bx*  —  cx+d  =  0, 

welcher  das  zweite  Glied  auf  bekannte  Weise  weggeschafft 
>  raus  gesetzt  worden  ist,  aufzulösen  ;•  so  wird 

15)  ,  .  x  =  t  +  u  +  v  +  w 

}in,  wenn  man  die  Grössen  U  Ii»  v,  u>  aus  den  Gleichungen 

15) 

2(8<*— P)  =  a,   4(2<P-Q)  =  6,   mQ-R  =  c,   AtR  =  d 
istimmt.  Aus  diesen  Gleichungen  erhalt  man  aber  nach  und  nach: 

16rQ  =  c  +  Ä, 
64<*<J  =  4cr  +  4tR  =  Act  +  d; 

8<P=6  +  4Q, 
128<»/>=  166<*+64**Q  =  166**  +  4c*  +  rf; 

■ 

=  Giat*  +  12W  =s  64***  +  166*»  +  4«l 

16)  .  ...    1024*o-64a<*—  166<»-4c<-d  =  0,  n  i  v 


s  welcher  Gleichung  t  bestimmt  werden  mues,  woraus  man  dann 
ner  mittelst  der  Gleichungen  15)  leicht  P,  Q,  R  findet.  Hat 
n  aöer  die  Glossen  U  P>  Q,  R  gefunden,  so  lasse»  siqlt  mit- 
st  der  Gleichungen  12)  auch  h,  t>,  to  auf  ganz  ähnliche  Art 
5  vorher  bei  den  Gleichungen  des  vierten  Grades  finden,  wie 
f  der  Stelle  erhellet  und  hier  nicht  weiter  ausgeführt  zu  wer- 
d  braucht.   Da  aber  die  Gleichung  16),  mittelst  welcher  t  be- 
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stimmt  werden  idqm,  selbst  rom  fünften  Grade  ist;  so  sieht  m&i 
dass  sich  auf  diesem  Wege  die  Gleichungen  des  fünften  Grad? 
nicht  auflösen  lassen,  welches  zu  zeigen  hier  nur  der  alleinig 
Zweck  war,  weshalb  ich  mich  auch  mit  der  Betrachtung  solch 
Gleichungen  des  fünften  Grades,  in  sdeoen  das  zweite  Glied  leb 
begnügt  habe,  aber  auf  den  allgemeinen  Fall  vielleicht  späterb 
noch  zurückkommen  werde. 

Bemerken  will  ich  nur  noch  schliesslich,  dass  die  Gleiche 
gen  15)  vielleicht  geeignet  sein  dürften,  um  darauf  eine  zw  et 
mässige  näherungsweise  Auflösung  der  Gleichungen  des  fünft 
Grades  zu  gründen,  was  ich  jetzt  aber  nicht  weiter  untersuchen  tri 


Druckfehler. 

Thl.  XXXVIII.  S.  239.   In  den  drei  letzten  Formell 

dieser  Seite  muss  statt  des  Bruchs  fi  +  ^o00* **>i  ^  ßn 

sintc0| 

~t\^tt^^  8eaetzt»  also  5m  N6nn*r  der  Factor  P0  hinici 
fügt  werden,  wie  auf  der  Stelle  in  die  Augen  feilt. 


Thl.  XL.  &  136.  Z.  10.  statt  „Neuerung«  setze  man  „Nei 
rangen." 
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de  von  den  Verdiensten  der  schwedischen  Gelehrten 
um  die  Mathematik  and  Physik. 

r  Fever  des  hohen  Geburtsfestes  des  allerdurchlauchtigsten 
iigs  und  Herrn  GUSTAV  IV.  ADOLPHS,  im  grossen  Hörsaale 
der  Universität  Greifswaid  gehalten 


von 

•     *  H 
-  r      [  .  i  , 


/.  JF.  Drotjsen, 

der  W.  W.  Doctor  und  Adj.  der  philoe.  FaculUU. 

den  1.  Nov.  1799. 

Sr.  Excellenz  dem  Herrn  Baron  von  Ceder ström,  Vice- 
General-Gouverneur,  Akademie-Kanzler,  vormaligem  General 
en  Chef,  General -Major  der  Cavallerie,  General-Adjutanten, 
Obristen  der  Norderscbonscben  Cavallerie,  Kommandeur  des 
Königlichen  Schwerdt- Ordens  mit  dem  grossen  Kreuze,  io 
tiefster  Ehrerbietung  gewidmet  vom  Verfasser. 

(Greifswald.  1800.) 


Vorbemerkung  des  Herausgebers. 

Us  ich  schon  vor  mehreren  Jahren  von  der  Existenz  der  im  Nachfolgenden  mit- 
alten Rede  Kenntniss  erhielt,  suchte  ich  mich  auf  jede  mögliche  Weise  in  deren 
s  su  actsen,  stand  aber  endlich  von  allen  meinen  Bemühungen  und  Nachfor- 
men ab,  nachdem  ich  au  der  vollständigen  Gewissheit  gelangt  war,  dass  die- 
sieb  selbst  nicht  mehr  auf  der  hiesigen  Universitats-Bibliothek  befand,  wo 
lerdings  früher  vorhanden  gewesen  war.  Vor  einiger  Zeit  führte  jedoch  ein 
Jicher  Zufall  au  meiner  grossen  Freude  diese  von  dem  spateren,  leider  schon 
ihre  1814  verstorbenen,  Professor  der  Mathematik  und  Physik  Dr.  Droysen 
nor  Akademischen  Festlichkeit  gehaltene  Bede  dennoch  in  meine  Hände.  Dase 
he  an  manchen  Mängeln  und  Unvollstandigkdten  leidet,  und  nicht  tief  genug 

eingeht,  liegt  auf  der  Hand,  was  aber  theilweise  in  der 
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Natur  und  Bestimmung  einer  solchen  Rede  seineu  Grand  hat  and  dam  ter 
reichende  Entschuldigung  findet.    Der  Gegenstand  derselben  ist  ein  sehr  wir 
tiger  und  interessanter.    In  Schweden  haben  die  Mathematik  und  Sstorojm- 
schaften  schon  in  sehr  früher  Zeit  geblühet  und  stets  ausgezeichnete  Venrc* 
besessen;  dieselben  haben  dort,  wo  allgemeine  Bildung  selbst  bis  in  die  mtfs- 
Schichten  des  Volkes  verbreitet  ist,  jederzeit  einen  sehr  wesentlichen  Theü  er 
höheren  Bildung  ausgemacht,  namentlich  auch  auf  den  Schulen,  wie  dies  «sbs- 
verständlich  auch  gegenwärtig  der  Fall  ist,  wo  so  viele  treffliche  sehwedatbü 
Mathematiker,  Astronomen  und  Physiker  unserer  Wissenschaft  zur  wabrhafa 
Zierde  gereichen.    Die  Geschichte  der  Mathematik  und  Physik  in  Sthvtöi 
namentlich  die  ältere,  ist,  besonders  auch  in  Deutschland,  nur  sehr  wenic  be- 
kannt, und  bietet  doch  des  Interessanten  und  Wichtigen  so  Vieles  dsr.  Dt*- 
halb  hielt  ich  es  für  zweckmässig,  das  Archiv  zu  benutzen,  die  mehrerwähnte  Bai| 
—  die  namentlich  auch  eine  grosse  Menge  verdienstlicher  und  sehr  Btabrf« 
literarischer  Nachweisungen  enthält,  —  der  vollständigen  Vergessenheit  n  » 
reissen  und  vordem  gänzlichen  Untergange  zu  bewahren,  weshalb  ich  die?e5r 
im  Folgenden  hier  wieder  abdrucken  lasse.    Ich  hatte  mich  ursprün^cb  * 
schlössen,  nur  das  eigentlich  Historische  und  Literarische  aufzunehmen,  d* 
solchen  akademischen  Festreden  gewöhnlichen  Eingang  und  Ausgang  d*»^! 
ganz  wegzulassen.  Bei  näherer  Ueberlcgung  glaubte  ich  mich  dadurch  sbrr  «aa 
Unrechts  gegen  den  verewigten,  mehrfach  verdienten  Verfasser  schuldig  »  tis- 
chen, überdies  auch  den  Gesammtcindruck  zu  beeinträchtigen.    Deshalb  nfif* 
die  Leser  entschuldigen,  dass  ich  die  Rede  fast  wörtlich,  sei  bat  mit  der 
cation  und  mit  Beibehaltung  der  Orthographie,  nur  mit  Verkürzung  des  sa  bo9\ 
gar  nicht  wesentlich  cur  Sache  gehörenden  Schlusses,  im  Folgenden 
gebe,  und  mir  mit  dem  Wunsche  zu  schtiessen  erlauben,  dass  der  ws  * 
veranlasste  neue  Abdruck  vielleicht  zu  Berichtigungen,  namentlich  aber  s  nut 
vielen  weiteren  Mittheilungen  über  die  Specialgeschichte  der  Mathmt^  c* 
Physik  in  einem  Lande  Veranlassung  geben  möge,  in  welchem  diese  Wiac- 
schaften  zu  allen  Zeiten  so  sehr  geblühet  haben  und  auch  gegenwärtig  m 
ihrer  ausgezeichnetsten  Vertreter  zählen. 

Der  Herauageb«:. 


Magnifice  Academiae  Rector, 

Hochwurdige,  Wohlgebohrne ,  Hoch  gelahrte,  Hocherfabr»? 
Hochzuverehrende  Lehrer  dieser  hoben  Schule, 

Hochwoblgebohroe,  Wohlgebohrne,  Hochehrivürdige,  H«± 
zuehrende  Herrn, 

Hochgeschätzte  Herrn  Commilitonen,  Hocbzuehreede  Hena 

Wissenschaften,  welche  auf  die  Bildung  des  Geiste«,  «rf* 
Vervollkommung  und  Veredelung  seiner  Fähigkeiten  und  krü" 
bedeutenden  Eiufluss  habeo;  Wissenschaften ,  welche  doreb  es 
ihnen  vor  andern  eigentümliche  Gewißheit,  Wahrheit  und  Cr«* 


Digitized  by  Google 


um  dt€  Mulfiemotih  und  Physik.  401 

issiichkeit  das  Gepräge  einer  glaektlch  zu  Stande  gebrachten 
»llendong  an  sich  tragen;  Wissenschaften,  welche  durch  ihre 
auchbarkeit  und  Anwendbarkeit  im  gemeinen  Leben,  und  bei 
r  Erwerbung  menschlicher  Bedürfnisse  unentbehrlich  sind;  Wis- 
ischaften  wie  die  Mathematik  und  Physik  mussten  sieb  frühe, 
i  noch  Dunkelheit  und  Schatten  die  meisten  Zweige  des  mensch- 
ten Wissens  bedeckte,  Liebe,  Achtung  und  sorgfältige  Bear- 
tung  erwerben. 

Je  unleugbarer  die  Mathematik  den  Verstand  im  Urtbeilen 
I  Schliessen,  den  Witz  im  Aufsuchen  des  Aehnlichen  und  Un- 
itichen,  die  ganze  Denk  kraft  in  Ordnung  und  Bestimmtheit  übt 
1  scbSrft;  je  unleugbarer  sie  den  Sinn  für  Wahrheit  verfeinert, 
griffe  verbinden  und  zergliedern,  lange  Schlussreihen  mit  Lefch- 
keit  übersehen  und  aus  fruchtbaren  Sazzen  wichtige  Folgeren- 

>  ableiten  lehrt;  um  desto  unwiderstehlicher  erweiset  sie  da- 
ch ihren  Nuzzen  für  die  Bildung  des  Geistes. 

Die  Wahrheit  und  unerschütterliche  Gewisheit  ihrer  Grund-, 
br-  und  Folgesäzze,  verdanket  sie  nicht  einer  auf  Aehnlichkeit 
I  Gleichheit  vorkommender  Fälle  berechneten  Erfahrung,  oder 
er  wankenden  Speculation ;  nein,  sie  ist  in  ihrem  Wesen  selbst 
gründet,  indem  sie  auf  Anschauungen,  frei  von  aller  Erfahrung, 
ch  sich  selbst  möglich,  und  in  der  Darstellung  würklich ,  be- 
et,  und  daher  wie  die  unerforschte  Einrichtung  des  Geistes 
•rsch  ritterlich. 

Ihr  Nuzzen,  ihr  Einfluss  auf  alle  Theile  des  menschlichen 
ssens,  leuchtet  eben  so  unverkennbar  deutlich  ein;  nicht  nur 
telbar,  als  Vorbereitungswissenschaft,  auch  unmittelbar  durch 

>  Anwendung  auf  die  Bereicherung  und  Bestimmung  der  Wts- 
schaften,  auf  die  Vervollkommung  alles  dessen,  was  zur  Be- 
digung  menschlicher  Bedürfnisse  und  zur  Erhöhung  der  Genüsse 
ses  Lebens  führt,  würkt  sie  auf  dem  weiten  Felde  des  mensch- 
en Wissens  mit  gleich  glücklichem  Erfolge. 

Gleiche  Vorzüge  geniesset  mit  ihr  die  Naturlehre,  in  wie 
»e  sie  mit  ihr  und  durch  sie  auf  unumstttssfichen  Principfen 
übet,  und  ihrer  Anwendung  die  erste  Hand  bietet 

Bei  so  glänzenden  Vorzügen  mussten  diese  Wissenschaften 
ir  frühe,  schon  in  den  ersten  Jahren  der  Kindheit  des  Men- 
engeschlechtes,  nach  dem  Maasse  der  Kräfte  jenes  Zeitalters, 
trbeitet  werden.  Die  Unentbehrlich keit  der  Maasse  für  Räume 
l  Zeiten,  so  wie  die  Beobachtung  der  um  ihn  her  mit  Regel- 
ssrgkeit  vorgebenden  Erscheinungen  mussten  den  Menschen 
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die  nähere  Bestimmung  und  Betrachtung 
dadurch  wurden  Bestimmungen  der  Grösse  im  Räume  und  ia  kt 
Zeit,  Maasse  und  Zahlen  möglich. 

Geführt  von  Bedürfniss  und  Neugierde,  durch  Erfahrung  uJ 
Zufall  unterstätzt,  mussten  diese  Wissenschaften,  die  dasa!^ 
meinste  Interesse  belebte,  riesenmSssige  Fortschritte  machen,  £j 
wir  mit  Bewunderung  anstaunen.  Wie  ungeheuer  ist  nicht  da 
Abstand  von  dem  ersten  Anschauen  eines  Zuschauers ,  der  ob 
gestirnten  Himmel  aufblickt,  bis  su  der  Kenntniss,  nach  Minute 
und  Secunden  die  vergangenen  und  zukünftigen ,  nach  Jaark 
derten  sich  ereignenden  Zustände  dieses  Weltsystems 
an  dem  unermess liehen  Gewölbe  den  Punct  bestimmen  zu  köi 
wo  nach  verflossenen  Jahrhunderten  jeder  Körper  dieses 
stehen  wird! 

Welch  ein  ungeheurer  Abstand  von  der  Ausmessung  *V 
kleinen  Raums  von  wenig  Schritten,  den  die  Höhle  des  er*? 
Bewohners  beschränkte,  bis  zur  Berechnung  der  Oberfläcb«  wt 
des  körperlichen  Inhalts  der  Erde,  der  Sonne,  der  Planeten»  *t 
ihrer  alle  Maasse  übertreffenden  Entfernungen  untereinander! 


Welch  ein  Abstand,  von  dem  Schaudern,  das  der  Wesw* 
bei  der  grossen  furchtbaren  Erscheinung  am  Himmel  empfai 
bis  zu  der  Kraft  dem  Feuer  des  Himmels  seine  Bahn  voranW 
nen.  —  Von  der  blossen  Betrachtung  der  Körper  bis  zu  der  En* 
das  Unsichtbare  sichtbar  darzustellen,  und  der  Natur  gleich,  seft*; 
schöpferisch  ihre  Körper  zerlegen  und  wieder  neu  umbilde»  11 
können ! 

i 

Diese  und  ähnliche  Fortschritte  in  diesen  Wissenschaft»  ■ 
diese  Höhe,  zu  welcher  sich  der  menschliche  Geist  emporsebwis 
sind  Würkungen  seiner  rastlosen  Thätigkeit,  Folgen  seiner  h  j 
dürftigkeit,  die  Erfahrungen,  Beobachtungen,  tiefes  Nachderte 
Vereinigung  einzelner  Kräfte,  Versuche,  nachdem  man  gdeat^ 
hatte,  die  Natur  im  Kampf  ihrer  einzelnen  Kräfte  zu  versena 
und  zu  belauschen,  und  oft  ein  glücklicher  Zufall  (in  der 
des  Weisen  von  Wichtigkeit)  befriedigen  lehrten. 


Mit  Dankbarkeit  und  Ehrfurcht  blicken  wir  auf  die  «rros.^ 

w 

Männer  vergangener  und  gegenwärtiger  Zeiten,  die  durch  «Vn 
grossen  Geist  und  ihre  rastlose  Thätigkeit  zu  dieseo  FortscJirixts* 
mitwürkten;  mit  Freude  überrechnen  wir  die  grosse 
selben  und  die  glücklichen  Umstände,  welche  ihnen 
Hand  boten.  Nicht  an  ein  Land,  nicht  an  ein  Klima,  ja 
einen  Welttbeil  gebunden,  nein  überall  hob  sich  der  Getsi  ° 


i 
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trvoffkomniung  des  Wissens  empor;  Geschlechter  und  Reiche 
rsanken,  die  Wissenschaften  erhielten  sich;  grosse  Staatsuni- 
fzungen  schienen  dem  Gänsen  den  Umsturz  zu  drohen»  die 
ssenschaften  grünten  im  Verborgenen,  oder  wuchsen  selbst 
hsarn  unter  den  Ruinen  hervor;  ja  an  den  äussersten  Enden 
Erde,  wenn  ich  so  sagen  darf,  fanden  sie  Stoff  und  Nahrung 
ihren  Wachsthum. 

■ 

•  « 

Das  allgemeine  Interesse,  das  die  mathematischen  und  phy- 
tltscben  Wissenschaften  mit  sich  fahren,  belebte  nicht  nur  die 
ehrten  von  Profession;  Gewalt  und  Reichthum  unterstützten 
vorzüglichem  Eifer  grosse  Unternehmungen,  welche  die  Kräfte 

Privatmannes  überstiegen;  Künstler  arbeiteten  den  Gelehrten 
ie  Hände;  Reisende  beobachteten  in  entfernten  Himmelsstri- 
i;  Beschüzzer  und  Freunde  dieser  Wissenschaften  belebten 
h  ihren  Beifall  und  durch  Belohnungen  den  Eifer  für  dieselben, 

so  stiegen  sie  nach  und  nach  in  verfliessenden  Jahrhunderten 
ener  Höhe  empor,  auf  welcher  sie  jezt  die  Liebe  und  Ach- 

geniessen,  die  ihnen  der  Kenner,  wie  der  Laie  zollt. 

Unter  Gustav  Adolphs  Regierung,  wo  die  Wissenschaften 
Künste,  auf  einem  durch  Friede  gesegneten  Boden,  fern  von 
Schrekken  des  Krieges,  durch  hoben  Beifall  und  erhabenes 
)ie(  gepfleget  und  gewartet  werden,  wo  die  Blüthen,  von 
m  Scepter  geschützt,  schön  in  des  Friedens  Sonne  aufblü- 
wo  die  Früchte  mit  Sorgfalt  und  Dank  geerndtet  werden;  in 

av  Adolphs  Staaten  haben  auch  diese  Wissenschaften,  Ma- 
dik  und  Naturlehre,   vorzüglich  geblübet,  und  stehen  noch 

die  Bemühungen  grosser  Männer  gewartet  in  dieser  schönen 

em  heutigen  Tage,  dem  Feste  des  ersten  Lebenstages 
»  geliebten  Königs,  sahen  wir  alle  mit  gerührtem  Herzen 
;en,  wir  feiern  ihn  in  der  Stille  mit  Seegnungen  für  Gustav 
phs  Wohl;  und  wenn  wir  ihn  hier  feierlich  begehen,  wie 
i  wir  es  ztveckmässiger,  als  wenn  wir  uns  des  seegen vollen 
ses  seinesScepters  auf  die  Wissenschaften  freuen? 

innen  Sie  mir  daher,  n.  St  u.  W.  h.  A.,  Ihre  ermunternde 
rfcsamkeit,  wenn  ich  Ihnen 

lie  Verdienste  schwedischer  Gelehrten  am  die 
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ins  Gedächtnis«  zurückzurufen  bemühet  seyn  werde,  Verdienst* 
auf  die  Gustav  Adolphs  und  «einer  hoben  Vorfahren  weise Re- 
gierung so  glänzenden  Einfluss  hatte. 

• 

Es  wurde  mich  ohnstreitig  zu  weit  fuhren,  wenn  ich  hier  ilk 
die  Verdienste  einzelner  Gelehrten  und  Schriftsteller  Schwede* 
die  mit  Glück,  theils  zur  weitern  Ausbildung  dieser  Wisseweb 
ten,  theils  zu  deren  Verbreitung  in  ihrem  Vaterlande  mitwürktit 
aufzählen  wollte;  ich  muss  mich  hier  begnügen,  Ihnen,  gleiche 
in  einem  Gemähide,  das  Eigentümliche,  Grosse,  Originelle,«» 
die  Schweden  in  diesen  Wissenschaften  leisteten,  zu  entwerte* 
uod  rechne  bei  diesem  mangelhaften  Entwürfe  auf  ihre  scbo8€c<V 
Beurtheilung. 

Wenn  gleich  das  Dunkel,  welches  über  die  ersten  Kiodbeia 
Jahre  eines  Volkes  ruhet,  unserm  Auge  das  Entstehen  und  do 
Wachsthum  der  Wissenschaften  verhüllt,  wenn  wir  nur  ans  Ufr 
felbaften  Sagen,  aus  <ler  Aehnlichkeit  des  Aufkeimens  der*efti| 
bei  Völkern  anderer  Welttheile,  die  wir  in  diesem  kindiwi« 
Alter  kennen  lerneten,  zu  einzelnen  Muthiuassungen  bereebfo 
zu  seyn  scheinen;  so  finden  wir  dennoch  unverkennbare  Sp«A 
aus  denen  wir  die  ersten  Kenntnisse,  welche  auf  Naturlehre  at 
Mathematik  Bezug  haben,  auffinden  können. 

Der  Anblick  des  gestirnten  Himmels  musste  den  erster  Be- 
wohnern eines  jeden  Landes,  unter  jedem  Himmelsstriche  wm 
würdig,  und  die  an  demselben  regelmässig  vorgehenden  Er>rfcr 
muigen  auffallend  seyn.  Die  für  eines  jeden  Volkes  individw^ 
Zustand,  von  Lage  und  Klima  abhängig,  mehr  oder  weniger  »*] 
essanten  Erscheinungen  bemerkten  sie  bald,  und  deutete« 
durch  Nahmen  und  Zeichen  an.  So  war  dem  Egypter  die 
wo  der  Sirius,  der  bisher  nahe  bei  der  Sonne  ungesehen  in 
Strahlen  gestanden  hatte,  sich  zum  erstenmable  in  der  M 
dämmerung  zeigte  (ortus  heliacus  Sirii)  merkwürdig;  an  £ 
Stande  der  Sonne  erkannte  er  die  Wiederkehr  der  für  " 
wichtigen  Zeit,  wo  der  Nil  seine  Ueberschwemmung  begann 
von  der  Viehzucht  lebende  Chaldaeer  erkannte  aus  dem  St 
der  Sonne  beim  Widder,  die  Wiederkehr  der  Zeit,  wo  sich 
Heerde,  sein  Reichtbum  vermehrte,  und  gab  vielleicht 
diesem  Gestirne  seinen  Nahmen;  so  veranlasste  vielleicht J 
beobachtete  gleiche  Länge  der  Tage  und  Nächte,  wenn  die  Sm 
im  Zeichen  der  Waage  stand,  die  Benennung  dieses  Gesurft* 
so  andre  Bedurfnisse  und  Beobachtungen  damaliger  Zeiten  t 
der  Erde  die  Benennung  der  Gestirne  im  Thierkreise.  —  W 
wenn  die  Bewohner  der  weiten  Ebenen  Sennar  als  die  et** 
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stronomen  angesehen  werden,  weil  nächtliche  Reisen  und  ein 
ibeg  ranzt  er  Horizont  sie  vorzüglich  dazu  aufforderten;  mussten 
mn  nicht  die  Bewohner  der  Ebenen  Nordens,  von  bellen,  sehr 
ngen  Winternächten,  von  so  vielen  merkwürdigen  Erscheinungen 
]  nördlichen  Himmel  aufgefordert,  frühe  zu  ähnlichen  Kennt« 
ssen  gelangen  können?  Man  findet  daher  auch  frühe,  schon 
i  den  ältesten  Völkern  des  Nordens  Eintheilung  der  Zeit  in 
hre,  Monate  und  Tage;  sie  beobachteten,  wie  Magnus  Cel- 
us1)  versichert,  mit  Genauigkeit  die  Mondencirkel,  und  ihre 
inen2)  sind  uralte  Documente  ihrer  astronomischen  Kenntnisse; 
mntnisse,  die  nicht  in  den  Händen  Einzelner,  sondern  das  Eigen- 
im  fast  eines  jeden  Landmannes  waren.  So  erzählt  Rudbeck, 
•ser  mühsame  Forscher  des  Alterthums,  der  11000  Versuche 
er  die  Hohe  der  Dammerde8)  anstellte,  um  daraus  auf  das 
ter  der  bewohnbaren  Erde  zu  schliessen,  dass  er  einen  armen 
ndmann  fand,  der  durch  Hülfe  seiner  ausgestreckten  Finger,  wie 
•ch  ein  Astrolab,  die  scheinbare  Entfernung  der  Sonne  und  des 
'ndes  mass,  um  daraus  die  Zeit  des  Neumondes  zu  bestimmen4). 


1)  Om  Heiainge  Runorne  Stockh.  1677. 

2)  Von  den  vielen  über  die  Runen,  diese  merkwürdigen  Kalender  der  alten 
Hachen  Völker,  herausgekommenen  Schriften,  will  ich  hier  nur  anführen: 
Ibecks  Atlantica.  Tom.  II.  1689.    Olof  Celsius  Runae  Medclpadicae.  Ejus- 

Epistola  ad  Magliabeckium  de  Runis  Helsingicis. 

Ks  werden  deren  über  120  ältere  und  neuere  auf  dem  Observatorium  in 
ala  aufbewahret.  (L.  B.  Busser  ütkast  tili  Beskrifhing  om  Upeala,  1773. 
rhl.  l.Cap.) 

3)  Rudbeck.  Atlant  Tom  I.  p.  130. 

4)  Diese  seltsame  Bestimmnngsart  verdient  eine  Erörterung.  Nach  Rudb. 
T.  II.  p.  633.  bestimmt  der  Landmann  den  Neumond  aus  dem  Vollmonde 

folgende  Weise:  er  w&hlt  einen  Tag  vor  oder  nach  dem  Vollmonde,  wo  er 
Sonne  zugleich  mit  dem  Monde  über  dem  Horizonte  erblicken  kann ,  und 
t  alsdann  die  scheinbare  Entfernung  derselben  von  einander  nach  Hahnen- 
m  (Hahnefiät)  (spithamis);  so,  dass  wenn  von  dem  Monde  in  Osten  die 
le  gegen  Westen  4  Hahnentritte  entfernt  wäre,  noch  4  Tage  bis  zum  An- 
c  des  Neumondes  fehlen;  stände  aber  der  Mond  der  Sonne  gegen  Westen 
,  um  4  Hahnentritte  entfernt,  so  sind  eben  so  viele  Tage  nach  dem  Neu- 
ic  verflossen.  Die  Messung  dieser  scheinbaren  Entfernung  geschieht  auf 
?n<le  Weise:  Man  streckt  die  Hand  vor  sich  her  gegen  den  Mond  zu  aus, 
t  den  Daumen  und  Zeigefinger  so  weit  man  kann,  sieht  mit  dem  Auge 
st  der  äussereten  Spitze  der  beiden  Finger;  so  ist  die  Entfernung  der  bei- 
Spitzen  einem  Hahnentritte  gleich,  und  der  dadurch  am  Himmel  bestimmte 
»n  ein  Maass  für  die  scheinbare  Entfernung.  Wenn  nun  ein  Mensch  von 
>bnlicher  Länge  (6  Fuss)  seinen  Arm  ausstreckt,  so  ist  die  Entfernung  vom 
e  bis  zur  Spitze  des  Daumen  3  \  Fuss  =  5  Hahnentritte.  Beschreibt  man  mit 
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Ein  Beweis,  wie  erfindungsreich  Bedürfnis«  macht.  Der  Gebäck 
der  Zahlen  war  den  alten  Bewohnern  Schwedens,  die  nickt  k 
10,  sondern  bis  12  zählten,  ebenfalls  bekannt,  und  iu  der  Redl» 
kunst  sollen  sie  besonders  erfahren  gewesen  seyn*);  sowicLas 
messkunst6) ,  Baukunst7)  und  Tonkunst®)  unter  ihnen  bearheMr 
wurden. 

Der  Gebrauch  des  Eisens,  das  Daland  den  Nahmen  des  ein- 
tragenden gab9);  die  Reisen  Others  und  Wulfstans  von  Nor*t- 
gen  nach  Schleswig,  ein«  der  ersten  Unternehmungen  nordueta 
Nationen,  die  auf  uns  gekommen  ist,  zeigen  Spuren  von  d*« 
Wissenschaften,  oder  vielmehr  von  Kenntnissen,  die  aof  fe* 
Wissenschaften  Bezug  haben,  vorzuglich  der  Sternkunde10),  Di» 
Edda  bewahret  in  Fabeln  und  Denksprüchen  die  Hauptifigtiß 
Naturlehre,  über  die  Natur  und  das  Entstehen  der  Erde.te 
Sonne,  des  Mondes  und  der  Menschen,  der  Winde  und  Wrtfc 
und  über  die  verborgenen  Schätze  der  Erde;  sie  zeigt,  wie*»* 
die  ältesten  Bewohner  Schwedens  mit  der  Haushaltung  derfcs 
vortraut  waren;  —  und  wie  manche  Spur  aus  jenem  grauen  AI* 
thume  verwischte  nicht  noch  die  alles  zerstörende  Zeit 

Was  so  der  emporstrebende  Geist  nach  und  nach  an  KerJ 
nissen  mühsam  errungen  und  erworben  hatte,  ward  durch  6 
Einführung  des  Christenthums,  wenn  nicht  zum  Tbeil  uiedt? 
rissen,  doch  der  Vergessenheit  überliefert.  Mit  dem  Dieofttfe 
beydnischen  Gottheiten  rotteten  unwissende  Reformatoren  id 
die  zarten  Keime  dieser  schonen  Pflanzen  aus,  mit  dem 
glauben  zertraten  sie  zugleich  die  jungen  Sprossltoge 


diesem  Radius  einen  Kreits,  und  trägt  den  Halbmesser  in  der  Peripherie  aa*  * 
wird  der  Kreiss  in  6  gleiche  Theile  oder  30  Hahnentritte  getheilu  in  300  ZA* 
krummen  Linie  aber  werden  840  gleiche  Theile  sukommen;  die,  welche  dealte* 
weiter  zurük  biegen  können,  werden  Hahnentritte  von  12  Zoll  bilden fc* 
und  den  Kreiss  in  29  Theile  theilcn,  welche  den  täglichen  Bewegans»* 
Himmel  entsprechen.  So  kann  man  auf  diese  freylich  unvollkommene  W**  ~ 
Tage  ror  und  nach  dem  Neumonde  bestimmen. 

5)  Hervaror  saga  p.  168.  Erici  Benaclii  Collegium  Historie* Sc«** 
Lib.  I.  cap.  14. 

6)  Snorre  Sturluson.    Tom.  I.  p.  751. 

7)  Sven  Brings  andra  del  af  des  Sämling  af  atsküliga  händig?1 

8)  Wilkina  sagan  p.  202. 

9)  Dalins  Sv.  Histor.  I.  p.64.  k.    Srerkers  Lag.  p.  418. 

10)  Olai  Wormii  Fasti  Danici  p.  31.  Stierncrona  de  lejä** 
perboreis  p.  33. 
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rworbener  Kenntnisse.  Die  Religion,  oder  vielmehr  das,  was 
ire  Stelle  vertreten  rausste,  Ceremonien  und  Legenden  der  Hei- 
gen, ersetzten  das,  als  heydnisch  verbannte  Wissen  in  den  Hän- 
en  der  Laien,  und  in  den  Mauern  der  Kloster  und  in  den  Hfin- 
Mi  der  Müncbe  lag  das  wenige,  was  man  von  der  Natur  und 
ren  Gesetzen  kannte,  versteckt,  vergraben,  unbenuzt. 

Die  trüben  Zeiten  der  Calmarschen  Union,  mit  allen  ihren 
:hrecklichen  Folgen,  einheimischen  Kriegen,  bürgerlichen  Unru- 
?n,  ausländischem  Drucke  und  fürchterlich  verheerenden  Krank- 
fiten  waren  für  die  Wissenschaften  keine  gunstige  Periode;  und 
mnoch  gelang  es  Sten  Stures  Bemühungen  mitten  unter  die- 
n  grauenvollen  Zeiten11)  den  Grund  zu  der  Universität  inUpsala 
i  legen,  und  in  ihr  eine  Quelle  für  die  Wissenschaften  zu  er- 
ben. Aber  freylich  kämpfte  sie  mit  den  unglücklichsten  Um- 
Snden  einen  zu  ungleichen  Kampf,  konnte  dem  traurigen  Ver- 
ngnisse  kaum  ihre  Erhaltung  abgewinnen  und  verlohr  sich  oft 
eder  ganz.  Die  wenigen  data,  die  uns  die  Gelehrtengeschichte 
s  jenen  Zeiten  aufbehalten  hat,  liefern  uns  nur  die  Nahmen  von 
atberoatikern  und  Physikern,  die  theils  Ausländer  waren,  theils 
wenig  durch  neue  Entdeckungen  bekannt  geworden  sind,  oder 
ren  Werke  das  fabelhafte  und  abergläubige  Gepräge  jener 
iten  an  sich  tragen.  Nahmen  wie  Hemrning  Gad12j.  Dasi- 
•  dius13).  Tidemann14).  Bero14).  Posse1«)  und  Lau- 
n  t  i ir).  Nur  die  Mechanik,  doch  mehr  in  so  ferne  sie  das  Werk 
r  Hände  nicht  des,  durch  mathematische  Kenntnisse  unterstütz- 
i ,  Erfindungsgeistes  ist,  scheint  bekannter  gewesen  zu  seyn. 
berhaupt  scheint  die  Mechanik  unter  den  Bewohnern  der  ge- 
gigten  Gegenden  Schwedens  einen  besondern  Grad  der  Höhe 
eicht  zu  haben;  unter  ihnen  findet  man  nicht  nur  Künstler  in 


11}  Ao.  1476.  durch  Hülfe  dos  Bischoffs  Ulfson.  1477  ward  sie  eingeweihet. 

1 2}  Bischof  in  Ostgothland,  war  ehemals  Pabst  Alexanders  VI.  Matheraa - 
a  und  Kammerherr,  lebte  zu  Sten  Stures  Zeiten  in  Schweden. 

13}  Ein  Mönch  zu  Wadstena  hat  ums  Jahr  1504—1505  auf  Fürsorge  des 
bischofea  Oemefort  in  der  Domkirche  zu  Upsala  ein  astronomisches  Uhr- 
k  eingerichtet.    Peringskiölds  monumenta  uplandica.  Tom.  2.  p.  168. 

1 4)  Bischof  zu  Lingköping,  schrieb  computus  ecclesiasticus. 

15)  Bero  war  ein  berühmter  Mathem.  bei  Kaiser  Friedrich  III.  ein  ge- 
rn er  Schwede,  starb  1493. 

16)  Knut  Posse,  ein  berühmter  Chemiker  zu  Borrö,  soll  1495  in  Wi- 
r  16000  Bussen  durch  einen  ungeheuren  Knall  verjagt  haben.  Anth.  Bah  de 
Conitrn  factitio  Viburgensi.    Rhyzelii  Sveogothia  munita. 

IT)  schrieb  1470.  Principia  Chymica. 
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diesem  Fache,  sondern  Meisterstücke  der  Kunst  uod  des  Erb 
dunpsgeistes ;  wovon  die  Modellkararaer  in  Stockholm  eiiieo>a 
Ausländer  zu  wenig  bekannten  Schatz  enthalten  soll18). 

Gustav  I.  zerbrach  endlich  das  fürchterliche  Joch,  das S<W 
den  zu  Boden  drückte  und  legte  den  Grund  zu  seines  Yaterlißd* 
Wohl.  Weise  Verbesserungen  im  Staate  und  in  der  Kirche  'S 
neten  den  Künsten  und  Wissenschaften  den  Weg,  den  Tyrwwi 
und  Alleinherrschaft  itn  Reiche  des  Wissens,  in  den  Händen  dt; 
Mönche  so  lange  verschlossen  hatten,  und  wenn  gleich  Umtn 
nur  zuerst  seinen  Blick  auf  das  physische  Elend  seines  Litk> 
wenden  musste,  ehe  er  den  Wissenschaften  die  Hand  reici« 
koonte;  wenn  er  niedergebrannte  Städte  und  Durfer,  einet  a 
Grunde  gerichteten  Handel,  umgeworfene  Gerichtsstuhle  und  j: 
Boden  gedrucktes  Ansehen  zuerst  empor  half,  so  zeigte  er  tos 
zugleich  durch  die  Achtung  gegen  auswärtige  Gelehrte,  die  tb 
aus  Labeck  Mathematiker,  aus  Amsterdam  Ingenieurs  und  ß» 
meister  senden  mussten,  durch  die  Erziehung  seiner  Sohne,  dsrea 
die  Fürsorge  für  Upsala,  wie  sehr  er  die  Wissenschaften  sekitt* 
und  liebte.  In  dieser  Periode,  und  wahrend  der  Regierung  kürti£ 
Erichs,  Jobann  Sigismund  und  Carl;  gleichsam  der  Vörie 
reitungszeit  für  die  Wissenschaften,  erregten  auswärtige  Geld 
samkeit  und  Kenntniss  fremder  Sprachen  den  Eifer  für  die 
sens  chatten. 

Andreas  Buraeus19)  unternahm  unter  Carl  IX.  dasgw* 
und  schwierige  Geschäft  über  ganz  Schweden  und  Norwegen  f- 
Charte  zu  entwerfen  und  in  Kupfer  stechen  zu  lassen,  iba 
danken  wir  durch  sie,  durch  mehrere  Speciale  harten  und  dc^ 
seine  Beschreibung  des  ganzen  Landes20)  die  erste  vollstäii? 
Kenntniss  dieser  Reiche. 

Mit  Gustav  Adolph  gieng  eine  neue  Sonne  über  Schotte 
auf,  und  wenn  er  dem  Lande  Kraft  und  Ansehen  von  at«s 
Ruhe,  Sicherheit  und  Wohlstand  von  innen  zu  schaffen  bestrebt«* 
so  neng  nun  auch  unter  ihm  das  Blfithenalter  der  Wissenschaftei  f- 

Georg  S  tiern hjelm*1),  eio  Mann,  der  unter  seines  V* 


18)  Nordberg  Inventarium  ösrer  de  Machiner  och  Model ler.  SwcÜ-J 
b.  Nordstr.  4  Octvbde  1777.  er  erwRhnt  212  verschiedene  Stücke. 

19)  1571.  zu  S&bra  gebohren,  Königl.  Secret.  Oberbaumeister  und  G«cv 
mathemat.  starb  1646. 

20)  Orbis  aretoi  inprimisque  regni  Sueciac  nova  et  accurau  <i«en?» 
Witteb.  1630.  16mo.  v 

21)  1598  in  Daland  gebohren,  starb  als  Kriegsrath  1672  in  Stodbob- 
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enossen  durch  physikalische  und  mathematische  Kenntnisse 
länzte;  der  ersteseiner  Landesleute,  den  die  englische  Acadeiuie 
er  Wissenschaften  als  ihr  Mitglied  schätzte;  der  sogar  als  Zau- 
erer  wegen  physikalischer  Versuche  verdächtig  ward*2),  zeigt  steh 
i  seinen  Schriften  *•)  als  ein  einsichtsvoller  Mathematiker;  er  hegte 
chon  die  grosse  Idee  eines  allgemeinen  Maasses  und  Gewichts, 
as  in  jeder  Periode  wieder  aufgefunden  werden  und  in  jedem 
•ande  brauchbar  seyn  könnte,  eine  Idee,  die  in  neuern  Zeiten 
'rankreichs  Gelehrte  so  sehr  erhoben  haben.  Als  Direetor  einer 
ommission  für  Maass  und  Gewicht  schlug  er  als  zum  Grunde 
□  legende  Einheit  aller  Gewichte  einen  Tropfen  destillirten  Was- 
ers  vor;  er  bestimmte  das  speeifische  Gewicht  vieler  Körper  und 
erglicb  sie  unter  einander24). 

Die  während  der  Minderjährigkeit  der  Königin  Christi  na 
u  Äbo  gestiftete  Academie2*),  das  Beispiel  und  die  Liebe  dieser 
tegentin  für  die  Wissenschaften,  ihre  Bemühungen  die  grdssten 
länner  ihres  Zeitalters  aus  allen  Wissenschaften  um  sich  zu  se- 
en,  die  Gegenwart  eines  Descartes  in  Stockholm,  eines  Man* 
es,  der  mit  dem  Lichte,  das  er  über  die  Wissenschaften  verbrei- 
te, die  aristotelische  Philosophie  zu  Boden  warf;  wareu  neue 
nd  grosse  Aufmunterungen  zum  Flor  der  Wissenschaften. 

Die  cartesianische  Philosophie  und  mit  ihr  Cartesius  Art  die 
taturlehre  zu  bearbeiten,  erwarb  sich,  so  wie  überall',  auch  in 
Schweden  Beifall;  ein  beilsamer  Skepticism,  verbunden  mit  ma» 
bernatischen  Kenntnissen,  fährten  die  Naturlehre  durch  ihn  aus 
len  dunklen  Träumereien,  die  sie  verhüllten,  ans  Licht;  aber  zu 
renig  durch  Erfahrung  unterstützt,  behandelte  er  die  ganze  Na- 
ur  als  ein  Problem,  zu  dem  Materie  und  Bewegung  die  einzigsten 
)ata  waren,  und  verfiel  aus  Begierde  alles  erklären  zu  wollen, 
n  unhaltbare  Hypothesen. 

Seine  Anhänger  in  Schweden,  Andreas  SpoleM)  und  Job. 
*illberg2r)  haben  unverkennbare  Verdienste  um  die  Ausbrei- 


22)  8.  Gezolii  biographiaka  Lexicon  öfver  namnkunnige  och  l&rde  svenske 
diu  1780.  3  Th.  156. 

23)  Archimcdes  Reformatio.  Stockholm  1640.  4to.  Huna  Sretica,  ohne 
ahrasahl  und  Druckort.  ' 

24)  in  seinem  Archimcdes  Reformatus. 

25)  1640. 

26)  1630  in  Sm&land  gebobren,  1667  Prof.  in  Land,  1679  Profi  der  hö- 
lern  Mathem.  in  Upsala,  starb  1699. 

27)  Zu  Mariestadt  gebohreu  1679,  Prof.  d.  M.  in  üpsala,  starb  1717  zu 
>trengnas. 
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tong  der  cartesianischen  Philosophie  in  ihrem  Vaterlande,  vit 
vorzüglich  die  Schriften  des  letalem,  der  ein  eifriger  Vertheidieer 
des  Cartesius  war,  beweisen*8). 

Spole  hatte  sich  auf  seinen  vielen  Reisen  durch  Europa 
einen  grossen  Schatz  mathematischer  Kenntnisse  erworben,  wobl 
thätig  für  die  Sternkunde  verwandte  er  sie,  wie  er  von  den- 
Franzosen  Piccard*9)  zu  Hülfe  gerufeu  ward,  um  die  Polbube  tos 
Uranihorg,  dem  zertrümmerten  Wohnsitze  Tycbo  Brahes,  dt» 
Vaters  einer  auf  Erfahrung  gegründeten  Astronomie,  auf  derlei 
Hven  zu  bestimmen;  den  Bemühungen  dieser  Mänuer  verdank» 
wir  den  Gebrauch  der  grossen  Arbeiten  des  unsterblichen  Tyckot 
und  seiner  Freundes  Keplers. 

Bill  berg  und  Spole  reiseteo  in  die  entferntesten  Gebende* 
Schwedens80)  und  kehrten  mit  wichtigen  Beobachtungen  über &« 
Strahlenbrechung,  mit  genauem  Bestimmungen  der  Polhobe  vieler 
Oerter  und  andern  astronomischen  Beobachtungen  bereiebtr: 
zurück  31). 

Durch  genauere  Kenntnis*  der  Natur,  ihrer  Produkte,  derw 
Bestandteile  und  Würkungen  entdeckte  UrbanHjäm8*),  die  IM 
quellen  zu  Medevi,  erforschte  ihre  Bestandtheile  und  eröffnete 
durch  der  Heilkunde  eine  neue  Quelle.  Er  war  es  auch,  derb 
Stockholm  ein  chemisches  Laboratorium  einrichtete83),  wodu^ii 
diese  Wissenschaft  verbreitet  und  neue  Entdeckungen  vorbereite* 
wurden.  Das  Schloss  zu  Stockholm  und  das  zu  DrottninghoimM) 
geben  Beweise  zu  welcher  Höhe  die  Baukunst  in  dieser  PerwCr 
in  Schweden  gestiegen  war. 

i 

Die  Stiftung  der  Akademie  zu  Lund88)  unter  Carl  XI.  Minder 


28)  s.  Tract.  de  Cometis.  Holm.  1682.   Elementa  Geometriae.  Ups. 
Computatio  Cyclica.    Ups.  1688.    Elcmcuta  geometr.  planae  1691.  etc.  8?»" 
Vcrtheidigung  der  Carte«.  Philosophie  gab  noch  zu  der  Königlichen  Resoltf** 
von  1689  Anlass,  die  zu  Gunsten  der  Denkfreiheit  und  der  neuen  Philosoph 
ausfiel.  (Nettelbladts  schwed.  Bibliothek.  Th.  2.  p.  52.) 

29)  1671. 

30)  1695. 

31)  s.  Billberg  Tractat  de  refractione  Solis  inoccidui  in  Septentnotuöe 
oris.    Holm.  1696. 

32)  1641.  in  Ingennannland  gebohren,  Präsident  im  Bergwerkscollt^na 
König  Carl  XL  Lcibmedicus,  starb  1724.  (tract.  om  Medevi  Brunn.  Stockh.  16^ 

33)  Acta  laboratorii  Chymid.    Stockholm  1706. 

34)  Die  Bisse  dazu  entwarf  Tessin. 
36)  1660. 
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fihrigkeit,  die  Anlegung  eine«  mechanischen  Laboratoriums»«), 
»nee  Landmesser-Comtoirs»7),  jenes  zum  Behuf  des  Bergbaues 
md  der.  üeconomie,  dieses  um  geschickte  erprobte  Landmesser 
insteilen  zu  dürfen  (eine  so  vielen  Ländern  fehlende,  treffliche 
Hinrichtung)  sind  Beweise  wie  die  Mathematik  und  Naturlehre 
tut  ihren  Disciplinen,  unterstfitzt  durch  die  Fürsorge  der  Regen- 
en  und  die  Thätigkeit  der  Gelehrten,  emporstiegen. 

Der  grosse  Geist  eines  Polhem38)  umfasste  mit  unglaubli- 
cher Kühnheit  Werke,  die  nicht  nur  durch  ihre  Grosse  und  der 
'ergäoglichkeit  Trotz  bietende  Dauer,  sondern  auch  durch  genie- 
eiche Ausführung,  als  Denkmähler,  seinen  Ruhm  der  Nachwelt 
ufbewahren.  Unter  unglücklichen  Umständen  gebohren,  war  er 
enothiget  seine  Kenntnisse  der  Mathematik  und  Naturlehre,  die 
inzig  den  Mechanikus  von  dem  Handwerker  unterscheiden  kört- 
en, mit  Gewalt  der  Lage  seiner  Verhältnisse  abzuzwingen, 
r  überstieg  auf  der  rauhen  Bahn  seiner  Jugendjahre  glücklich 
He  Hindernisse,  die  seiner  Wissbegierde  entgegen  standen.  Die 
rfindung  mehrerer  für  den  Bergbau  nützlichen  Maschienen ") 
erschafften  ihm  die  Stelle  eines  Bergmecbanikus;  er  errichtete 
as  mechanische  Laboratorium  und  erfand  für  Manufakturen  und 
abriken  viel  Neues  und  Nützliches40).     Die  grossen  Unterneh- 


me) 1683. 

37)  1688. 

38)  Christoph  Polhem  1661  zu  Wisby  gebohren,  musste  anfangs 
irch  Dienen  und  kleine  Handarbeiten  »ein  Brod  erworben;  der  Mangel  an 
beorie,  den  er  bei  seinen  künstlicheren  Werken,  als  Uhren  nnd  dergleichen, 
*pfandt  führten  ihn  auf  die  Notwendigkeit  der  Erlernung  mathematischer 
toenschaften  und  der  lateinischen  Sprache ;  nachdem  er  diese  mit  vieler  Mühe 
lernet  hatte,  gieng  er  nach  Upsala,  wo  er  zuerst  Aufmerksamkeit  durch  Hor- 
tung und  Verbesserung  der  astronomischen  Uhr  im  Dome  erregte. 

39)  Ao.  1960. 

40)  Die  von  ihm  erfundene  Säemachine,  Dreschmaschine,  ein  Pflug  Hügel 
ebenen  (Tufplog)  eine  Machine  die  ErdklÖsse  zu  «erschellen  (Mullbracka) 

'"•en  gerühmt.  Auf  dem  Harz,  wohin  er  von  Georg  I.  gerufen  ward,  sind 
ch  manche  seiner  Einrichtungen  bekannt.  Die  bei  uns  unter  dem  Nahmen 
*  schwedischen  Schlösser  bekannten,  gut  eingerichteten  Vorlcgeschlösser  sind 
'ne  Erfindung  und  heissen  xin  Schweden  Polhcms-läs.  Er  starb  1751.  als 
immand.  des  K.  N.  O.    (Äminnclse-Tal  af  Klingenstierna  15.  Jun.  1753.) 

Sein  Sohn  Gabriel  Polhem  1700  in  Fahlu  gebohren,  ist  im  Auslande 
e  in  Schweden  berühmt  geworden,  er  bauete  die  Münze  in  Kassel,  er  unter- 
ste seinen  Vater  in  dessen  letzten  Lebensjahren,  und  es  ist  bei  den  grossen 
Vernehmungen  der  Polhem  schwer  zu  bestimmen,  was  dem  einen  und  dem 
dcrn  eigentümlich  zugehört.     Er  starb  als  Kammerherr  und  R.  d.  K.  N.  O. 
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mungen  aber,  die  seinen  Nahmen  verewigen,  sind  der  Bai  Ar 
Dokke  bei  Cariecrona«) ,  der  Schleusenbao  im  Sflderstrom  tu  Stock 
holm«*),  und  der  könne  vielleicht  nicht  gana  reife  Plan  de»  Baues  \m 
Trolhfitta41).  Was  er  begann  und  vielleicht  hin  und  wieder doicfc 
zu  wenige  Erfahrungen  belehrt,  zu  kühn  unternahm,  ward  aVri 
die  Bemühungen  eines  Thunberg44),  durch  dessen  richtiger  W 
urtheilten  Weg,  durch  unerschütterliche  Geduld  und  Benannt!, 
durch  schöpferischen  Erfindungsgeist  verbessert  und  Tolleafa. 
Ihm  verdanket  Carlscrona  seinen  Hafen  und  den  Gebrauch  k 
Dokken.  Je  kühner  dies  Werk  war,  je  mehr  Hindernisse  4t 
Natur  darbot,  desto  bewundernswürdiger  ist  die  glückliebe  V* 
endung4*). 

Er  entwarf  einen  in  der  Ausführung  zweckmäßigeren  Ptu 
zum  Bau  bei  Trolbätta,  dessen  glücklichem  Erfolg  man  eotgep 
sieht. 

Die  Schriften  des  jüngeren  Polhems,  die  theils  in  den  Ab- 
handlungen der  Ak.  d.  W.,  von  deren  ersten  Mitgliedern  er  eis« 
war,  theils  besonders  gedrukt  sind,  zeigen  seine  mathematisch 
Kenntnisse,  diese  Hebte  auch  Karl  XII.  der  selbst  in  Aoflus« 
algebraischer  Aufgaben  Vergnügen  fand,  der  statt  des  Gebraut» 
von  lü  Ziffern,  deren  6  vorschlug,  an  ihm  und  unterhielt  «ck* 
mit  ihm  über  die  mathematischen  Wissenschaften44). 

Mit  den  Stiftungen  der  Akademien  und   gelehrten  Ge»£ 


1772.  —  (Iminnelae-Tal  öftrer  H.  G.  Poihem.  d.  14.  Jon.  1775.  af  Wsnjs» 
Gezeli  Biogr.  Lexicon.  p.  829.) 

41)  s.  Artificia  nova  mechanica  Beceptacala  navalia  et  Agger«  «jus---- 
construendi.    Amsterd.  721. 

42)  Eine  Schleuse  100  Ellen  lang,  16  Ellen  breit  und  lo  Fuss  tief  ri- 
echen 2  Gew&sscrn,  von  denen  das  eine  gewöhnlich  12  oder  13  Fuss  h&ffd 
das  andere  ist,  ward  nach  9  Jahren  durch  ungeheuren  Aufwand  von  Mto» 
Kosten  glücklich  vollendet. 

43)  s.Büsch  Uebersicht  des  gesammten  Wasserbaues.  Hamb.  179<L  ? ^ 
1  K.  §.  61.—  El  vi  us  om  Effect  of  Watn-Drifter.  Stockholm  1742.  18  R  -l 

44)  Daniel  Thunberg  1710.  zu  Tbunsjön  in  Angermanjüand  gebebt 
Director  des  Bauwesens,  starb  1788.  s.  Memoria  Dan.  Thunberg.  Mcch. 
Norberg.  Lund. 

45)  s.  Essays  de  batir  sous  l'eau,  faites  a  la  construetioo  du  »r* 
bassin,  ou  des  nouvelles  formes  a  Carlscrona,  par  M.D.  Thunberg,  taue* 
public parJeanFellers, inprime*s  a Stockholm  1776.  Bosch l.c LB.  ILCsf  f* 

46)  8.  Nordberg  Leben  Carl  XII.  Th.  IL  p.  675.  Svedenborr  * 
scellan.  P.IV.  §.  1. 


- 
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•haften  in  einem  Lande  gebt  eine  schöne  Periode  ftir  die  Wis- 
»nschaften  an.  Die  engere  Verbindung  der  besseren  K5pfe  eines 
andes,  die  Mittheilung  angestellter  Beobachtungen  und  ge- 
achte Erfahrungen,  die  durch  vereinte  Kräfte  mögliche  Errei- 
mng  dessen,  was  für  einzelne  Fälle  zu  gross  und  zu  schwer 
ar;  die  genauere  Prüfung  und  sorgfältigere  Bearbeitung  hinge- 
orfeoer  Ideen  und  die  Verbindung  mit  den  Gelehrten  des  Ans- 
ndea  können  und  müssen  für  die  Wissenschaften  reiche  Aus- 
lote gewähren.  Die  Arbeiten  dieser  gelehrten  Gesellschaften 
id  gleichsam  die  Niederlage  der  Produkte  der  vorzüglichen  Köpfe 
?ser  Nation ;  hier  werden  sie  von  dem  Freunde  der  Wissenschaft 
sucht,  hier  werden  sie  der  Folgezeit  aufbewahrt. 

In  den  Verhandlungen  der  gelehrten  Gesellschaffen  Schwedens 
det  man  die  wichtigen  Entdekkungen  und  Erfindungen  der  Ge- 
irten  Schwedens  in  diesem  Jahrhunderte,  und  gerne  verweile 
i  in  dieser,  für  die  Wissenschaften  schonen  Periode,  wo  allge- 
ioes  Interesse  die  wichtigen  Erfindungen  dieses  Jahrhunderts 
gleitet;  mit  Vergnügen  zähle  ich  hier  die  Verdienste  einiger 
isner  aus  der  grossen  Reihe  derer  auf,  die  mit  Eifer,  Nuzzen 
i  Glück  für  die  Mathematik  und  Naturlehre  arbeiteten. 

Schon  17*20  vereinigten  6ich  in  Upsala  mehrere  Gelehrte,  um 
rtelj ährlich  die  Abhandlungen  schwedischer  Schriftsteller,  die 
n  Auslände  unbekannt  waren,  durch  den  Druck  bekannt  zu 
cbeu,  vorzüglich  durch  die  Bemühungen  Benzelius47)  unter- 
tzt,  und  1728  ward  diese  Gesellschaft  durch  eine  Königliche 
(Ordnung  bestätigt;  die  physikalischen  Wissenschaften,  die  be- 
ders  ein  Gegenstand  der  Aufmerksamkeit  und  der  Bemühung 
5r  Mitglieder  waren,  verdanken  ihr  viele  Bereicherung48). 

Die  KGniglich  schwedische  Akademie  der  Wissenschaften 
d  1739  gestiftet,  durch  Männer  wie  Hupken4»),  Bielke"), 
ine*  und  Triewald  unter  den  glücklichsten  Vorbedeutungen 
1751  von  König  Friedrich  1.  bestätigt.  Den  allgemeinen  Beifall, 


47)  Eric  Beselins  1675  in  Upsala  gebohren,  atarb  als  Erzbiachof  1743. 

48)  Ihre  Arbeiten  kamen  bis  1750  anfangs  vierteljährig  unter  dem  Titel: 
Litteraria  Saeciae  and  in  der  Folge  unter  dem  Titel:  Nova  Acta  Begiae 
:tatis  Scientiarum  Upsaliensis  heraus,  (s.  Weigcls  Einleitung  rar  allgemei- 
Scheidekunst,    Leiprig  1790.  IL  Stuck,  p.  457.) 

49)  Graf  Höpken,  Reichsrath,  B.  und  C.  aller  K.O.,  gebohr«  81.  Mart. 
iu  Stockholm;  starb  1789.  s.  Äminnelse-Tal  d.  IS.  Mai  1790.  af  Schre- 
in. 

50)  Graf  Nils  Adam  Bielke,  Reichsrath  geb.  so  Gothenburg  30.  Jan. 
gestorben  20.  Juni  179S.  s.  Äminnelse-Tal  d.  13.  Febr.  1793  af  ronOedda. 
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den  ihre  Arbeiten  in  Europa  erwarben,  beweisen  die  (3eber$eiz<ro§tt 

derselben  ins  Dänische"),  ins  Lateinische»),  Französische ")  ud 
Deutsche»*).  Die  Reden  bei  Niederlegung  der  Präsidien")  er- 
halten fflr  die  Geschichte  und  den  Wacbsthum  der  Wisseoschii 
ten  in  einzelnen  Perioden,  treffliche  Darstellungen.  Die  Gedädi 
nissreden66)  im  Rittersale,  dem  Andenken  der  Mitglieder  geUL 
ten,  bewahren  der  Nachwelt  die  Verdienste  und  Lebenszüge  de 
«elben  auf. 

Reiche  Beisteuern,  Geschenke  und  Aufmunterungen  tob  kö- 
niglichen Hause  und  einzelnen  Privatpersonen  sezten  die  Ge- 
schäft in  den  Stand  für  die  Astronomie  ein  Observatorium']  tt 
erbauen;  eine  physikalische  Lehrstelle  einzurichten M),  Instrument 
anzuschaffen  und  die  NaturLehre  durch  die  Unterstützung  k 
Reisen  eines  Kai  ms  nach  Nordamerika;  eines  Hasselqui  stuck 
dem  Orient;  eines  Löffling  nach  Südamerika  und  eines  Hon 
stedt  nach  Südasien  zu  bereichern,  und  durch  Preisfragen  mu- 
tige Gegenstände  neu  bearbeitet  zu  sehen59). 

Unter  dieser  trefflichen  Einrichtung  blühten  nun  die  Wbsfl 
schatten,  von  Schwedens  weisen  Regenten  befordert,  neu  bel*: 
empor,  MSnner  traten  auf,  deren  Verdienste  Europa  anerken : 
deren  Erfindungen  die  Nachwelt  mit  Dank  nennt. 

Martin  Trievald00),  berühmt  in  Edinbnrg,  wo  er  zuerst*» 
Naturlebre  nach  Newtons  neuer,  die  cartesianisebe  Philosojfc 
verdrängenden  und  auf  Erfahrung  gegründeten  Methode  rortric 
berühmt  in  seinem  Vaterlande  durch  Verbreitung  dieser  kn* 
nisse,  durch  seine  Vorlesungen  auf  dem  Ritterhause,  sei«  ^ 

51)  vom  Jahr  1757  —  1765  in  8  Bauden,  s.  Brtnnich  Lit.  Dan.  BibL  S. 

52)  Analecto  Transalpina.    Venetiae  1762.  T.I.II. 

53)  Mit  Aufsitaen  der  Kön.  Ac.  d.  W.  au  üpsala  susammen :  Golk* 
Aeademique  T.  XL  de  la  Partie  etrang.  oont  les  Mem.  de  l'Acad.  <L  fc* 
Stockholm.  Paris  1772. 

54)  der  Königl.  S.  A.  d.  W.  Abhandlungen  1739—79.  ran  Hoiibw* 
und  Kistner. 

55)  Tals  hallet  für  Kongl.  Ak.  rid  Praaidii  Nedl&ggande. 

56)  Äminnelae-Tals. 

57)  1748  angefangen  —  1753  vollendet 

58)  1759. 

59)  s.  >Veigels  Einleitung  aur  allgemeinen  Scheidekunst.  n  8t  M* 

60)  1691  in  Stockholm  gebohren,  legte  sich  in  England  TOtiiffca* 
Mechanik  und  Naturlehre.  Kehrte  1726  nach  Schweden  surftck,  weer» 
Feuermachine  anlegte.  Er  starb  1747.  als  Capitain  Mcchanikus  bei  der  Pt 
tißcftüon.  s.  Äminnelse-Tal  öfver  Trierald,  af  Lanrel  23.  Dec  1747. 


Digitized  by  Google 


< 


um  die  Mathematik  und  Physik.  4J5 

»de  die  Luft  auf  den  Schiffen  zu  verbessern seine  Kunst 
ter  dem  Wasser  zu  leben68),  Erfindungen  die  so  neu,  als  wohl- 
itig,  allen  Dank  verdienten,  bat  seinem  Vaterlande  unvergess- 
\ie  Dienste  geleistet«3). 

Jn  diesem  Zeiträume  lebte  zum  Flor  der  Wissenschaften  ein 
ingen  stierna64).  den  allein  seine  Verdienste  um  den  Unter- 
ht  Gustav  III.  unsterblichen  Nahmen  gegeben  haben;  ein 
nn  der  neben  dem  Verdienste  das  Interesse  für  die  Naturlehre 
ch  seine  von  Versuchen  und  Erfahrungen  begleiteten  Vorle- 
igen  belebt  zu  haben,  das  grosse  Verdienst  hatte,  diese  für 
!  gemeine  Leben  so  brauchbare  Wissenschaft  zum  Gegenstand 
5  früheren  Unterrichtes  auf  Schulen  und  Gymnasien  zu  machen, 
kannt  mit  den  grossen  Geistesproducten  der  Ausländer  erregte 
ihre  Bewunderung  durch  seine  Berechnung  für  die  achromati- 
len  Fernrohre.  Dem  unsterblichen  Newton  schien  es  unmog- 
i  die  Abirrung  der  Lichtstrahlen  und  die  damit  verbundenen 
crenbogenfarben  in  den  dioptrischen  Fernrohren  zu  vermeiden, 
u'idet  von  vielen  fruchtlosen  Versuchen  gab  er  es  auf  und  nahm 
iie  Zuflucht  wieder  zu  Spiegelteleskopen;  Klingenstierna  war 
aufbehalten  nach  einer  der  tiefsten  Hechnungen  über  die  Bre- 
mg  der  Lichtstrahlen  eine  Zusammensezzung  von  GJasarten 
zuschlagen05),  die  diesem  Uebel  abhalf  und  der  Astronomie 


61)  s.  Gezcl  ii  1.  e.  T.  IV.  p.  293.  K.  V.  A.  1744. 

62)  Tractat  om  Konsten  nt  kunna  lefva  under  vatnet. 

63)  Seine  Förelüsningar  i  Naturkunnighcten  2.  Tbl.  1735 — 36.  und  seine 
iandl.  in  d.  s.  A.  d.  W.  1739—40  —  47.  in  englischen  und  französischen 
svhriften.  dieucn  als  Beweise  seiner  Kenntnisse,  s.  AminneUe-Tal  öfver  Trie- 
.  af  Prof.  Laurel  i  Stockholm  1748. 

64)  Samuel  Klinge nstiernn  1698  in  der  Gegend  von  Lindköping 
ihren  cröfnete  zu  Upsala  eine  mathematische  Schule  und  arbeitete  in  der 

der  Wissens,  iu  Marburg;  durch  Wolf,  dessen  Schüler  er  war .  empfoh- 
ward  er  1728  Prof.  in  Upsala,  wo  er  zuerst  seine  Vorlesungen  mit  Versu- 

i  begleitete,  in  der  Folge  ward  er  Informator  des  Kronprinzen  Gustav  III. 

tssecretair  und  R.  des  K.  N.  O.  starb  d.  26.  October  1765.  —  s.  Minne  öf 

>.  Klinge  nsti  erna.  Handlingar  rörande  Svcnska  Akademiens  Högtidsdag 

J.  und  Prof.  Strömers  Äminnelse-Tal  d.  27.  Jul.  1768. 

65)  Die  von  ihm  über  diesen  Gegenstand  herausgegebene  gekrönte  Preis- 
ift  (Tentamcn  de  definiendis  aberrationibus  luminis  in  lentibus  sphaericis 
icti,  et  de  perfieiendo  telcscopio  dioptrieo.  Petropol.  1762.  4.)  erschöpft  den 
anstand  gänzlich.     Seine  Anmärkningar  til  MouscIumi hrocks  Physik, 

seine  Abhandlungen  in  den  V.  Ae.  Handl.  XVI.  3.  XVIII.  3.  XXI.  2.  sind 
eise  seiner  tiefen  Kenntnisse,  so  anch  nstronomiae  Physiear  juxta  Newtonii 
eipia  Breviariiim.  Upsalae  1751.  und  mehrere  vorzügliche  akademische 
sschriften. 

heil  XI.'  2H 
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wichtig  war,  eine  Idee  die  Euler  ahoete  und  Dollond  in  der  Folge 
durch  Zusanimensezzuug  des  Flint-  and  Crownglases  glücklich  n 
Stande  brachte ,  eine  Erfindung  die  den  Nahmen  Klingeostiem 
und  Dollond  in  der  Astronomie  und  Naturlehre  unsterblich aack 
Neben  ihm  glänzet  am  nordischen  Himmel  Celsius60), 
für  die  Wissenschaften  untergegangen,  obgleich  nicht  mioder  woki- 
thätig  für  sie.  Er  hob  die  Astronomie  in  seinem  Vaterlaode  n 
der  Höhe  empor,  deren  sie  sich  im  Auslande  freuete.  Cr  \tp* 
den  Grund  zum  Bau  des  Observatoriums  zu  Upsala47)*  ^* 
Paris  aus  folgte  er  einem  Maupertuis,  Clairaut  und  UMoi 
nier  nach  Torneä,  um  durch  Gradmessungen  und  Vergleiches^ 
derselben  mit  den  in  Peru  angestellten,  über  die  Gestalt  der  bk 
entscheiden  zu  können.  Seine  grosse  Reibe  angestellter  Be* 
achtungen  über  das  Nordlicht08),  seine  Bestimmung  des  feria 
Punetes  auf  dem  Thermometer69),  haben  seinem  Nahmen  eioM» 
bendes  Denkmahl  gestiftet  und  seine  vielen  Schriften70)  iho  it 
einen  Mann  von  gründlichen  Einsichten  und  ausgezeichactei 
Fleisse  gezeigt. 

So  unsterblich  der  Nähme  Linn*71)  für  die  NaturgescbeW 
seyn  wird;  so  gross  seine  Entdekkungen  sind,  so  kfiho  sm 
systematische  Ordnung  der  Natur  entworfen  ist,  eben  so  esa 
nnd  schön  ist  in  gewisser  Hinsicht  seine  Idee  über  die  Eni* 
hung  der  Erde,  und  über  die  Ursachen  der  grossen  Revoiuta 
die  ihre  äussere  Rinde  verkündet«  Die  Abnahme  des  Wims* 
in  den  weiten  Reichen  des  Oceans,  eine  Untersuchung,  die fe 
räume  Zeit  die  Physiker,  vorzüglich  in  Schweden  beschäftig 


ii 6)  Andreas  Co  Isias  1705.  in  Stockholm  gebohren,  Professor  As** 
nomiac  in  Upaala,  starb  1744.  s.  Aminnclsc-Tal  af  Höpkcn  27.  Not.  1741 

67)  1737.  anfangs  auf  seine  Kosten. 

68)  de  lumine  Boreali,  Norimbcrg.  1733,  er  bemerkte  zuerst  mit  Hjr 
(K.  Observator.  1696  in  Jemtland  gebohren,  starb  1751.  s.  Aminndse-Ti' 
Wargentin  18.  Apr.  51.)  die  Abweichung  der  Magnetnadel  beim  Norfsctes 

69)  Sv.  Ak.  Handl.  1742. 

70)  Von  seinen  vielen  Schriften  verdienen  bemerkt  zu  werden.  AntS*"-3 
1726.  erlebte  3  Auflagen  1789.  1754.  —  TJnderr&ttelse  huru  man  efter 
ojämna  rörclso  bör  rätt  Stella  et  nrwerk.  Nork.  1728.  (Unterricht.«» 
nach  dem  ungleichen  Laufe  der  Sonne  eine  Uhr  richtig  stellen  soll.)  Tt- 
om  Cometens  igenkomst  i  Stockholm  1755.  (Gedanken  Über  die  Wiedels 
des  Kometen  in  Stockholm.)  —  Calendarier  infrän  &r  1728—45* 

71)  Carl  Linndc  1707.  im  Mai  zu  Stenbrohult  in  Smaland  geböte» 
Prof.  d.  Med.  u.  Bot.  in  Upsala,  R.  des  K.  N.  0.  starb  10.  Jan.  I"* ' 
Aminnelsc-Tal  af  Abraham  Back  1778. 
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r  die  eiu  Mallet,  Kalm,  Härlemann,  wider  die  Broval 
us  und  andre  stritten79),  ward  unter  seinen  Händen  die  Grund 
ge  eines  Systems  über  die  Entstehung  der  bewohnbaren  Erde, 
m  war  die  ganze  Erde  anfangs  ein  grosser  Ocean,  auf  dem  nur 
ifangs  der  höchste  hervorragende  Wipfel  bewohnbar  seyn  konnte; 
ls  Wasser'  nahm  ab  und  in  verfliessenden  Jahrtausenden  gierig 
s  bewohnbare  Land  aus  dem  Meere  hervor.  Eine  Hypothese 
5  von  ihm  mit  Scharfsinn  und  schonen  Beobachtungen  unterstuzt 
d  ausgeführt  ward73). 

Sein  Blick,  der  weltumfassend  das  ganze  Reich  der  Natur 
ifieng  und  in  ein  System  einzuengen  vermochte,  musste  in  der 
)ssen  Haushaltung  der  Natur  Entdekkungen  machen,  die  so  neu, 
i  interessant,  nicht  nur  för  die  Naturgeschichte,  auch  fär  die 
turiehre  reiche  Ausbeute  lieferten74). 

Was  Linne"  für  die  Naturgeschichte  war,  das  war  B erg- 
inn70) filr  die  Chemie,  schon  in  dieser  Hinsicht  darf  ich  hier 
nen  Nahmen  nicht  übergehen,  seit  in  neuern  Zeiten  diese  Wis- 
1  schaft  einen  so  wesentlichen  Antheil  an  der  Vervollkommnung 
r  Naturlehre  in  einzelnen  Theilen  genommen  hat.   Aber  auch 

die  Naturlebre  selbst  unmittelbar  sind  Bergmaun's  Ver» 
nste  unverkennbar.  Ausser  seinen  Abhandlungen  über  Electri- 
,  Regenbogen  und  Nordschein76)  verdient  vorzüglich  seine  Erd- 
ichreibung77)  unsern  Dank.  Hier  findet  man  die  schönsten  Re- 
tate  dessen,  was  sein  und  seiner  Vorgänger  Bemühen,  ihr 
tarfer  ßeobachtungsgeist  über  die  Natur  und  die  Veränderungen 
Erde  und  die  regelmässig  und  regellos  auf  derselben  vorfal- 
den  Erscheinungen  beobachtet  und  erforscht  haben.  —  Dies 


72)  s.  Broval  Ii  us  om  Wattu  Minskningcn,  (von  der  Abnahme  des  Was- 
,)  Stockholm  1735.  —  Walleriue  Hydrologia,  eller  Watturikct  1743. 
-setzt  von  Denso. 

73)  Oratio  de  Telluris  habitabilis  incremento.  in  Amoen.  T.  II.  auch  bc- 
Icrs  gedruckt.  —  de  Tcllure  habitabili,  Leiden  1744.  8vo. 

74)  Oeconomia  naturae,  in  Amoenitatibus. 

75)  Torbern  Olof  Bergmann  1735.  zu  Marienstadt  gebohren,  Prof.  der 
n.  za  üpsala,  starb  1784. 

76)  s.  Vetensk.  Ac  Handl.  XX,  4.  XX ITT,  1.  XXIV,  4.   XXV,  3-4, 

itt,  2.  xxvm,  8. 

77)  Bergmanns  physikalische  Erdbeschreibung,  aus  dem  Schwed.  übers. 
Lamb.  H.  Bohl.    Greifcwald  1780. 
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Werk  und  das  eines  Mallets™)  mathematischen  Inhalte"),  tnl 
liehe  Charten  und  (üoben ,  und  die  dadurch  ausgebreitete  Ken* 
niss  unsers  Erdballes  verdanken  wir  der,  srfigstentheils  dordi 
Bergmanns  Bemühungen  gestifteten  tomographischen  (Jes^ 
schaft80),  die  durch  Mitglieder  wie  Ferner,  Wallet.  Arth» 
nius,  Zegolstrüm,  iVIelanderhjelm,  Prosperin,  Ate- 
mann  u.  a.  für  diesen  Theil  der  Naturlehre  rühmlichst  soff 
Seinen  Verlust  betrauert  mit  Schweden  Europa81). 

Auch  sein  Freund  Scheele8*2),  unser  Landsmann,  dro  w 
Schweden  mit  Freuden   unter  seine  Bürger  zählte,  folgte 
nach  zwei  Jahren,  und  die  unsterblichen  Verdienste  beider 
ner  um  die  Chemie  machten  den  doppelten  Verlust  für  die  ^ 
senschaften  um  so  schmerzhafter.   Nie  ward  Scheele, 
seiner  Lebensperiode,  noch  in  der  Folgezeit,  durch  eineo  aß*" 
in  der  Menge  einzelner  Erfindungen  und  Entdekkungen,  die  & 
so  neu,  als  unerwartet,  musterhaft  angestellt  und  brauchbar  & * 
Anwendung  wafen,  iibertroffen.    Was  er  für  die  Chemie  tbi.  > 
in  den  Jahrbuchern  dieser  Wissenschaft  mit  Dank  und  bleibend 
Ruhme  niedergelegt83);  was  er  für  die  Naturlehre  leistete,  t* 
so  ruhmlich  bekannt.     Er  ist  es  gewissenuassen ,  der  nach  <- » 
Zeugniss  eines  berühmten  deutschen  Chemikers8*),  als  der 
Schöpfer  des  neuen  französischen  Systemes  angesehen 
kann,  eines  Systemes,  das  den  Nahmen  des  unglücklichen  U 
voisier  unsterblich  macht.    Er  war  es,  der  durch  scharfe»:*- 
Versuche  und  genaue  Beobachtungen  den  reinen  Theil  der 
sphärischen  Luft  (Feuerluft  vou  ihm  genannt)  als  allgemeine 
entdekte,  der  im  Reiche  der  Natur  neue  Elemente  auffand.  ^ 


78)  Fridrich  Malle t  geb.  10  Mart.  1728  in  Stockholm,  Prof. 
metr.    in  Upsala,  starb  27  Jun.  1797.     s.  Ärainnclsc-Tal  af  Northum  • 
Sept.  1798. 

79)  Mall  et  s  allgemeine  tider  in»  thematische  Beschreibung  <ter£,n: 
aus  dein  Schwed.  v.  Röhl.    Grcifswald  1774. 

4 

80)  im  Jahr  1758. 

81)  s.  Hjelms   Gcdächtniasrode   v.  9  Mai    1786.  ins  Deutsch* 
Greifs  wald  1790. 

82)  Carl  Wilhelm  Scheele,  in  Stralsund  1742  gebohren.  Ap'> ' 
in  Höping,  starb  1786. 

83)  s.  Crclls  chemische  Annalen  1787.  II  St  s.  177. 

84)  s.  C.  W.  Scheele  sämmtliche  phys.  und  chemische  Werke . »  • 
Hermbstadt.  IB.    Vorrede  XVII.    Berlin  1793. 
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irch  seine  treflliche  Behandlung  fies  feinsten  Gegenstandes85) 
e  ßewundrung  seines  Zeitalters  auf  sich  zog,  und  dem  Auslande, 
is  seinen  Arbeiten  mit  Freuden  entgegensah,  den  Mann  in  sei- 
:m  Glänze  zeigte,  der  so  wenig  zu  glänzen,  desto  mehr  zu  nüz- 
n  wünschte. 

Auffallend  ist  in  dieser  Periode  ein  Mann,  dessen  origineller 
>ist,  bewundernswürdige  Tbätigkeit,  hervorstechende  Talente 
d  über  alles  lebendige  Phantasie  so  auszeichnend ,  wie  in  spfi- 
n  Jahren  seine  Schwächen  unverkennbar  sind.  Samuel  Swe- 
inborg86)  verdient  hier  als  Mechaniker  genannt  zu  werden; 
>  auszeichnender  Fleiss,  den  seine  vielen  Schritten  erweisen87), 
i  erfindungsreicher  Kopf  führten  ihn  auf  mehrere  wichtige  Er- 
dungen im  Bergbau  und  der  Naturlehre.  Er  gab  ursprünglich 
?rst  die  Idee  zu  einer  Luftpumpe  an,  die  durch  das  Steigen 
1  Fallen  des  Quecksilbers  den  leeren  Raum  hervorbringt88), 
e  von  Baader,  Hindonburg  uudSadlerin  der  Folge  glück  - 
1  benuzte  Erfindung.  Für  die  Schärfe  und  Genauigkeit  seines 
obachtungsgeistes  reden  seine  Beobachtungen  über  die  Abwei- 
mg  der  Magnetnadel.  Mit  lebendig  warmer  Phantasie  umfasste 
das  grosse  weite  Reich  der  Natur,  und  gerne  verzeiht  man 
i,  wenn  der  grosse  Gegenstand  ihn  oft  zu  weit  hinreisset, 
nn  seine  Einbildungskraft  die  Grenzen  der  Erfahrung,  der  Er- 
»ntniss  überschreitet,  und  im  Gebiete  der  Möglichkeit  träumend 
her  wandelt. 

Der  Nähme  Wargen  tin89)  ist  nicht  nur  in  der  Astronomie 
ch  die  vortrefflichen  Tabellen  über  die  Verfinsterung  der  Ju- 
;rstrabanten  °°),  deren  Beobachtung  hauptsächlich  zur  Bestini- 
ng  geographischer  Längen  dienet,  und  durch  viele  gleichzeitig 
estellte  Beobachtungen  berühmt;  auch  die  Naturlehre  verdan- 


85)  Seine  chemische  Abhandlung  über  -  Luft  und  Feuer,  zuerst  Leipzig 
?  mit  Bergmanns  Vorrede  1780.  ins  Englische,  1781  ins  Französische 
setzt,  und  1782  neue  Ausgabe  Leipzig  bei  Crusius,  die  1788  ins  Lateinische 
setzt  wird. 

86)  Samuel  Swedenborg  war  1688  in  Stockholm  gebohren,  Assess. 
Berkwerks-Collegiums,  starb  zu  London  1773. 

87)  Nur  hier  verdienen  besonders  seine  prineipia  verum  uaturulium,  Dres- 
ct  Lipsiac  1734.  3  B.  Fol.  genannt  zu  werden. 

88)  s.  Acta  eruditorum  1722.  Mai  p.  264. 

89)  Pehr  Wargentin,  Sccret.  d.  Acad.  d.  W.  R.  d.  N.  O.  d.  22.  Sept. 
in  Jemtland  gebohren,  starb  1784.    s.  Aminnelse-Tal  af  Melanderhjelm 

.Sept.  1784. 

90)  8.  Berliner  Samml.  astron.  Tabellen.  III  B.  8.  V.  A.  H.  1749. 
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ket  ihm  In  der  Lehre  vom  Nordscheine91),    in  der  Lehre 
Winde9*)  trefflich«  Beobachtungen  und  Bemerkungen  in  ***** 
Abhaodhtogen  der  K.  A.  der  Wissenschaften. 

Wenn  grosse  Ideen,  die  wegen  ihrer  Kühnheit  und  Grü* 
der  jezeitigen  Periode  vorauseilen,  auch  dann,  wenn  sie  för  & 
Vollendung  noch  nicht  reif,  oder  durch  Unvolkommenheit  ireaigs 
brauchbar,  als  kühne  Geistesprodukte  die  Aufmerksamkeit,  ja  k 
Bewunderung  des  Beobachters  verdienen,  so  darf  ich  hier  <fir 
Idee  eines  Mannes  nicht  ffbergehen,  die  wenigstens  nnverkemt^ 
das  Gepräge  der  Kühnkeit  an  sich  trägt.    Was  Linne  reit  Be- 
wunderung seines  Zeitalters  zu  Stande  brachte,  die  3  Reicbe  äs 
Natur  systematisch  zu  ordnen,  in  Klassen,  Geschlechter  und  Artn 
zu  reihen,  wagte  Stockenstrand93)  auf  das  ganze  Uuiver»t 
die  sichtbare  und  unsichtbare  Welt  auszudehnen;  so  ordnete e 
das  Erschaffene  in  6  Klassen  und  wies  jedem  Reiche  in  diese 
seinen  Platz  an.   Wer  wollte  an  diesem  kühn  gewagten  Versee^ 
das  Mangelhafte,  Unvollkommene  tadeln?   Ideen,  wie  diese,  k* 
nen  nur  in  der  Folgezeit  der  Vollendung  entgegen  reifen. 

Je  tiefer  die  Natur  gewisse  Erscheinungen  und  dereo  tie^"-' 
in  Dunkel  hüllte,  je  mehr  Anstrengung  das  Erforschen  ihrer  p- 
heimen  Würkungen,  in  der  dem  Auge  verborgenen  Werkstatt  «• 
fordert,  desto  ruhmvoller  ist  es,  diesen  ihren  stillen  Gang  ans  den 
Dunkel  hervorzuziehen.  Die  Electricität  mit  ihren  Wörknts» 
und  deren  Gesetzen  war  dem  Beobachter  lange  ein  Rätbsel,  * 
ihre  Erscheinungen  waren  bekannt;  einem  Wilke94)  war  esa4 
behalten  in  diesem  Theile  der  Naturlehre  neues  Liebt  anzuzüihi* 
und  Epoche  zu  machen.  Durch  die  Entdeckung  der  electmcW 
Wirkungskreise*6)  ward  er  in  den  Stand  gesetzt,  die  erste  risfc- 
tige  Erklärung  des  leidener  Versuches  von  Franklin  genauer« 
bestimmen  und  zu  erklären 9Ä).  Diese  Untersuchungen  ,  die  * 
Grunde  auch  die  Erfindung  des  Electricitatsträgers  enthaltend 
leiteten  ihn  schon  damals  auf  die  Idee,  dass  sich  dieses  Phifl- 


91)  Geschichte  der  Wissenschaft  vom,  Nordscheine,  s.  V.  A.  H.  XXF 

92)  Kurze  Anmerkungen  vom  Winde,  s.  V.  A  H.  XXIV.  1749. 

93)  Systeme,  Naturae  in  sex  regna  divisom.    Stockholm  1778, 

94)  Sam.  Carl  Wilke  1738  d.  6.  Sept.  an  Wismar  gebohren,  ProLo* 
Secret  d.  Ak.  d.  W.  R.  d.  K.  N.  O.,  starb  1797.  —  s.  Progr.  darrt* 
electr.  contrariis  and  Äminnelse-Tsi  16  Sept.  1797.  af  Nordmark. 

95)  DisserUtio  de  electricitatibus  contrariis.  Eostochii  1757. 

96)  V.  H.  HandL  1769.  8.  213,  von  den  entgegengesetzten  Electric*» 
bei  der  Ladung  und  den  dazu  gehörigen  Theilcn. 

97)  Handl.  1762.  p.  206. 
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en  aus  zwey  Materien,  Feuer  und  Säure,  besser  als  nach  Franklin 
rklären  lasse»»).  Er  bewerkstelligte  die  Ladung  mehrerer  bis 
ihin  ununtersuchter  Körper»9).  Die  Lehre  vom  Gewitter  und 
essen  Identität  mit  der  Electricität ,  stellte  er  durch  Versuche  in 
n  helles  Licht100).  Seine  Inclinationscbarte"1),  seine  Beobach 
ingen  über  die  jährlichen  uud  täglichen  Veränderungen  der 
lagnetnadel  in  Stockholm102)  haben  diesen  Theilen  der  Physik 
^treffliche  Beitrage  geliefert.  Seine  Beobachtungen  über  den 
ordscbein  und  seine  vortrefflichen  Beobachtung  über  die  Kälte  des 
chnees  beim  Schmelzen,  worauf  den  scharfsinnig!!  Beobachter  eine 
Wohnliche  alltägliche  Erscheinung  führte10*),  sind  glänzende  Be* 
eise  seiner  grossen,  hervorstechenden  Talente  und  Verdienste, 
e  ich  hier  nur  anzudeuten  wagte. 

Wenn  ich  die  Männer,  deren  Namen  im  Auslande,  so  wie  im 
aterlande  mit  Ruhm,  Dankbarkeit  und  Achtung  genannt  werden, 
ahmen  wie  Wallerius  10*),  Alstrbmer10«),  Ferner10«),  Fag- 


98)  Handl.  B.XXIIL  B.XXV.  —  Benj.Frankli ns  Briefe  v.  d.  E.  übers. 
Wilke.   Lei|»z.  1758. 

99)  Handl.  1758.    S.  250. 

100)  Handl.  1759.    S.  79-159. 

101)  Handl.  1768. 

102)  Handl.  1777. 

103)  s.  Handl.  1772.  Wilke  wollte  Schnee  auf  einem  kleinen  Hofplatze 
rch  siedendes  Wasser  schmelzen,  es  erfolgte  aber  nicht  die  erwartete  Wür- 
ag,  dies  fahrte  ihn,  nach  einer  Reihe  Versuche,  auf  den  wichtigen  Lehrsatz: 
*s  beim  Schmelzen  des  Schnees  blos  zur  Erhaltung  der  Flüssigkeit  eine 
»oge  Warme  erfordert  werde,  die  im  Stande  ist,  eine  eben  so  grosse  Menge 
kaltes  Wasser  zu  einer  Hitze  von  72°  Cels.  zu  erheben,  den  Grund  der  Idee 
Q  specinscher  Wärme,    s.  Äminnclse-Tnl  af  Nordmark.    8.  6. 

104)  Joh.  Gotsch.  Wallerius  gebohren  172 — ,  Prof,  der  Chemie  und 
«allurgie  an  Upsal.  B.  d.  W.  O.  M.  d.  A  d.  W.,  starb  1785,  eigentlich  als 
temicus  berühmt,  doch  müssen  hier  seine  Tankar  om  Jordones  danande. 
>ckh.  1776.  Uebers.  Meditationes  de  origine  mundi  1779,  und  unter  seinen 
tsertationen,  de  materiali  differentia  lumtnis  et  ignis  —  an  Color  a  sole?  — 
transmutatione  aquarum,  genannt  werden,  s.  Fasciculi  Disputationum  aca- 
nicarum  Holmiae  1798.    II  Bde.  — 

10*)  Clas  Alströmer,  Com.  B.  C.  d.  W.  O.,  M.  d.  A.  d.  W.,  gebohren 
9.  Aug.  1786  zu  Alingsäs,  starb  5  Mart.  1794,  er  war  ein  grosser  Freund 
4  Beförderer  der  Wissenschaften,  Schweden  verdankt  ihm  manches  in  der 
konomie  und  Baukunst,  s.  Äminnelse-Tal  af  Pehr  Dubb. 

106)  Bcngt  Ferner,  Canzell.  R.  d.  N.  O.,  M.  <L  A.  d.  W.  hat  viele 
fcorolog.  Beobachtungen  angestellt;  8.  Handl.  XVI.  1—4.  XVTJ.  4.  XVm. 
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got107),Ekeberg108),Meldcrcreutx10«),Schenniarkli(>),Bar 
leman111),  Quist112),  L ind quist 11S),   Ekstrom1"),  Str«. 
mer116)     Duraeus116)  und  andere  hier  blos  anföbre,  ohne  ita 
einzelnen  Verdienste  am   diese  Wissenschaften  aufzuzählen,  * 
wird  mich  das  vorgesetzte  Ziel  dieser  Arbeit  entschuldigen. 


107)  Jak.  Faggot,  Modell  -  Aufseher,  Ober  -  Director  des  Landau 
Comtoirs,  M.  d.  A.  d.  W. ,   gebohren  d.  13  Mari.  1721.  gestorben  1776. 
Aminnelse-Tal  af  Nicander  d.  28  Nov.  1778,  worin  auch  seine  vielen  Ahtoi 
hingen  mathematischen  Inhalts  angeführt  sind. 

108)  Carl  Gustaf  Ekeberg,  Cap.  b.  d.  IL  Artillerie.  M.  d.Ad*. 
1716  d.  10  Jun.  gebühren,  starb  den  4.  Ap.  1784.  s.  Äminnelse-Tal  af  Sw- 
man  1790.  Er  ist  durch  seine  Reisen,  und  die  auf  denselben  angesteifc 
Beobachtungen  über  die  Abweichungen  der  Mugnetnadel  u.  a.,  so  wie  fc. 
seine  geographischen  Kenntnisse  berühmt,  s.  V.  Ekcbcrgs  OstindisU 
1770  —  71.  gedruckt  1773. 

109)  Jon.  Meldcrc  reut  z,  Prof.  der  Mathcm.  zu  Upsala  .751.  Hii:t. 
und  Lehrer  an  der  Kriegsschule  zu  Stockholm,  gebohren  173 — ,  starb 

110)  Nicolaus  Schcnmark,  Prof.  der  Math,  zu  Land,  gebohrra 
Ostgothland  1720,  starb  28  Sopt.  1788.  s.  Oratio  funebris  in  ejus  meocat 
a  Math.  Norberg.  Lund  1788.  Mehrere  astronomische  Bestimmungen,  Betr- 
achtungen und  Berechnungen,  Bestimmungen  der  geographischen  Lage  meircv 
Orte  Schwedens  finden  sich  von  ihm  in  Handl.  XVI  —  XXX.  seine G*t<&^ 
analytien  Stockh.  1785.  ist  als  Compend.  schätzbar. 

111)  Bar.  Carl  Härlemann,  Ober- Intendant,  R.  d.  N.  O.,  Mitgl.  i  * 
d.  W.,  gebohren  in  Stockholm,  starb  1753,  iht  als  Baumeister  in  jyh»^ 
bekannt.    8.  Aminnelse-Tal  af  Tessin  d.  19.  Mart.  1753. 

112)  Bcngt  Quist,  gebohren  1727,  Asscss.  im  Bergw.  Colleg..  Pin*-' 
der  sämmtlichen  Schmiedearbeiten  und  Mitgl.  d.  A.  d.  W..  besonders  sis  C- 
micus  merkwürdig,    s.  Handl.  XXIX— XXXVIII. 

113)  Joh.  Heinr.  Lindqnist.  Math.  Prof.  in  Äbo,  M.  d.A.iv 
starb  1798.  einige  mathem.  Abhandlungen  von  ihm  s.  Handl.  XXVII— XXXH 

114)  Daniel  Ekström,   Dircct,    und    mathemat.  Instrumentuaaefe 
M.  d.  A.  d.  W.    s.  Aminnelse-Tal  af  Wargentin  14  Jun.  1758.   Er  is  V 
sonders  als  Künstler  berühmt,  seine  Instrumente  geben  den  englischen  an  i- 
nauigkeit  und  Feinheit  nichts  nach.  —  Sein  geographisches  Instrument.  *.  Er 
1743.  ist  ein  sehr  verbessertes  Astrolab. 

115)  Martin  Strömer,  Astron.  Prof.  in  Upsala,  M.  d.  A.  d.  W.  v 
ihm  hat  man  Inledning  til  Geomctria  plana.    Stockh.  1749.  —  Linn  oo  ^ 
tet  och  sphaeriska  Trigonometrien.    Upsala,   eine   Uebcrsetzung  des  Eokr^ 
und  mehrere  Dissertationen  mathemat.  und  astronomischen  Inhalts. 

116)  Samuel  Duracus,  Prof.  d.  Phys.  zu  Upsala,  starb  1789. roc:^ 
Utkast  til  föreläsningar  Over  naturkunnigheten  (Entwurf  zu  Vorlesung« 
die  Naturlehre).  Upsala  1759.    Om  Logarithmerne  1751.  nebst  vielen  pkysb- 
lischen  Dissertationen. 
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Ich  wende  mich  nun  zu  den  Männern,  welche  da»  günstig 
chicksal  zum  Flor  der  Wissenschaften  erhielt,  von  denen  wir 
i  Erwartungen  berechtigt  sind,  die  eben  so  gross,  als  durch  vor 
er^egangene,  bekannte  Verdienste  gerecht  und  billig  sind.  Und 
enn  ich  um  den  Schein  der  Schmeichelei  zu  vermeiden  hier 
Srzer  bin;  so  fehlt  es  mir  darum  nicht  an  Stoff  zu  ihrem  Lobe. 

Es  freuen  sich  die  Wissenschaften  der  Erhaltung  eines  C h ap- 
an117),  dessen  tiefen  Einsichten  und  weitumfassenden  Keimt- 
issen  in  der  Mathematik  die  Schiffsbaukunst118),  die  Artillerie 
issenschaft 1I9),  und  so  manche  andere  Disciplinen,  treffliche  Be- 
rieherung  verdanken.  Seine  Theorie  der  Anker wo)  tragt  das 
epräge  tiefer  mathematischer  Kenntnisse,  und  ist  als  die  vor- 
iglichste mit  Dank  als  lange  entbehrt  anzusehen.  Seine  Unter- 
teilungen über  den  Widerstand,  den  die  Körper  in  Flüssigkeiten 
leiden  121),  die  er  durch  Gustav  Adolphs  milde  Unterstützungen 
it  Eifer  fortzusetzen  im  Stande  ist,  lassen  über  diese  schwie- 
ge Materie  viel  Licht  erwarten. 

'.'■tJ  T  M  r.l e     i>  ff 

Die  viele»  genauen  astronomischen  und  meteorologischen 
Bobachtungen  haben  den  Nahmen  Melander,  nun  Melander- 
jelm,  dem  Vaterlande  und  dem  Auslände  rühmlichst  bekannt 
macht122).  Seine  weitere  Bestimmung  und  Ausführung  der 
leorie  des  Mondes  von  d' Alembert 123),  neue  Methoden  schwie- 
;e  Astronomische  Bestimmungen  zu  finden  124),glii(  Mich  gewagte, 
t  Scharfsinn,  aus  gemachten  Beobachtungen,  hergeleitete 
rpothesen  12ft)  über  Erscheinungen  am  Himmel,  haben  seinen  Nab- 
ln der  Nachwelt  aufbewahret. 

Gemeinnüzzige  Erfindungen  und  Entdekkungen,  die  für  das 
meine  Leben  fruchtbare  Folgen  haben,  verschaffen  der  Wissen- 


117)  Fridrich  von  Chapmann,  Vice- Atlmiral.  C.  d.  W.  O.,  K.  d.  S. 
Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften. 

118)  Tr.  de  la  Construction  des  Vaisseanx  trad.  du  Sued.  Handl.  XX IX.  I. 

IX.  4.  LVin.  1. 

119)  Handl.  1798.  XIX. 

120)  Handl.  1796.  XVH. 

121)  Handl.  T.  XVI.  1795.  LXVI.  I. 

122)  Dan.  Melanderhjelm,  Prof.  der  Astr.  in  Upsala,  R.  d.  K.  N.  O., 
gl.  d.  Ak.  d.  W. 

123)  Handl.  XXI,  5. 

124)  Fandamenta  Astronomiae.  V.  I — IL  8tockh.  1779.  —  Handl.  XXVI— 

X.  nebst  einer  grossen  Anzahl  astron.  Dissertationen. 

125)  Handl.  1798.  1.  Q.  —  Newtons  Tract.  de  Qaadratura  Curvarum,  in 
m  ftadiosae  jnventntis  explicationibns  ilhistratn«  a  Daniel  Melander.  Upsal.l  762. 
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schaft,  der  sie  ihren  Ursprung  verdanken,  die  grösste  und  ao*;e 
debnteste  Achtang  und  dem  Eründer  bleibenden  Dank;  dro 
darf  ich  hier  der  Bemühungen  Akens™)  und  Nyetrüm»1»)  *kk 
vergessen,  die  sich  durch  Feuerlöschungsmittel  um  das  allgemein 
Wohl  verdient  gemacht  haben.  Die  Erfahrung  hat  ihre  Eotrift 
bewährt  gefunden  und  die  Versuche,  die  von  diesem  unter  4a 
Augen  des  Königs  und  des  Herzogs  zu  Ladugardsfelde  an*estffc 
wurden,  haben  ihm  den  Beyfall  und  die  Belohnung  des  Küet* 
erworben. 

Noch  glänzen  die  Nahmen  eines  Planman  m),  Pre*pe 
rin"»),  Nicander1»0),  Nordmark»"),  dessen  sich  diese  Au- 
demie  einst  als  ihres  Lehrers  freuete,  Land  e  rbeckm),  Te|* 
man1»),   Hjelm1**),   Lindtgreen»*),  Hulte*nIM),  Re? 


126)  s.  Crell'a  ehem.  Annalcn  1794.  1  Stük.  XII  Stük. 

127)  8.  Afhandling  om  Eldsläkande  Ämncn,  ingifven  til  K.  V.  A.  si  $*- 
ström  1793.    8.  WeigeU  Magazin.  I  Bandes  2  Stück.  Berlin  1794. 

128)  Andr.  Planman,  Phjrs.  Prot  in  Abo,  M.  d.  A.  d.  W.,  hat  8fr 
rore  astron.  Beobachtangen  angestellt,    s.  Handl.  XX — XXXTTT. 

129)  Eric  Prosperin,  Prof.  Astron.  in  Upsaia,  M.  d.  A.  d.W.  *s» 
Beobachtungen  und  Berechnungen  von  ihm  über  Kometen,  über  Uranus 
finden  sich  in  den  Handl.  L1IL  LVI.  XXXI.  u.  a.  a.  O. 

130)  Heinrich  Nicander,  Secr.  d.  A.  d.W.,  hat  über  die  pauket« 
Gestalt  der  Pflugscharre,  Handl.  XXX VIL  XXXTX.  über  die  Theorie  sr 
Wirzischen  Spiralpumpe  LIV.  und  mehrere  astronomische  Beobachtung«»  fr 
schrieben. 

131)  Zacharias  Nordmark,  Phys.  Prof.  in  Upsaia,  M.  d.  Ak.  i 
bat  ausser  einer  grossen  Anzahl  mathematischer  und  physikalischer 
tionen,  und  mehreren  mathematischen  Abhandl.  vorzüglich  neue  Beobatk^ 
über  den  Grad  der  Warme  der  einfachen  Lichtstrahlen  angestellt,  s.  Hc: 

LVI.  Lvm. 

132)  Nils  Landerbeck,  Math.  Prof.  in  Upsal.,  M.  d.  A.  d.  W..  ix 
die  verbesserte  Luftpumpe,  und  Auflösungen  die  Mechanik  betreffend  s  Htf* 
XXXV.  XXXIX. 

133)  Peter  Teg man,  Math.  Prof.  M.  d.  A.  d.  W.,  von  ihm  sind  se- 
vere mathemat  Disputationen. 

134)  Pet  Jacob  Hjelm,  Probierer  des  Königl.  Bergwerk -Coli«?»» 
lu.l  sich  besonders  als  Chemikus  gezeigt. 

135)  Lidtgreen,  Astron.  Observ.  in  Lund,  hat  sieh  durch  nefc.-" 
u!. ich/ ritige  astron.  Beobachtungen  verdient  gemacht,  s.  Handl.  LVTL  LVH 

Vi)  Andr.  HulUn,  Prof.  d.  Astron.  in  Greife*.  M.  d.  A.  d.  W. 
bisse  rt.itionen,  de  methodis  Tangentium  ante  Newton,  usitatis  Uj>*>  1"W-  * 
vc^iijüs  Method.  flux.  atque  CalcuL  Diff.  ante  Newton,  et  Leibnit.  obfi*,G?* 
pl;      1792  sind  in  Hinsicht  der  Geschichte  der  Math,  merkwürdig;  so  **  4 
Au  juudonibus,  radic?s  aliquot  aequaies  habentibus  96.  97.  Theoremst*  wtp 
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fr'*),  u.a.  in  den  Jahrbüchern  der  Geschichte  dieser  Wts- 
Dschaften;  neben  ihnen  die  Nahmen  der  Deutschen,  gross- 
itheils  verehrungswürdige  Lehrer  dieser  Akademie,  denen  das 
Island  die  Bekanntschaft  mit  der  schwedischen  Gelehrsamkeit 

rdanket. 


Die  grosse  Zahl  dieser  für  Mathematik  und  Physik  wichtiger 
inner,  die  Aufzählung  ihrer  Verdienste,  von  denen  ich  hier  nur 
n  unvollkommensten  Umriss  zu  entwerfen  wagte,  erfüllt  uns 
t  Dankbarkeit  und  Freude;  sie  Ifisst  an  des  Jahrhunderts  Neige 
1  Wissenschaften  mit  Freude  in  eine  lachende,  für  sie  seegens- 
che  Zukunft  blicken. 

ini  telluris  computandae  inservitura  94.  de  normalibus  ad  currat  geometr. 
endig  97.  de  limitibua  aeqnationnm  98.  gekannt  zu  werden  verdienen. 

137)  Regner  Doc.  i  Natur- Lir.  i  Upaml.  Inledning  tri  Natar- 

iala  1785. 


*  **A  t£  i  '^  iif'r »1       .mjjIJ  d  >ftt»  '  «üb 

'»;.«  ,  •      ..tütftt'i  ;  -»•!•»  i  .s  cIuomi*>7  n»h  Jdir»ljari 


■      •  ^  ..1;  1 ...  1    1  --i. .   '    1  i:J 

* 

Ii,    •  r 
■•.        1    ^r  iuA 

k  •'•  •»  '      :  >  I -»i.il^l 
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Neue  Bestimmungsweise  des  durch  kleine  O 

gebeugten  Lichtes. 

Von 

Herrn  E.  Bacalogio 

in  Bocarett. 


I.  Die  Schwierigkeiten  und  die  Länge  der  Rechnung 
welche,  sei  es  nach  der  Sc hwerd' sehen  oder  nach  der  ?oa 
ser  wenig  verschiedenen  Integraüonsmethode,  zu  der  Bestimn«: 
des  durch  kleine  Oeffnungen  gebeugten  Lichtes  führen,  wäntes 
vielleicht  den  Versuch  zu  einer  einfacheren  und  eine  allgemein 
Anwendung  gewährenden  Bestimmung  des  gebeugten  Lichte* 
nicht  unzweckmässig  erscheinen  lassen. 

Schon  Billet  (Traittf  d'Optique  physique  1 1,  p.  200, 217 
hat  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  die  Resultirende  des  dsrei 
einen  schmalen  Spalt  gebeugten  Lichtes  dieselbe  Phase  bat, «* 
der  durch  dessen  Mitte  gehende  Strahl,  und  ebenso  bat  beß 
Parallelogramme  die  Resultirende  dieselbe  Phase  wie  der  Strak' 
welcher  durch  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  Diagonalen  efk'- 
allein  er  hat  diese  Sätze  nur  als  Consequenzen  der  durch  je* 
langen  Rechnungen  gewonnenen  Formeln  hingestellt  und  sueto 
dieselben  nicht  weiter  zu  benutzen.  Dahlander  bat  spiter  (P<C 
Ann.  Bd.  UO)  jene  Sfitze  verallgemeinert  und  unabhängig  roote 
letzteren  Formeln  abgeleitet;  er  stellte  den  Satz  auf,  dass  i« 
jeder  Oeffnung,  welche  einen  Mittelpunkt  hat,  die  Resultirea^ 
dieselbe  Phase  hat  wie  der  Strahl,  welcher  durch  jenen 
-punkt  geht,  und  zeigte  die  Anwendung  dieses  Satzes,  welcher  f- 
doch  auf  den  schwierigeren  Fall  des  Trapezes,  des  Dreiect- 
und  auf  denjenigen  von  Curvensegmenten  nicht  ausgedehnt  ** 
den  kann. 
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Es  sollen  nun  im  Folgenden  zwei  Formeln  aufgestellt  werden, 
siehe  etcb  tu  der  Bestimmung  des  durch  eine  beliebige  Oeffnung 
beugten  Liebte*  eignen,  wenn  man  »er  in  jener  Oeftiung  einen 
pzigen  geradlinigen  Durchmesser  »achweisen  kann.  Sammtlicbe 
»  jetzt  untersuchte  Ffille,  das  Trapez,  Parallelogramm,  Dreieck, 
1  Kreis«  die  Ellipse,  resp»  Kreis-,  Ellipsen Parabelsegmente 
e.  H  -,  Jessen  «neb  mittelst  jener  Formeln  behandeln,  ■  welche  arach 
e  Benutzung  der  ursprünglichen  Parameter  gestatten,  wodurch 
in  eine  leichtere  U  eher  sieht  der  gefundenen  Resultate  gewinnt 
e  Ableitung  dieser  Formeln  ist  möglichst  einfach  und  bedarf 
ineswegs  der  oben  gedachten  Sätze;  sie  wird  jedoch  noch 
»iter  vereinfacht  durch  Benutzung  des  ersten,  nach  welchem 
b  Resultirende  des  durch  einen  Spalt  gebeugten  Lichtes  die- 
lt* Phase  bat  wie  der  dmeh  dessen  Mitte  gebende  Strahl.  Der 
jweie  ist  leicht  au  (Ohren,  wie  D*hlena>r  gezeigt  hatj  man 
aucht  nur  die  Wege  des  Lichtes  p1 ,  q'  und  p"9  qn  durch  zwei 
n  der  AfMe  gleich  entfernte  Punkte  mit  dem  Wege  dnreh  die 
itte  selbst  p,  q  zu  vergleichen,  um  daraus  zu  schliessen,  dass 

p'-p^p-p*,  q*-q~q-*<f- 

Iglich  ist: 

P'  +    -  (P  +  7)  =  P  +  9  -  (P*  +  9")  5 

ler  auch: 

1)    T  [f>'  +  9# - (P  +  7)]  =  -  y  [P*  +        (/>+ 9)]  =  9. 

id  die  drei  entsprechenden  Strahlen  werden  dargestellt  durch 

asina,   asin(a-fqp),   asin(a— a>); 
$0  ist  die  Resultirende  der  beiden  letzteren: 
(2)  a[sln{a+?)+f*n(ff*-9)]  =2acosa>sioo 

>d  bat  dieselbe  Phase  wie  der  Mittelstrabl. 

II.  Die  Aufstellung  der  Forwein,  welche  den  Gegenstand 
eses  Aufsatzes  bilden,  beruht  wesentlich  auf  der  Kenntniss  des 
us  druck  es  für  das  durch  einen  Spalt  gebeugte  Licht  in  einer 
was  allgemeineren  Form  als  die  bis  jetzt  in  Anwendung  ge- 
aebte.  Man  nimmt  für  gewöhnlich  an,  dass  die  Durchschnitts- 
zeit 4er  auf  die  Richtung  der  einfallenden  und  der  gebeugten 
trableo  senkrecht  gelegten  Ebenen  mit  der  Ebene  des  Spaltes 
isammenfaUen  und  der  Längsrichtung  dieses  letzteren  parallel 
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sind.    Ich  will  too  dieser  Beschränkung  absebeo  und  den  »U^ 
meinen  Fall  behandeln,  wo  KL  (Taf.HI.  Fig.l.)  deo  Spalt  ke 
zeichnet,  dessen  Ebene  mit  der  der  Figur  zusammenfallt  Be- 
zeichnen ferner  NE  und  iVG  die  Durchschnittslinien  dieser  Eb« 
mit  den  auf  den  einfallenden  and  gebeugten  Strahlen  senkrr! 
stehenden  Ebenen;  — 0  und  X  die  Neigungswinkel  der  erster« 
gegen  jede  der  letzteren;  BF  eine  beliebige  Richtung  toder  Ebt;< 
des  Spaltes,  bestimmt  durch  die  Winkel  tp  oder  9/;  -s'm^ 
die  Neigung  dieser  Richtung  BF  gegen  jede  der  beiden  Nor-- 
ebenen;  so  findet  man  zunächst  durch  die  bekannten  Projeetk» 
methoden: 

(3)  .  .  .  .  sinft=  sin 9? sin  X,   sinp'  =5  sin  9/ sin  0. 

Es  wird  demnach  die  Phase  fÖr  den  Punkt  P9  dessen  Entfc 
nung  von  der  Mitte  M  des  Spaltes  =  x  ist: 

~  (sin  n  —sin  u/)x  =  y  (sin  <p  sin  X— sin  9'  sin  0)x, 

und  die  Resultirende  der  beiden,  durch  die  symmetrisch  lieget 
Punkte  P  und  P  gebeugten  Strahlen  nach  (2): 

2  cos       (sin^— sin^')x^jsin  er. 

Die  Vibrationsintensität  des  dureh  den  Speit  KL  gebert» 
Lichtes  wird  demnach: 

2  C  n!arcos[^y  (sinfi— sln|iO*]» 
woraus  durch  Integration  und  Einfuhrung  *Ier  Constanten : 

sin^(aioft— siof»')] 

(4)  w  =  ^cos<I> — —  

^(•in^-sin^ 

sin^(sin  ysin  X-sin  q>'  sio  *)]J 


AcosO 


*3t 


%  (sin  q>  sin  X—  sin  9' ein  0) 


Es  sei  nun  ABCD  (Taf.HI.  Fig.  2.)  eine  beliebige 
und  BD  ein  Durchmesser  derselben.  Man  denke  sieb  die 
nung  in  parallele,  dem  Durchmesser  BD  conjugirte  Querst 
getneilt.    Die  Vibrationsintensität  des  durch  einen  d< 
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F=2j?  gebeugten  Lichtes  wird  nach  (4),  mit  Weglassung  der 
oostanten,  ausgedruckt  durch: 


(sin  p  —  sin  u') 

a  diese  Resultirende  dieselbe  Phase  hat,  wie  der  durch  die 
itte  Cr  von  EF  gebende  Strahl,  so  kann  man  sich  die  ganze 
effnung  weggelassen  denken  mit  Ausnahme  des  einzigen  Durch- 
»sers  DB,  wenn  man  dafür  sorgt,  dass  sämmtliche  durch  dessen 
rschiedene  Punkte  gehende  Strahlen  mit  der  entsprechenden 
össe  u  multiplicirt  werden.  Bezeichnen  aber  v  und  —  v'  die 
»igungswinkel  des  Durchmessers  DB  gegen  die  beiden  Normal- 
enen,  so  findet  man  leicht,  dass  die  Phase  des  durch  den  be* 
bigen   Punkt  G  des  Durchmessers  DB  gehenden  Strahles 

-y(sinv— sinv*)  ist,  wenn  y=DG.    Das  durch  die  ganze 

ffnung  ABCD  gebeugte  Licht  wird  also  abhängen  von  den  bei- 
n  Integralen: 

(5) 


/DB 


[2.7CX  "1 

Dt — irr.  — — H  tW-™  voj, 

-^(sinfft — sinp') 

=  /       dysxnt  sml  -r^(sinv -slnr*)  h 

^.inp-siop')  *  J 

raus  man  oder  ,7  mittelst  der  Gleichung  der  Curve  ADC 
ainiren  wird.  Man  hat  übrigens  zwischen  den  Winkeln  v,  v*, 
f',  -X,  fl>  folgende  mit  (3)  analoge  Relationen: 

I)  .  .  .  .  sinv  =  singsinX,   sinv'  =s  sin 2' sin  <P. 

III.  Die  Anwenduog  der  Formeln  (5)  auf  das  Parallelogramm 
f.  III.  Fig.  I.)  ist  äusserst  einfach.    Bemerkt  man,  dass  der 

te  Faktor  unter  den  Integralzeichen  coustant  und 

> 

-y  (sin  fi  —  sin  p?)  I 
■y  (sin  p  —  sin  j*') 
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ist,  so  ergiebt  sieb: 

sin^y^infi-sinji')]  8inr^(8iov-8iDio] 
M=iab  sin  t  — -  ^-r  

-y  (sin  fi  — -  siDft')  y  (smv  —  sio/) 

sin[y  (sio,4  -  sin  1-cosf  y  (sin  v-sinf)] 

Nssab  Sin  I  —  p-x—  

y  (sin  n  —  sin  y  (sin  v — sin  ✓) 

woraus 

tt  =  cos<I>.V  jtH*+Ä« 

•  ■ 

sin  £y  (sin  p  —  sin  fiQ  J  sin £y  (sin  v — sio  V)  J 

=  ^cos<D — —  —  •  ^  » 

y  (sin  p  —  sin  y  (sin  v—  sin  v*) 

oder  mit  Benutzung  der  Gleichungen  (3)  und  (6): 

[ICQ  l 
y  (sin<psin X—  siuqp'sinfl)  I 

|7|.    .    .  M  =  ^C08  W  r—  

y  (sin  9  sinJf— » sin  <p'  sin  <Z>) 

sioj^y  (sin x sio  A  —  sin^suity] 

♦    x — ig  

y  (sin  xsio  X —  sin  f  sin  0) 

Nimmt  man  das  einfallende  Licht  normal  auf  die  Ebese 
Spaltes  an,  so  findet  man: 


(8)  .  .  .  ,  u  —  Actis  <P 

7casinfi  nb$\nv 
X  X 

siuf^sinqpsinx)  simf-r- sing  sin  x) 

=  Acos®~±£  ^  ±±  

ysinqpsinA  ysingstnA 

IV.  Das  Dreieck  bietet  nicht  viel  mehr  Schwierigkeiten  k 
sei  (Taf.  III.  Fig.  3.)  AB=zc,  AC  =  b,  BC=a,  AD=zd;  e 
bezeichnen  a,  a';  ßt  0';  y,  y';  d,  6*'  die  Winkel  dieser  rier  G*> 


i 
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n  mit  jeder  der  beiden  Normalebenen.  Die  Integrale  (fr)  erbal- 
i  dann  folgende  Form  : 

2* 


=y     %e,n£  —  „  -cosl  T(sind— sind')y  l 

«»  ^  (sin  «—sin«')  L  -1 

T(s,n«-sin«Qzyj 

=y     «y*»»*  —  =Vm|  y(sind— sind'),v  ; 

o  ^  (sin« —  sin«')  1 

i 

er,  wenn  man  die  Produtte  durch  Summen  ersetzt: 

M  =  jsing 

:[  (sin  «—sin«') 

+^   <ty  sin       Q  [sina—  sin  «']  —  d[sin  d— sin  <*'])^]| 

jy=  isinß  

^  (sin«  —  sin  «') 

jT  rf  rljf  cos(]y Q  [sin «-sin  a']-</[sin  d-sind'])£]  j 
-JT    dycos  |[y (| [sin«-- sin«'] +  rf [sind ~sind']^|]  j 

Bemerkt  man,  dass*) 

e/(sin  d  —  sin  d')  +  ?  (sin  «  —  sin  «0  =  6(sin  ß  —  sin  ß') , 
rf(sin  d— sind*)—  ?  (sin  «  —  sin  a'f =  c(sin  y — sin  y*); 
'd  integtirt  zwischen  den  angegebenen  Grenzen,  so  ergiebt  sich 

*)  Ks  brauchen  nur  durch  die  Punkte  Ay  ß,  C,  D  acht  Noi  malebenen  zu 
n  gebeugten  und  einfallenden  Steilen  gedacht  su  werden. 

Micil  XL.  >  | 


2i) 
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M=l-  

^(sin«  — sina') 


1  -  cos       <8',n  P  ~  8in         1 "  C08C^T (sl°  r ~ ^11 

^(8in/5-sin/5')  -y  (siny-sinyO 

^  irfsine 

-  (sin«  — sin a) 

6i*[2-^(sin/J-siD/30]  gin[^-C(8.ny-siny)] 


^(8jn/J_8in/}.)  ^(,iBy -sin/) 


woraus 


M  ._ "I 

—  (sina — sincrOj 


1  nb. 

>.  -T-(S 


-2 


— 7  ) + C  «,~ — ^rJ 

—sin/30  -/  V  y(sm7-sm/)  ' 
sin[^y(sin/5-sin|3')^]    sin£y(siny--  sin/)] 


^(sin/5-sin  j3')  y  0»n  y  -  sin  jO 

.    X  cos        (sin  a— sio  <o] 

S  bezeichnet  den  Flächeninhalt  des  Dreieckes,  und  die  WTibU 
a,  a* ;  ß,  ß';  y,  y'  hängen  von  den  ursprunglichen  Parametern  f  c 
X»  jft  ^»^'5      ^  durch  folgende  Relationen  ab: 

*  (10) 
sina=  sinysinX,     sin/5  =  sin j sin X  ,    siny  =  sin ^ sin I: 
sina'  =  sing>'sinO>,   sirf^  =  sin  j,'  ain  <I>.   siny'  =  sio*'siii0 

V.    Betrachten  wir  nun  das  Trapez.    Es  sei  (Taf.HI.  Fit* 
AB  =  a,  BC—b,  CD—Cy  DA  =  d,  EF  =  c.    Beseichien  ■* 
mit  et,  et'  die  Neigungswinkel  der  Seite  a  oder  c  gegen  die 
den  Normalebenen;  mit  ft  /3';  d\  ä';  £,  f  die  den  Geraden 


a     c — <i  , 

entsprechenden..  Neigungswinkel,  so«*  x  =s*j _+  -gj-Jf  nnd 


f  * 
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sine 


M  = 


7t. 


^(sina — sina') 
«tysinj  y(siria— sine')  -f  j  •  — — (sina— sina');/ J 

X  cos        (sin  f  —  sin  ?)y  J . 

 ri«  

y(sina  —  sina*) 

dy  sin  I  y(sin  a —  sin  « )  +  j  •        (sina— sina'ty J 

X  sin  (sinf—sinJOyJ. 

'i 

Werden  hierin  die  Sinusse  der  Summe  zerlegt  und  folgende 
likürzungen: 

(11) 

i 

=  ™(8ina-8ina'),     B  =  y  (siojS-sinjSO»     C=  y  (sina -sina'), 

D  =  y  (sind  —  sind')»       E  ==  y(sin£  —  sinf) 
ngeführt,  so  wird: 

sine 


7C 

^  (sina —sina') 


\s\i\aJ*  rfycos(C-^)|cos2£^  +  cos;4 J* 'dy&inlC-AfyoaZlfy, 

o  o 

iy=g    sinc  — 

r  (sina— sina*) 

tein/l  /le%cos(C-J)?8in2E^  +  cos^  /*Ädysin(C-4)~sin2J$|. 

Bezeichnen  wir  mit  P,  Q,  R,  T  diese  vier  Integrale,  in  dersel- 
>n  Ordnung,  in  welcher  sie  geschrieben  sind,  und  bemerken 
jr,  class  (siehe  IV.  Aura): 

c— a  C— A 

sinf— siof)+-2-(sina-sina')s=6(sin/5-8in^)  od.  E+— 

c— a  C—A 
sinf— sinf)— 2~(sina— sioaOsrrffsind— sind')    -    E  ^-=zDt 

sin/3— sio/30  —  <2(sinä-sind')  =  (c-a)(sina— sina')    -    B—D—  C—A, 
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so  finden  wir: 

~  _  /*'  t?sin2/>  s'uiDcosD 
P+T=J    dyc«rtD\  =  ~1,T-  =  e  g  

.      /*e,  e  sin  22?  sin/?cos/? 

0 

e  1—  cos2# 


o 

o  P9  j    .  «r.y     «  1  — cos2D  sinV). 

R-Q=J     dy8in2DZ=r  Z>  ~e  D~* 

o 

woraus  sich  ergiebt  durch  einfache  Rechnungen: 

m#       2       n  /sinZ)  .  ,  .    _^  .  sin/?  .  /  . , 

^ = ^j+c~v"s~    d)+ tt s,n  (a+b) y 

iV  =  ^J^-C^-  cos  (4—0)  —  ^  cos  (A  +  *)) 
daraus  folgt: 

■ 

(12)  «»  =  M*  +  iV»  =  {'JVC  ) 

Ksintfy  , /sinDy    ns\nB  smD      ,  .  , 

oder  auch: 

(sin[y(sin0— sin/J'TK»     ^sin[jy  (sin^— sioaojv 
,        ^(siD/J-sio/S')     y      V.     ^(«Dd-ainiO  /| 

sinP^  (sin  f-*hß')~\    sinf^  («in  o-sia«") 
-2 — L  *  — L-*  

-r-  (sin  0  —  Bloß*)  -y  (sin  4  — sin  i") 

><C08[!!(^(fiiDa.8lB^ 

worin  5  den  Flächeninhalt  des  Trapezes  bezeichnet,  und  * 
Winkel  a,  «';  ß,  0';  6t  ö*  dieselben  Werthe  wie  in  (10)  bahei;  * 
ist  hier  d,  ö'  statt  y,  y'  zu  schreiben. 
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VI.  Wird  das  einfallende  Licht  senkrecht  auf  die  Ebene  des 
rapezes  angenommen,  wozu  nüthig  ist,  <ß  =  0  oder  cr/=0':rrö'=£=O 
t  setzen,  so  kommt: 

(14) 


u+c;  \X~ß-)  +(-b~)  -»-r-5-«-^+^J 


(  — sinqpsin-X J 


in^^sinxsinxj^«    ✓'sin |^y^sin^sinxj*v  2 

•      ~  )  *  V     «3".      TT  ) 
ysin^sinX    S      V.  -ysinifsioA: 

|  8in(^8lnX8inx)  «in(ffi.n»ain;t) 

-^-sln^sinÄ  y-sim|>sinX 

Bemerkt  man,  dass  #/qp  =  d%  —  e/ip  ist,  and  ti  von  zwei  inde- 
ndenten  Variabcln  q>  und  X  abhängt,  so  findet  man  durch  die 
kannten  Methoden  als  Bedingungsgleichungen  für  die  Maxima  und 
nima  von  u  die  beiden  Gleichungen: 

(15) 

(sin/?     sinD      tM     ^\BcosB— sinÄ. 
ß  -j-cos^-f  O J  6c08X 

/sin/)    s\i\B            j^\DcosD— sinZ)  _ 
+  ^—-j  -ß-co8(A  +  C)  J  -Jä  dcosty 

sinZ?  sinZ)  .  . 
+  -----     2j-sin  ( /I  +  C)(a4-  c)cos  <p  =  w2  (A  +  C)(a  +  c)  cos 

> 

/sinZf    sinZ)      iA  t  ^BcosB-swB .  . 

^— ß  jy  C08(/I  +  C)j  &  b*wx 

/sin  D     sin  B     t  .    ^  \  DcoaD—s'mD  _  , 
+  ^--g  cos  (A+C)  J  -52  

I-  sin  (4 +CK«+^ 

lebe  zu  gleicher  Zeit  bestehen  müssen.  Aus  diesen  Gleichun- 
i  sowohl,  als  auch  aus  (14),  lassen  sich  eibige  Minima  und 
ixima  bestimmen. 

7t(d  "f*  c) 

I)      sin(^+C)=-0    oder   - — sin  9  ein  Xsz2mn 

J  zu  gleicher  Zeit: 

ß  =  D   oder   6sin  g  =  rfsin^/. 
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Man  erkennt  leicht,  dass  dieser  Fall  eintritt,  wenn  die  Dwcfe- 
«chnittslinie  der  Normalebene  auf  die  gebeugten  Strahlen  mit  der 
Trapezebene  der  Halbirungslinie  der  Parallelseiten  dieses  leUterec 
parallel  läuft.  Man  hat  also  eine  Reihe  von  isolirten  dunkel? 
Punkten,  welche  auf  einer  zu  dieser  Halbirungslinie  senkrechtet 
Geraden  liegen.  Die  dazwischen  liegenden  Maziroa  werden  dord 
eine  transcendente  Gleichung  gegeben. 

2)  B=D=mn    oder  f  =  ~  =  «* 

oder  auch: 

c— a 
n   ^    sin  9  sin  X 

 i  =  m"> 

so  hat  man  denselben  Fall  wie  in  1),  nämlich  eine  Reibe** 
dunkeln  Punkten,  welche  auf  einer  zu  der  Halbirungslinie  S«t 
rechten  liegen  und  zwischen  den  vorigen  dunkeln  Punkten  vernW 
sind. 

3)  A  +  C  =  0   oder   <p  =  0 
und  zugleich: 

B  =  D  oder   6sin^  =  rfsin^f/. 

In  diesem  Falle  ist  die  Durchschnittslinie  der  Normalere» 
mit  der  Ebene  des  Trapezes  parallel  den  Parallelseiten  dies* 
letztern.  Der  entsprechende  Theil  des  räumlichen  Gebildes  ^ 
jicirt  sich  als  eine  auf  den  Parallelseiten  senkrechte  Genvk 
auf  welcher  die  Minima  und  die  Maxima  in  derselben  Weise  « 
im  Falle  eines  Spaltes  vertheilt  sind.   Die  zugehörige  Formel  & 


^  nb 


sin^^siujrsin  X^ 


y  sin^sinX 

4)  Die  Formel  (14)  reducirt  sich  noch  auf  Null  und  giebtfee 
mit  Minimalster,  wenn  zugleich  sin/?=0  und  sin  D  =  0  oder 

y-sin^sin  X  =  mit    und    -y  sin sin  JSC=  nn. 

Diese  Minima  liegen  auf  den  Durchschnittspunkten  zweier  Sc 
steme  von  Geraden,  welche  resp.  auf  den  nicht  parallelen  Seit» 
des  Trapezes  senkrecht  stehen. 

5)       sin  (4  +  0  =  0  oder    *(o  +  c)  sin  <p sin  X  =2  m* 
und  zu  gleicher  Zeit: 
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sin  B     sin  D 


Der  Fall  1)  ist  ein  speciellcr  Fall  des  jetzigen,  welcher  eben- 

sin  B  sin  D 

Iis  nur  Minimalorter  giebt.    Da  der  Quotient  — g-  oder  — p- » 

ch  stetig  lindernd,  in  den  verschiedenen  Quadranten  folgende 
aximal*  und  Minimalwerthc 

.  I....0....—  0,217.. ..0....  +  0,128.. ..0....  -0,091.... 

u.    s.  w. 

nimmt  (S.  Pogg.  Ann.  CX,  482  und  dieses  Archiv  XXXVI,  17.), 
folgt  daraus,  dass  derselbe  zwischen  zwei  Nullwerthen  zweimal 
nselben  Werth  erreichen  wird,  und  wenn  die  diesen  letzteren 
tsprechenden,  in  verschiedenen  Quadranten  liegenden  Bogen  B 

d  D  heissen,  so  wird  damit  der  obigen  Gleichung  -g—  = 
infige  geleistet. 

3)   sin  (4  +  C)  =  0    oder  sin  q>s\nX=  (2m  +  \)n 

tl  zu  gleicher  Zeit: 

sin  B     sin  D  n 

-g-+-n-  =<>; 


dem  vorhergehenden  analoger  Fall.  Die  entsprechenden 
erthe  von  B  und  D  liegen  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
xima. 

VII.  Der  Kreis  lässt  sich  am  leichtesten  behandeln.  Es  sei 
dessen  Radius,  <P  =  0°,  und  man  setze  in  den  Formeln  (5) 
=  90°,  x  =  0°>  was  wegen  der  Symmetrie  des  Kreises  gestattet 

Alsdann  verschwindet  das  zweite  Integral,  und  das  erste, 
ches  nun  die  Vibrationsintensität  ausdrückt,  reducirt  sich  auf: 


u  = 


7t  sin  X 


/       dy  8io  I  ~~£~6in  X  h 


r  durch  Anwendung  von  Polarcoordinaten : 

16)  .  .  ti=  ns*in  £  J     «<psina)8inl  — j—  sinAsinqp  u 

t> 

che  Formel  ich  früher  schon  (Pogg.  Ann.  CX,  492)  aus  den 

i wer d' sehen  abgeleitet  und  näher  yntersupht  habe. 

*   *  "  +  ■ 
Es  ist  zu  bemerken,  dass  der  Halbmesser  der  dunkeln  (resp. 


igitized  by  Google 


438  Bacaloglo:  Neue  Bestimmungsweise  des 


hellen)  Ringe,  welche  man  durch  eine  kreisförmige  Oeffnung  siebt, 
dem  reciproken  Werthe  ^  des  Halbmessers  der  letzteren  propw 
tional  ist;  für  eine  zweite  Oeffnung  vom  Radios  ßl  sind  je» 
Ringe  proportional  dem  Werthe  jj-.  Der  äussere  und  innere  Ra- 
dius der  durch  eine  ringförmige  Oeffnung  gesehenen  Ringe  v« 
halten  sich  demnach  zu  einander  wie  Rt  :  R,  und  die  Dimension« 
dieser  Ringe  in  Bezug  auf  ihren  inneren  Radius  werden  renn 

sentirt  durch  — ^ — ,  wie  es  Herschel  verrautbet  hat. 

VIII.  Betrachten  wir  endlich  ein  Parabelsegment.  Sehn» 
wir  wieder  an,  dass  das  einfallende  Licht  normal  auf  dieOesW: 
fällt,  und  dass  diese  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  ParabeUck 
tot.  Aus  der  Gleichung  der  Parabel  a:1  =  2/*y  folgt  jrrfz=^> 
woraus  [(5)]: 

17) 

„  sin*  P*  .  flnx  .  .  \  (mx*  .  .  _\ 
ZW  =  — —  /    ax.arsinl  -j-sina>sinA  Icosl  ^ — sin j «in AI 

^~  sin  qp  sinXo 

 sin«         P  rfar^sinf-^sinqpsinX^cosf^^sioxsiB^f 

welche  Formeln  sich  durch  Reihen  integriren  lassen.  Ick  «! 
mich  auf  den  Aequatorialscbnitt  beschränken  und  die  EneW- 
nung  auf  diesem  zu  bestimmen  versuchen.  Dies  wird  errek 
wenn  o)  =  90°  und  %=0°  gesetzt  wird,  wodurch  die  zweite«? 
Formeln  (17)  versch windet,  die  erste  aber  sich  auf  folgende: 

sine       P*  _        .   /2«j:  .  \ 
u  =  —   /     ax.xsm  I  — 5— sin  X  1 

reducirt ,  welche  die  Vibrationsintensität  des  Lichtes  auf  ^ 
Aequatorialschnitte  ausdrückt.  Daraus  erhält  man  durch  lotest* 
tion  folgende  merkwürdige  Formel: 

(18) 

2  r^sin^-^sinXy  ^  \~t 

« = *Vrpy  I    »~  ■  yf ~ CM  w  siaX)s 

I-rr-sinAl  *—  ^"~T~ sin  A 
Die  dunkeln  Stellen  werfen  bestimmt  durch  die  Gieichur- 
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lux  f^litx  \ 

sin X=  fang (  — j-  sin Xji 


»raus  erbellet,  dass  auf  dem  hier  betrachteten  Aequatorialschnitte 
i  Minima  dieselbe  Stelle  wie  die  Maxiraa  eines  Spaltes  einneb- 
ln, dessen  Breite  gleich  der  Sehne  des  Parabelsegments  sein 
irde.  Ist  x  =p,  d.  i.  wird  das  Parabelsegment  durch  die  Sehne 
grenzt,  welche  durch  den  Brennpunkt  der  Parabel  geht,  so  wird : 

u  =  t-X^    -Ai  l  -  cos (f  sinxX]. 

\—~)  T8inX 

IX.  Das  Princip,  auf  welchem  die  in  II.  aufgestellten  For- 
in (5)  beruhen,  behält  seine  Gültigkeit  auch  für  den  Fall,  wo 

Begrenzungslinie  der  Oeffnung,  durch  welche  das  Licht  ge- 
igt  werden  soll,  keinen  geradlinigen  Durchmesser  hat;  man 
est  aber  bei  Anwendung  der  entsprechenden  Formeln  auf  Schwie- 
ceiten,  welche  man,  wegen  der  Unvollknnimenbeit  der  Rech- 
igsmethoden,  im  Allgemeinen  nicht  im  Stande  ist,  zu  bewfilti- 
i.  Man  kann  nämlich  für  jede  gegebene  Oeffnung  ACBA 
.f.  III.  Fig.  5.)  den  geometrischen  Ort  AGM  der  Mitten  eines 

iebigen  Systems  von  parallelen  Sehnen  BC,  EF  ,  d.i.  einen 

mmlinigen  Durchmesser  der  Begrenzungscurve  BEAFC,  mit- 
t  der  Gleichung  dieser  letzteren,  bestimmen.    Bezeichnen  aber 

—  ora  die  Abscissen  der  Punkte  E,  F\  y  ihre  gemeinschaftli- 

Ordinate,  r=zAG  und  X>  die  Polarcoordinaten  des  krumm- 
ren  Durchmessers  AGM,  und  bemerkt  man,  dass  y=rsin0, 
aus  dy  =  sin  6dr  -f  r  cos  BdS ,  dass  ferner  %  =  <p  —  6,  x'=qp' — 0, 
90°;  so  nehmen  die  Formeln  (5)  folgende  Gestalt  an: 


J*'  (sin  Sdr  +  r cos  6d$) 


—  (sin  <p  sin  X  -  sin  <p'  sin  <P)  Y> 


1      ^(sinysmA  — smy'smfl)  I 

r2jrrsinö.  .  r  .  .  ,  ,  Ä_  ,  _  n 
 £■ —  (sin[<p  —  0j8inA'  —  sin[<p~#Jsin<J>)  I, 

1 


~  (sin  qp  sin  X — sin  <p'  sin  &)  *o 

JT-fo  -f  X^) 


f*    (sin  0dr  -f  r  cos  0d0) 


 ^  (sinqpsinA  —  sin  qp' sin  0)  I 

r2*rsin0/  .  r  ^  .  v  .  .  ^  .  _  T 
 (sin[qp  —  ÖJsinX  —  sin  [9  —  0)sin  W)  I, 


29* 
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worin  xx  -f  x%  durch  r  und  ß  su  ersetzen  ist ;  auch  mass  mar.  r 
oder  0  mittelst  der  Gleichung  des  krummlinigen  Durchmesser» 
elimioiren. 

Im  Mai  1861. 


Ueber  die  Berechnung  des  sphärischen 

Kreise  aus  seinen  Seilen. 

Von 

Hern»  Professor  Dr.  Kambly 
in  Breslau. 


Herr  Professor  König  schliesst  seine  im  34sten  Bande  de» 

Archivs  Nr.  III.  enthaltene  dankenswerthe  Mittheilung  Über  b 

Fläche  des  sphärischen  Vierecks  mit  den  Worten :  „Gewiss  £iebt« 

F  f 
auch  für  tang  ^  einen  Ausdruck,  der  für  rf=0  In  die  tang^  de 

Simon  Lhuilier  übergeht;  aber  wie  findet  man  Ihn?"  b& 
That  hat  diese  Vermuthung  auf  den  ersten  Blick  viel  für 
und  es  liegt  nahe,  die  L  hui  Ii  er 'sehe  Formel  auf  das  in  eis* 
Kugelkreis  einbeschriebene  sphärische  Viereck  in  derselben  Wee* 
zu  erweitern,  wie  die  Formel  für  den  Flächeninhalt  des  eben« 
Dreiecks  auf  das  ebene  Viereck  ausgedehnt  werden  kann.  fl*** 
nach  würde,  wenn  man  den  halben  Perimeter  eines  solchen  fr 
gel  Vierecks  mit  t  und  den  Ueberschuss  seiner  Winkelsumme 
360°  mit  E  bezeichnet, 
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tangf  =  \F  taue^tans* 


•  >  • 

»in.  h  j  'i       H«   "  .  | 

Man  uberzeugt  sieh  aber  «ehr  leicht,  dass  diese  Formel 
cbtig  ist,  da  sie  fär  die  Hälfte  der  Kugelober  fläche,  für  wi 
•  doch  auch  gelten  müsste,  £=180°  statt  £?=300°  ergiebt. 

Ausserdem  stimmt  sie,  wie  nachher  gezeigt  werden  soll,  auch 

icht  zu  den  für  den  speciellen  Fall  der  Gleichheit  der  Seiten 

icht  zu  entwickelnden  Formeln.    Bemerkenswerth  ist  hierbei 

doch,  dass  aus  der  erwähnten  Gleichung  sich  Ausdrücke  för 

E  E  -' 

>s^  und  ein  ^  ergeben,  welche  unter  der  Voraussetzung,  dass 

oe  Seite  gleich  Null  wird,  in  die  bekannten  Formeln  ftr  den 
>härischen  Excess  des  Kugeldreiecks  ubergehen.   Zunächst  hat 

E  .  b\c\d— a  .  a+c+rf— b  .  a+0+d—  c  .  o+6+e— d 
«-cos  2     sin-  -j— — sin  j  sin— — j  sin  j  

"      ~E~      b+c+d—a  a+o+d-c     a+6-fc—  d 

f  COS  COS  ~A  —  COS  -J-j  COS  -j  COS  3  

r,  *    -  4  4  -  .>         . •  \  4  4 

M>" M    p     ■■■  *  i  ?i* ' ' 

c  +  rf         a  —  b^,     a+6         c — d. 
(cos  — n  cos  — 3 — )  (cos — g  cos  — c\ — ) 


c  +  rf  .  a — 6. ,  a  +  4  c— 
(cos  — ^—  +  cos  — j-)  (cos  — <p  +  cos 


(cos— 0 — r*cos 
-  (cos   cos  -ä-Xcos-g  cos  -2 


(cos— a — r-cos 


-5-)  («O« -5-+ CM -5-)  j 

i  2  1  I 

—  6W     a  +  6        c— ( 

-^-XCOS-^  COS-^)  J 


-f-(cos— 2      cos    2  /v-"-  ™    «2   7  ; 

a  -f  '>      a  —  0         r  f  o      e — a 

cos  —2-  cos  —  +  cos  ~2-  cos 


cos-j-cos-^  +  cw-ä-e^-j- 


l'r*  ' 


•  1 1 


cos  a  -f  cos  6  ■+  cos  c  +  cos  d  

TT  a  b  c  d  .  «  .  b  .  c  d' 
4 (cos 2  cos 2 cos 5 cos 5  "I" 8,n 2 8ln2 Ät02 8ln 2' 


ist : 


1 
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i 


E      .  E 


sin  ^  =  (l  +  cos    )  tang-j 

a  +  b      c  +  d         a  —  b      c— d  a— 6  o+* 

2  (cos        cos        -f  cos cos  -y-  +  cos  -y  cos -5-  | 

c— d  c-K| 
+  cos  — 5—  cos  —3-) 


a  +  6  a— 6W  c  +  d  c  — d 
(cos  —5-  +  cos  -y )  (cos  —5-  +  008  -y) 


4/^  s  —  a  * — A  *  — cA  1  — d 
:\  tang— y  tang  — y  tang-y  tang-g 


c  +  d         fl~*w     a  +  Ä.       c  — f/ 
2 (cos  -y  +  cos  -y ) («°8 "2"  +  008  ~~2~' 


a+6  c-6w  c  +  d  ,  c— d 
(cos  -y  +  cos  -y )  (cos  -     +  cos  -y) 


Vi— a       i  —  6A      s  — c        1— d 
tang— 2  -  tang  -y  tang  -y  tang  -y 

c  +  d         «  —  6W     a  +  o         c  —  d 
(cos  -y  +  cos  — y )  (cos  — y  4  cos  -y ) 

=  a      b      c      d~    .  a  .  b  .  c  .  d 

2 (cos  ^ cos  j  cos  2  cos  g  +  s»n  2  sin  g sin  g sin  g) 

4/"  s — a,      i— 6A     s  — c.      *— d 
X\  taog-y  tang -y  tang -y  tang -y. 

Bringt  man  nun  den  Zähler  des  Bruches  in  die  Wurzel  hi«" 
welche  nach  der  vorangebenden  Entwicklung 

\  .  6+c+d-a  .  a+c+d— b  .  a+b+d-c  a+H^j 
4  sin       A  sin  j  sin  y  sin  p 

~7~    c+d        a — 6W      fl  +  A  c-d 
(cos  — y  +  cos  — y )  (cos  — y  +  cos  — y ) 

ist,  so  hebt  sich  der  Nenner  des  Radicandus  auf,  und  der  U 
ler  wird: 

ta  .  A+c+d-a  .  a+c+d— b  .  a  +  6+ d—  c _;_a+Hj^ 
16  sin  — - — ^  sin  j  sin  j  sin  j 

6  +  c+d— a      a+c+d-6      a+6+d— c  a+Hf^ 
X  cos  ^  cos  j  cos  j  cos  j- 

.  6+c+d— a  .  a  +  c  +  d— 6  .  a  +  M-d— c  ajfHc-' 
in  n  sin  0  sin  s  sin  f 


2   2  2 

also : 
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.  E      V^in  (s  —  a)  sin  (s  -  b)  sin  (s  —  c)  sin  Q  —  rf) 

ßID2  -0/     a      6      c      d  f   t  a  .  b  .  c  .  d  h 
2  (cos  ^  cos  ^  cos  ^  cos  ^  -f  sin  ^  sin  ^  sin  ^  sin  ^) 

Wahrscheinlich  ist  nun  die  Uebereinstimmung  der  gefundenen 
usdrucke  für  sin-^-,  cos     und  tang-^-  mit  den  entsprechenden 

ormeln  für  das  Kugeldreieck  dem  Herrn  Prouhet,  Rep^titeurä 
Ecole  imperiale  Polytechnique,  ausreichend  erschienen,  um 
e  für  richtig  zu  halten  und  ihre  Begründung  zu  verlangen.  Das 
inuarheft  der  ehemals  Gerono-  und  Terquem'schen,  jetzt 
erono-  und  Prouhet'scben  „Mathematischen  Annalen" 
ithält  nämlich  die  von  P.  (Prouhet)  gestellte  (633ste)  question, 
ne  drei  Formeln  für  die  aire  d'uo  quadrilatere  spherique 
scrit  zu  entwickeln. 

Wunderbarer  Weise  bat  bis  jetzt  trotz  des  rühmlichen  Eifers, 
sicher  in  Frankreich  für  die  Losung  jener  questions  rege  ist, 
>cb  kein  Mitarbeiter  des  Journals  die  Richtigkeit  der  erwähnten 
leicbungen  in  Zweifel  gezogen;  auch  Herrn  Prouhet  selbst 
beint  dadurch,  dass  jene  Aufgabe  bisher  ungelöst  geblieben  ist, 
er  die  Geltung  der  Formeln  noch  kein  Bedenken  erregt  wor- 
n  zu  sein.  Dass  sie  jedoch  falsch  sind ,  lässt  sich  an  dem  vor- 
wähnten  speciellen  Beispiele  leicht  nachweisen. 

Ist  nämlich  a  =  b  =  c  =  d,  demnach  A  =  B  =  C  =  />,  uod 
zeichnet  man  den  sphärischen  Radius  des  umschriebenen  (Ecken-) 
eises  mit  r,  so  erhält  man  aus  jedem  der  gleichschenkligen 
eiecke,  deren  Seiten  a,  r,  r  sind: 

a  A*  a* 

tang^  cos  ^  +  tang^ 

tangr=  ^j**),  also  secr«=  , 

cos  2  cos  ^ 

ihrerseits  aber  aus  den  Dreiecken,  deren  Seiten  a,  a  und  2r 
d,  da  sin  1*  =  —  cos|  ist,  auch: 

sinr      **x     i  °2  ■  A 

tangr  =  5  **),  also  cosr=cos^  s\nA; 

cos  ^  sin  A 

nnach  : 


E 

•)  Eben  «o  leicht  i»t  die  Entwicklung  der  Formeln  für  «in-  und 
E  E 

**)  S.  meine  Sphärische  Trigonorn. .  Uebungeanfgab.  16  and  17. 
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A* 

 ^i  =  «o«2  *in A% 

cos  2  +t»"g2 

und 

co«2  *»i"2  C082   **'cog2         >  «D2   — i» 

mithin 

.4*       1      .  A*  l 

8,n2  ^8IB2  =  

cos 2  4co&^ 

woraus 

.  A      Vi           A     VT^oTS  4  V 

«n^=  -,   cos  2  =  — ,    sin  J  = 

cos  5  cos  g  9 

tang-j  =  y^=»   cos  <4  =  -  tang  ^    und  taogr  =  ^== 
folgt. 

Sucht  man  nun  den  sphärischen  Excess  (s)  eines  der  gkäfr 
schenkligen  Dreiecke,  welche  die  Hälfte  des  Vierecks  sind ,  st 
telst  der  bekannten  Formel  für  den  Cosinus  des  halben  Eltes* 
eines  sphärischen  Dreiecks: 

a      b      .  a  -  6  _ 
cos  ^  cos  ^-f- sin  ^  srn^cosC 

2 

so  ergiebt  sich  für  den  vorliegenden  Fall,  da,  f  =  \E  ist,  tri 
einigen  leichten  Umformungen: 

E     V  cosa      .  .  £J  a* 

cos-j  =  ^-  =  sin4,   sin^-  =  tang^  » 

cos  ^ 

cos  ^  = —  cos  24  =s  l — 2tmng 
Zu  «lemselben  Resultate  gelangt  man  unmittelbar,  da 


E 

£  =  44  —  360°,   also  cos-^  =— cos24 
ist.   Eben  so  folgt: 


^  2  V" cos  a  tang  |  ^      sin | 

2 


sin  tr= — sin24  =   und  tang  = 


cos  ^ 


Im  Widerspruche  mit  diesen  Formeln,  welche  sich  aucß  » 
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r  weitig  verificiren  lasseo,  erhält  man  aus  den  Prou  he  fachen 
eichungen  für  den  Fall  a=b=c  =  d: 

E  cosa  .  E  isina»  ,         £  a2 

9  2=  ^'    8,n2  =      «<    .  a*  und  tanK4=tan^2  • 

cos .}  -fs.n^  coag+sing 

isdrücke,  welche,  mit  den  vorher  entwickelten  zusammenge- 
ht, zu  iiichtidentischen  Gleichungen  fuhren.  Zugleich  geht  aus 
m  völligen  Mangel  an  Analogie  zwischen  den  beiden  Formel- 
mpen mit  ziemlicher  Gewissheit  hervor,  dass  die  im  Eingange 
ite  Verallgemeinerung  nicht  möglich  ist. 

fm  die  Aufgabe  für  das  ungleichseitige  Kugel viereck  im  Kreise 
feolösen,  bedarf  man  der  beiden  Fundamental  ■  Gleichungen 

cos  a  cos  6  +  sin  a sin  b  cos  C  =  cos  c cos d  +  sin  c sin  dcosA 


«      b  .  c      d  .  . 

cos  ^  cos  g sin  C  =  cos^cos  4-jSin 

vi  den  von  c  und  d,  C  den  von  a  und  A  eingeschlos» 
Winkel  bedeutet,  und  von  denen  die  erste  sich  unmittelbar 
pebt,  wenn  man  die  den  Winkeln  A  und  C  gegenüber  liegende 
igonale  (BD)  aus  beiden  Dreiecken  darstellt  und  die  Werthe 
lichsetzt,  während  die  zweite  durch  Elimination  von  tangr  aus 
1  beiden  Gleichungen 

BD  .  BD 

sin-^-  sm-jp 

tangr^  ■-  -~  und  tangr  =  —  —  6~ 

cos  £  cos  ^sin^  cos  ^  cos  ^  »in  C 

i'onnen  wird. 

I. 
Man  erhält,  wenn  man 

1  +  cos«  +  cos  b  -f  cos  «cos  b  =  («,  A), 
1  +  cosc  -fcos£/  +  cosccos</  =  (c,  d) 

cosecosrf  —  cosri  cosA  =  («,  b,  c,  */) 

it: 

t 2sinc8ind(q,  bt  c,  rf)(a,  6) 
008  A~(c,  rf)sino*sinA*-(«,  A)  sine*  sind»*08'* 

in  a*sinAa  f  (n,  A,  c,  d)  +cos«+cos6— cosc— cost/1 
(c,  rf)«sino*ainA*— («,  6)»ainc*ainrf»—  ' 

J  Winkel  /I  und  das  Uebrige  in  bekannter  Weise. 
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Nachschrift. 

Breslau,  27.  Juni  1863. 

Herr  Prouhet  hat  in  dem  mir  vor  einigen  Tagen  zogekoa- 
menen  Mai -Hefte  der  Nouvelles  Annales  die  oben  bemerkte 
Formeln  als  falsch  zurückgenommen,  indem  er  in  einem  „Errata»" 
als  Grund  ein  Versehen  in  einem  Vorzeichen  angiebt,  welches  le 
d'autant  plus  perfide,  qu  elle  conduisait  ädearesoluo 
fort  vraisemblables.  Was  das  ßir  ein  Fehler  sein  soll,  kiu 
ich  nicht  ergründen ;  wahrscheinlich  verhält  sich  die  Sache  ». 
wie  ich  in  meinem  Artikel  vermuthet  habe.  —  Hiernach  ersehe* 
nun  mein  Aufsatz  als  überflüssig,  und  ich  ersuche  Sie,  wer»o& 
diese  Ansicht  haben,  mir  denselben  gütigst  zurückschicken  & 
wollen,  da  ich  kein  Brouillon  von  ihm  besitze.  Freilich  kö&rt 
für  deutsche  Mathematiker,  welche  das  Gerono'sche  Jourui 
nicht  lesen,  es  immer  noch  wünschenswert!)  sein,  zu  erfahr«, 
wie  sich  die  von  Herrn  Professor  Konig  angeregte  Frage  er^ 
dige.  Sollten  Sie  aus  diesem  Grunde  Sich  noch  für  die  Anbuk* 
entscheiden,  so  bitte  ich  nur  in  einer  Bemerkung  hinzozufö*«, 
dass  der  Artikel  Ihnen  (doch  mindestens  14  Tage)  vor  Veröl«? 
Hebung  des  Mai  -  Heftes  zugekommen  ist. 

Wenige  Tage  vor  Empfang  des  Ter  quem' sehen  Joart» 
wurde  mir  auch  der  39ste  Band  Ihres  Archivs  wieder  zouckgef 
ben,  in  welchem  ich  Ihre  interessante  Mittheilung  aus  P.  Ser* 
ret's  Geometrie  fand.  Nunmehr  ist  es  mir  ganz  unbegreiflict 
wie  Prouhet  seine  Formeln  aufstellen  konnte,  da  beide  von  $«■ 
ret  angegebene  Formeln,  von  denen  die  zweite  übrigens  sehr  1^ 
aus  der  ersten  folgt,  meipe  Behauptung  bestätigen  und  -  aaefe 
mit  Begehung  eines  Fehlers  im  Vorzeichen  —  nicht  zu  den  Pm 
het'schen  Formeln  führen. 

Schliesslich  bleibt  immer  noch  die  Frage,  ob  die  Formell» 
sin  iE  sich  ohne  stereographische  Projection  aus  den  am  Schlot 
meiner  Abhandlung  mitgetheiiten  Formeln  werde  ableiten  lasset  '■ 

L.  Kamblv. 


*)  Ich  habe  es  aus,  aus  vorstehendem  Briefe  des  Herrn  Prof«*» 
Kniuhly  von  selbst  ersichtlichen  Gründen  für  zweckmässig  geh*]«- 
den  mir  eingesandten  Aufsatz  doch  mich  aufzunehmen  ruit  der  vorifrk» 
den  Nachschrift.  Der  Herausgeber. 
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cber  einige  Eigenschaften  solcher  Tetraeder,  deren 
chs   Kanten   eine   Kugel  berühren.  (Tangenten- 
Tetraeder). 

Von 

Herrn  Doctor  Gustav  Junghann 

in  G  nth  r. 


Im  XXXIV.  Bande  S.  370.  dieses  „Archivs"  habe  ich 
:i  Gedanken  ausgesprochen,  das 8  sich  neben  die  ebene  und 
fiärische  Trigonometrie  wohl  eine  dritte  Disciplin  hinsteifen 
<se,  welche  die  dreiseitige  Ecke  (eine  der  fünf  Grundfor- 
n  räumlicher  Ausdehnung:  Linie,  Fläche»  Körper,  Winkel,  Ecke) 

den  algebraischen   Ausdruck  stereo  metrischer  Gesetze 

selbständiges  Rechnungselement  mit  den  übrigen  Grundfor- 
n  in  Verbindung  brächte,  und  zwar  vermittels  gewisser  Ecken- 
ictionert,  analog  den  Winkelfunctionen  Sinus,  Tangens  u.  s.  w., 
•ch  welche  die  Trigonometrie  die  Winkel  als  Rechnungsele- 
nt  in  den  algebraischen  Ausdruck  plani metrischer  Gesetze 
geführt.  Diesen  Gedanken  habe  ich  seitdem  ausgeführt  in  ei- 
n  Buche,  welches  unter  dem  Titel  „Tetraedrometrie", 
ter  Theil :  „die  Goniometrie  dreier  Dimensionen"  1862, 
eiter  Theil:  „die  Ecken  Functionen  in  Verbindung  mit 
ngen-,  Flächen  und  Kürpergrossen"  1863.  Bei  E.  F. 
ienemann  in  Gotha  erschienen  ist.  Den  ersten  Theil  hat 
fr  Professor  Scherk  die  Güte  gehabt  im  „Literarischen 
rieht  Nr.CLV.  des  Archivs  von  1862,  Band  XXXIX. 
undlichst  zu  empfehlen.  —  Jener  Grundgedanke  hat  sich  bei 

Bearbeitung  in  überraschend  höherem  Gerade  fruchtbar  er- 

l  heil  XL.  30 
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wiesen,  als  ich  im  Jahre  1860  ahnte,  und  ich  glaube  mit  den 
genannten  Bnche  dargethan  zu  haben,  dass  die  Tetraedrometrie 
für  die  Stereometrie  eine  eben  so  wesentliche  and  nothweodige 
Ergänzung  ist,  wie  die  Trigonometrie  für  die  Planimetrie. 

Bei  diesen  Untersuchungen  boten  sich  einige  meines  Wisse» 
noch  nicht  bemerkte  Eigenschaften  der  in  der  Ueberschrift  be- 
zeichneten Tetraeder  dar*  welche  ich  zwar  auf  tetraedrometriscben 
Wege  gefunden,  aber  nicht  in  das  Buch  aufgenommen  habe,  tbefc 
weil  dasselbe  überhaupt  nicht  die  Aufgabe  hat,  sich  mit  besee- 
deren  Arten  des  Tetraeders  zu  beschäftigen,  sondern  aUgerne» 
gültige  Formeln  entwickelt,  theils  weil  diese  Eigenschaften  ski 
noch  einfacher  ohne  Tetraedrometrie  entwickeln  lassen.  Die« 
mitzutheilen  ist  der  Zweck  des  folgenden  Aufsatzes. 

§  1 

Es  seien  die  Seiten  des  Dreiecks  Aß C  (Taf.  Hl.  Fig.  8.) 

ßC  =  /,  AC=zm,  AB  =  n 

und  drei  von  den  Eckpunkten  A,  ß,  C  ausgehende,  im  Pnote 
O  zusammentreffende  Gerade: 

AO  =  u,  BO=p,  CO  =  q; 

so  dass  /  und  u,  m  und  pt  n  und  q  Gegenkanten  des  Tetr^ 
ders  OAßC  sind,  welches  mit  IT  bezeichnet  werde.  Femer  ** 
den  bezeichnet  die  Dreiecke: 

ABC=A0,    OBC  =  Ax,    OAC  =  A%,    OAB  =  Ar 

Von  einem  Punkte  K  im  Inneren  des  (T  seien  auf  diese  Dreieci 
die  Normalen  KD0,  KDX ,  KD%,  KD*  gefällt,  und  ron  demsei^ 
Punkte  auf  die  sechs  Kanten  /,  m,  n,  tc,  p,  q  die  Normal? 
KL,  KM,  KN,  KU,  KP,  KQ.  -  Die  Fläcbenwinkel  der  £* 
O  heissen: 

AtA5  =  a,    ^1^s  =  /3,  AxA%z=iy 

und  die  Fläcbenwinkel  am  Dreieck  A0: 

A0AX=*',   AoA%  =  ß',    A0A9=y';  i 

so  dass  a  und  <*',  ß  und  ß',  y  und  y'  einander  gegenüber  lieee^ 
Flächenwinkel  sind. 

■ 

§•  2. 

Als  bekannt  darf  vorausgesetzt  werden,  dass  es  nicht  fr 
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»des  Tetraeder  eine  Kugel  giebt,  welche  alle  Kanten  berührt, 
ie  es  für  jedes  eine  umschriebene  und  eine  (den  Flachen)  ein- 
eschriebene  giebt.  Vielmehr  ist  deren  Möglichkeit  an  gewisse 
igenacbaften  des  Tetraeders  gebunden.  Von  diesen  hat  Grelle 
i  ersten  Bande  der  „Sammlung  mathematischer  Aufsätze 
*  "eraerkungen"  Berlin  1821  S.  118.  die  eine  bemerkt: 

Tangenten-Tetraeder  sind  die  drei  Summen  je 
zweier  Gegenkanten  einander  gleich. 

eiche  leicht  zu  beweisen  ist; 

['  Ist  in  Taf.  III.  Fig.  8.  K  das  Centrum  der  Kugel,  welche  die 
Imten  des  <T  in  L.  M,  N,  U,  P,  Q  berührt  (so  dass  KL 
=  ....=  k),  so  ist,  weil  die  von  einem  Punkte  an  eine 


gezogenen  Tangenten  gleiche  Länge  haben: 

FV:  ■  .  -v  •  v  it.?  t     ifl  •»  ü)  .rt  t 

■  0U=  0P=  O,  .II;V;lhj    tn),  ,1^^«, 

AU zzz  AM~  AN  =  a, 
BL  =  BP  =  ßN=  6, 
K  CL  =  CM=CQ  =  c; 

Win  o,  a,  6,  c  die  lur  diese  Längen  gewählten  Bezeichnungen 
ad.    Demnach  ist: 

o  +  o  =  «,    6  +  c  =  /,  \ 
W  o  +  6=/>,   a  +  c  =  m,\  (1) 

■  o-fc  =  o*,    a-r-6  =  »;  / 

4  die  erwähnte  Eigenschaft  folgt  ganz  einfach  daraus,  dass 
t     (o  +  a)  +  (b  +  c)=:(o  +  b)  +  (a  +  c)  =  (o  +  c)  +  (a  +  b) 

u  +  l         =         p  +  m        =         o+tt.  (2) 

Grelle  leitet  diesen  Satz  ab  aus  den  durch  die  Kanten  aus- 
drückten Werthen  von  o,  o,  o,  c.  Diese  nämlich  sind  zugleich 
ten  an  den  Kreisen,  welche  die  Durchschnitte  der  Flächen 
^f, ,  z/s  mit  der  Kugel  K  darstellen,  deren  Mittelpunkte 
Oy ,  X^t  X)«  sind,  und  welche  jenen  Dreiecken  eingeschrie- 
I  sind.   Nach  bekaonten  plan i metrischen  Betrachtungen  ergiebt 

'  (3) 

o  =  «-/  +  p  +  *)  =  +  o)  =  i(u  + 

a  =  i(-  /  +  m + n)  =  ,(«  +  m  -  o)  =  i(*  -  p  +  ») , 

30* 
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c  =        m-ii)  =  +  g)  =  i(-n  +  m  +  9); 

aus  deren  jeden  zwei  Werthen  für  o  oder  a  oder  b  oder  t  <te 
obige  Lehrsatz  folgt. 

Ausserdem  ergeben  sich  daraus  noch  die  folgenden  Gleichung» 

(4) 

o  —  a  =  p—n  =  q—m,  b—c  =  n  —  m=z  p—q, 
o— 6  =  7  —  /  =  t<  —  n,  a  —  c  =  n  —  l  =  «  —  9, 
o — c  =  p  —  /  =M  —  m;     a  —  b  —  in  —  /  =  « — 

d.  h.  die  Differenz  zweier  Abschnitte  einer  Kante  i»' 
gleich  der  Differenz  der  daranstossenden  Seiten  jede» 
der  Dreiecke,  welche  in  jener  Kante  zusammenstosset 

Aus  (1)  folgt  weiter: 

ul  =  ob  +  oe  -f  ab  -f  ac , 

■ 

/wi  =  oa-|-oc-f  ao-|-6c, 
qn  =  oa  + ob  +  ac+bc; 

woraus  sich  ergiebt: 

-ti/  +  pm  +  ?w  =  2(oa  +  6c),  \ 

ul—pm  +  qn  =  2(ob  +  ac),  >  (5 
m/  -f  pm  —  qn  =  2(oc + a6) ;  ' 

und  daraus  wieder: 

ul+pm  +  qn  =  2(oa  +  ob  +  oc+bc  +  ac  + ab),  (6> 

d.  h.  die  Summe  der  Rechtecke  je  zweier  Gegenkaotet 
ist  gleich  der  doppelten  Summe  der  Rechtecke  je  i»«'«1 
Abschnitte  einer  Kante. 

Nach  einem  bekannten  planimetrischen*  Satze  besteht  für  de* 
Inhalt  J0  eines  ebenen  Dreiecks,  dessen  Seiten  /,  m .  n 
die  Gleichung:  * 

16<V  =  (/  +  m  +  n)(-/+  m  -f  n)(l  -  m  +  n)(/+m  -  »)  f 
also  ist  nach  (3): 
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40*z=z(a+b  +  c)abc, 
dx*  =  (o-f  6-f  c)obc, 
=  {p+a\c)oact 
^8*  =  (o+a  +  6)oa6. 

§.  3. 

Unter  „  Aussenraura  eine»  Tetraeders'*  verstehe  ich  den 
involl8tfindig  begrenzten  Raum,  den  eine  Tetraederfläcbe  mit  den 
Iber  sie  hinausgeführten  Erweiterungen  der  drei  anderen  bestimmt. 
)ie  drei  Ecken  solches  Raumes  beissen:  „Aussenecken". 

Es  kann  nun  ein  Tetraeder  auch  in  dem  Sinne  Tangenten- 
retraeder  sein,  dass  seine  Kanten  eine  Kugel  berühren,  deren 
'entmin  in  einem  der  vier  Aussenräume  liegt.  Wir  wollen  ein 
olches  ein  „anschliessendes  Tangenten- Tetraeder"  nennen 
in  Gegensatz  zu  dem  bis  jetzt  betrachteten  „umschliessenden". 
>as  Dreieck,  in  dessen  Aussenräume  das  Centrum  der  Kugel 
egt,  heisse  „Anschlussdreieck". 

Für  ein  anschliessendes  Tangenten  -  Tetraeder  erleiden  nun 
ie  Gleichungen  1) — 7)  bestimmte  Abänderungen. 

Ist  etwa  40  dass  Anschlussdreieck,  so  ist : 

o  —  u  =  u,    b  +  c  =  l,  \ 

o — b  =  p,   a  +  c  =  m,>  (I*) 

o— c  =  q;    a  +  6  =  n;) 

Iso  ist: 

/ — u  =  m  —  p  =  n  —  q=  —  o  +  c  +  A+c.  (2*) 

Im  anschliessenden  Tangenten-Tetraeder  sind  die 
rei  Differenzen  der  Seiten  des  Anschlussdreiecks 
nd  ihrer  Gegenkanten  einander  gleich. 

Kann  ein  Tetraeder  ein  umschliessendes  und  anschliessendes 
angenten* Tetraeder  zugleich  sein? 

Wenn  dies  stattfinden  soll,  so  muss  zugleich  sein: 

l+u=zm  +  p  — n  +  q, 

l  —  a  =  m  —  p  —  n — q; 

so  auch  l=m  =  n  und  u  =  p  =  q,  also: 
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Zwei  von  den  Kanten  berührte  Kugeln  kuoneDnar 
für  ein  gleichschenkliges  Tetraeder  auf  gleich 
seifiger  Basis  stattfinden. 

Ferner  ist: 

o  =  «/  +  p  +  q)  =  J(u  +  m  +  g)  =  «u  +  p  +  ») . 

a  =  4(-/  +  p  +  7)  =  i(-u  +  w  +  9)  =  i(-u+p  +  ii), 

6  =  fit  +  ff)  =  «/  -p  +  q)  =  i(u-p  +  n) , 
c  =  i(/  +  ro  —  ft)  =  i(/  +  f>  —  ^)  =  i(u  +  m— f); 

(4*) 

o  +  ö  =  p  +  «  =  $r-f  m,  6  — c  =  n— m  =  q—p* 
o  +  b=zq  +  l  =  u  +  nt  a  — c  =  n  — /  —  —  *, 
o+c=p-f  /  =u  +  f»;   a—o  =  m  — /  =  />-«. 

Ferner  aus  (J*): 

ul  =  o6+oc— n6— ac, 
pm  =  oo  +  oc--a6  — 6c, 
^rft  =  oa  +  ob — ac — 6c; 

also : 

—  ul  +  pm  +  yfi  =  2(oa  —  6c),  \ 

n/-pm  +  yn  =  2(o6-ac),  (  ^ 
«/+/>»!— o*  =  2(oc-a6);  J 

und  daraus: 

«/+ pm  +  o«  =  2(oii  +  06  +  oc— 6c  -  ac  —  a6). 

Im  anschliessenden  Taugenten-Tetraeder  ist  *J 
Summe  der  Rechtecke  je  zweier  Gegenkanten  gl«'« 
der  doppelten  Summe  der  Rechtecke  je  zweier  Ab- 
schnitte derjenigen  Kanten,  welche  die  Kugel  in  ,k% 
ren  Verlängerungen  berühren  weniger  der  doppelt» 
Summe  der  Rechtecke  je  zweier  Abschnitte  der  Sei- 
ten des  Anschlussdreiecks. 

Endlich  ist: 
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J6%  =  (a  -f  b  +  c)a6e,  j 
=  (o  — 6  — c)o6c,  f 

^t*  =  (o  —  a— c)oac,  [ 
^s*=  (o  — a —  b)oab.  \ 


§.  4. 

Die  rechtwinkeligen  Dreiecke  KÜO,  KPO,  KQO  sind  we- 
5n  der  gemeinschaftlichen  Hypotenuse  KO  und  der  gleichen  Ka- 
leieo  KU=KP=KQ  congruent,  also  ist: 

^  k  O  V  =  ^  KOP=z  ^  KOQ  =  Q0 

it  Winkel,  welchen  die  Axe  des  der  Ecke  O  umschriebenen 
egels  mit  dessen  Seite  macht. 

Beschreiben  wir  um  O  mit  einem  beliebigen  Radius  Oa  eine 
ugelfläche,  auf  welcher  sich  das  der  Ecke  O  entsprechende 
h  arische  Dreieck  aßy  abzeichnet,  und  wird  dieses  von  der  Axe 
K  in  d  geschnitten,  so  ist: 

6a=:o?  =  dy  =  o„, 

so  auch: 

Zdftr  =  ^dyjJ,   Zd«y=„£dya,   ^öctß  =  ^ößa; 

so: 

*ßv  +  *vß = ß + y  -  V«  -  ty«  =  £ + r  - s « P  -  <*«r  =  <* + y  -  « . 

io : 

d0y  =  oy0  =  l(-«  +  0  +  y), 
day  =  dyo  =  i(«  — /?  +  y), 

in  ist: 

%  =  ^tfPZ),  =  d10«'  =  ««'  +  0-  /) 

der  Ecke  Der  Winkel  KPDl  ist  aber  wieder  gleich  den 
inkeln  KLDt  und  KQDi  wegen  der  Congruenz  der  eben  so 

*)  Ueber  den  geometrischen  Zusammenhang  der  einem  sphärischen 
sieck  und  seinen  Nebendreiecken  um-  und  eingeschriebenen  Kreise 
l  den  Winkel-  und  Seitensummen  s.  meine  ./retmedrnmetrie1' 
!.  I.  §.  T4. 
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beteicbneien  rechtwinkligen  Dreiecke.  Diese  Betrachtung  etpeta 
in  vollständiger  Zusaromenstellang : 

(8) 

D0LK  =  D0MK  =  l>üiVÄ=i(-o+^^.r')=l(o'-.ß+/')=««'+^•-^ 
DtLK  —  DtPK  =/>l<?*=i(-«+/S+y)=i(«'-/S'+y)=i(<«'TH. 
0%VK  =  DtM  K  =  DtQK=i{-c-+ß'+Y)=l(a-ß+r)=Ua+ir-r 

Dt  ÜK  =DSPK  =  DsNH=H-a'-Tß+y)=i(a-ß'+/)=\Mß- 
Aus  jeder  dieser  Gleichungen  geht  hervor: 

d.  h.:  In  jedem  amschliesseoden  Tangenten-Tetraeitr 
sind  die  drei  Summen  je  zweier  gegen  überliegeic5? 
Flächen winkel  einander  gleich. 

§•  5. 

Ist  das  Tangenten ; Tetraeder  ein  anschliessendes, 
etwa       das  Anschlussdreieck,  so  sind  KA9  KB,  KC  die  Au 
der  Kegel,  welche  den  Aussenecken  an  J0  umschrieben^ 
Diese  Ecken  haben  die  Winkel: 

Nebenecke  von  A:  a,  Jt  —  ß',n  —  y'± 
„  B:  n—ct',  ßt  «  —  y'; 
„    C:  Jr— ß'9  y. 

Dagegen  ist  KO,  wie  vorher,  die  Axc  des  der  Ecke  Ounj^ 
benen  Kegels,  welche  die  Winkel  er,  ß,  y  hat.  —  Darus ' 
giebt  sich: 

(8*) 

D0LK  =  D0MK  =  D0NK 

=  +  ß*  -f  y')  =  «  -  «*'  +  0  +  y<)  =  *  — J(a'  +fH 

0,LA'  =  DtPK  =  DiQK 

=  «-«  +  P  +  7>  =  «-o*  + 15  +  +  0<  +  y), 

D*VK  =  D%MK  =  ßi(?iV  =  4(a-/3+y)  =  i{«--/3'+/)=4<a*-^ 
D^UK^  DZPK  =  Z>3iVA:  =  i(«-|-0-y)  =««+^-y)  =  i(C+? 
Aus  jeder  dieser  Gleichungen  geht*  hervor: 
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h.:  Im  anschliessenden  Tangenten-Tetraeder  sind  die 
rei  Differenzen  je  eines  am  Anschlussdreieck  liegen- 
en  Flächenwinkels  und  seines  Gegenwinkels  einan- 
er  gleich. 

Schreiben  wir  die  letzte  Gleichung  in  dieser  Form: 
7t  —  a!  -f  «  =  »— ß4+ßz=.  jü  —  /  +  y, 

»  spricht  sie  den  Lehrsatz  aus: 

Im  anschliessenden  Tangenten-Tetraeder  sind 
die  drei  Summen  der  am  Anschlussdreieck  lie- 
genden Aussenwinkel  und  ihrer  inneren  Gegen- 
winkel einander  gleich. 

ler  auch: 

r 

Im  Aussenraume  des  Anschlussdreiecks  sind  die 
drei  Summen  je  zweier  gegenüberliegenden  Flä- 
cbenwinkel  einander  gleich. 

§.  6. 

leb  bezeichne  mit 

*o  =  i(«+P+y),  *i  =««+£'+/)>  *.=  *(«' -M-f y')> 

a3  =  i(«'-fi3'  +  y) 

&  halben  Winkelsummen  der  vier  Tetraederecken  bei  O,  A, 
,  C,  und  mit 

i  halben  sphärischen  Excesse  derselben  Ecken. 

Jede  dieser  Ecken  bat  drei  Nebenecken,  welche  je  durch 
»  Verlängerung  der  Kante  von  a  oder  a',  ß  oder  ß'f  y  oder  / 
ier  den  Scheitelpunkt  hinaus)  gebildet  werden,  und  für  jede 
Ve  in  dieser  Folge  die  erste, zweite,  dritte  Nebenecke  heisse. 
e  dazu  gehörigen  a  und  «  sollen  in  derselben  Folge  durch  ein- 
zige, zweimalige,  dreimalige  Accentuirung  unterschieden  werden, 

dass  die  unteren  Indices  0,  ),  2,  3  angeben,  an  welchem  der 
nkte  O,  A,  By  C  sich  die  zugehörige  Ecke  befindet,  und  die 
eren  Accente  ',  *,  m,  welche  von  den  drei  Nebenecken  der 
itraederecke  gemeint  ist*). 

*)  Ueber  die  Beziehungen  zwischen  den  o  und  den  e  eioer  Ecke 
d  Hohenecken,  •.  „Te  trned  rumetrie"  I.  u.  8. 
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Es  ist  demnach: 

V  =  4(«+*-0H*->O  =  *-4<-«  +  P'+/), 
•y  =  *<*-«'  +  0+ *  -/)  =  *-4<«'-P+r'), 

os"  =  «*— o'  +  7t— 'ß1  +  y)  =s *  -  K«'  +  /*' — r). 

Diese  drei  Winkel  sind  aber  nach  (8)  einander  gleich,  also  and 
die  Winkel:  | 

*i'  =  V —4»  =  V  =  H"  -4»  =  «a"  =  •V—  4«- 

Da  dies  nun  auch  für  die  Winkel  der  drei  anderen  Aussenrämie 
gilt,  so  haben  wir: 

d.  h.:  Am  umsch Messenden  Tangenten-Tetraeder  haben 
die  je  drei  Aussenecken  eines  Anssenraames  gleich« 
sphärische  Excesse,  also  auch  gleiche  Eckenraurae. 

- 

i 

l  7.  j 

Ist  das  Tangenten -Tetraeder  anschliessend  mit  der  Fläcb 
4),  so  ist  nach  (8*): 

(10*) 

o,       =  a2       =  o*,  also  auch      *  =  = 

tf0— =  =  tft-tt',     „      „      V  =  «»'  =«a'> 

«fc-0  =  afc—0'=s*H'f.     „      „      £o*  =  = 

— y  =  «i      =       r1?    -     »    V  =  «i*  =  Hm 
Die  erste  dieser  Gleichungen  sagt  aus: 

Im  anschliessenden  Tangenten-Tetraeder  habst 
die  drei  an  der  Anschlussebene  liegenden  (Use- 
ren)  Tetraederecken  gleiche  sphärische  Exeeaa*. 
also  auch  gleiche  Eckenräume. 

Die  zweite  Gleichung  (10*)  enthält  die  sphärischen  Exte*** 
derjenigen  Aussenecken,  welche  durch  die  Verlängerung  cfl' 
Kante  AO  über  O,  und  der  Kante  ßC  über  B  und  über 
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Jet  werden.  Statt  der  ersten  dieser  drei  Ecken  können  wir 
b  ihre  Scheitelecke  nehmen,  welche  die  Verlängerungen  von 
?  und  CO  ober  O  mit  der  Kante  CM  bilden.  Fassen  wir  in 
ilicher  Weise  auch  die  dritte  und  vierte  der  Gleichungen  (10*) 
,  so  haben  wir  den  Lehrsatz: 

Am  anschliessenden  Tangenten-Tetraeder  sind 
jede  drei  Ecken  inhaltsgleich,  welche  durch  die 
beiderseitige  Verlängerung  einer  Seite  des  An- 
schlussdreiecks und  durch  die  (einseitigen)  Ver- 
engerungen der  beiden  anderen  Seiten  des  zuge- 
gebörigen  Seitendreiecks  über  den  Gegenpunkt 
des  Anschlussdreiecks  hinaus  am  Tetraeder  ge- 
bildet werden. 


}.  8. 

Eine  höchst  einfache  Gleichung  besteht  zwischen  dem  Inhalt 
les  Tangenten  -  Tetraeders,  dem  Radius  k  der  von  den  Kanten 
ührten  Kugel  und  den  vier  Kantenabschnitten  o,  a,  b,  c. 

Aus  dem  ebenen  Viereck  KDQLDl ,  welches  bei  D0  und  Dt 
hte  Winkel  und  bei  L  den  Winkel  o*  bat,  und  dessen  Diago- 
e  KL  =  k  ist  haben  wir  nach  bekannten  planimetrischen  Sätzen 

Gleichung : 

#*sinV  =  LDf+LDf— <£LD0.TDxco*a'. 

n  dieser  Gleichung  ausgehend  hat  Crelle  a.  a.  O.  p.  J21— 125 
erwähnte  Gleichung  gefunden.  Seine  Herleitung  ist  aber  sehr 
itschweifig  und  schwerfällig,  und  zwar  dadurch,  dass  er  hart- 
kig  mit  den  Kanten  des  Tetraeders  rechnet,  statt  auch  andere 
stimmungsgrüssen  des  Tetraeders  zu  benutzen.  Der  folgende 
>g  ist  bedeutend  kürzer. 

~LD0  und  LDX  sind  die  Radien  der  dem  40  und  dem  Ax  ein- 
chriebenen  Kreise,  also  ist  bekanntlich  (vergl.  Formel  (1)): 

Yn  -     <24>    _     4>  Jo 

Yn  —  Ji 

^"t^  l+p  +  q—o  +  b  +  c~  o  +  V 

Für  die  Ersetzung  von  sinn'  und  cos«'  bieten  sich  Ausdrücke 
i  folgender  Betrachtung  dar. 
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Errichtet  man  (Tat  III.  Fig.  9)  aof  einem  Seitendreieck  da 
Tetraeders,  etwa  aof  Jlt  ein  dreiseitiges  Prisma  OBCABC, 
dessen  eine  Kante  mit  einer  der  drei  Prismenkanten,  etwa  «,  zu- 
sammenfallt, so  ist  das  dieser  Kante  gegeotiberfiberiiegeDdt  Sä 
tenparallelogramm  gebildet  ans  jener  Kante  u  und  ihrer  Ge*t» 
kante  /,  welche  unter  ihrem  Winkel  (tc/)  zusammengesetit 
also : 

BCB'C'  =  ti/sin(ti/); 

die  beiden  anderen  Seitenflächen  sind: 

AOCB'=2J%,  AOBC=Uz. 

Als  bekannt  dürfen  nun  die  beiden  Sätze  vom  Prisma  und  i« 
Tetraeder  vorausgesetzt  werden  *) : 

t*V  sin  »(ti/)  =        + 4<V — SJ%JS  cos  er . 

3CT.U  =  2JtJ3  sin  a ; 

wonach  wir  dann  auch  haben: 

006  °  =   2^  ' 

sin  a'  == 


2^ 

Diese  Werthe,  in  die  obige  Gleichung  fiür  k  gesetzt,  ergebe 
4^0»^»  "(af/),+  (o+O*  (o + /)(« -f  0 

■ 

Setzt  man  hierin  nach  (7): 

/l0*  =  (a  +  l)abc,   ^j«  =  (o  +  /)o*c; 
no  erhält  man  nach  ganz  einfachen  Reductionen: 

Nun  ist  nachCarnot's  Entdeckung  (vergl.  meine  „Tetraedr 
metrie"  U.  Nr.  304)  für  jedes  Tetraeder: 


♦)  Vergl.  C.  F.  A.  Jacobi'a  Bcnrbei  tung  von  J.  H.  vanS»» 
den'«  „Elem.  d.  ßcoun"    Jena  1834   p.  446.  (Nr.  905.)  ond 
(Nr.  1006.)  oder:  C.  A.  DreUchneider  „Lehrgebäude  4. 
Geom."  Jena  1844  §.  677. 
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cos  (ul)  =  Z  gjÄ  


daher  für  ein  umscb  Ii  essend  es  Tangenten -Tetraeder  (weil 
b  (2)  p-f-m  =  7  +  w,  also  p2  +  m2  —  q2—n2  —  (p  +  m)2-2pm 
?  +  n)*  -f  *2qn  =  —  2pm  +  2?»  ist) : 


cos(w/)  =  :=i^, 


■(11) 


daraas 

si  n  2  (ul)  —  ( I  +  cos  («/))(!  —  cos  (t//)) 

(«/  —  pm  -f  qn\/ul  -f-      —  074  \ 
5T~ "A — ~3  ~  / 

nach  (5): 

► 

iw«/»«in»(«0  =  (o6  +  «c)(0c  +  ao).  (12) 

:t  man  dies  in  die  letzte  Gleichung  für  k  und        so  er 
t  eine  sehr   einfache  Reduction,  bei   welcher  /  =  b  +  c  zu 
en  ist: 


\Zk  =  onbc.  ■  (13) 

r   t  ,t  11  '>  j'i  3  '  |-,  O  't  •- ; ; ;  9    ;t   ix,  f      >  J  ^ 
Für  ein  anschliessendes  Tangenten  -  Tetraeder,  dessen  An 
ussdreieck  J0  ist,  hat  man  von  der  Gleichung  auszugehen: 


*»6in*«'  ==  LDJ+LDf+ILD^I^  cos«' , 

darin 


>  1 


«  +  /  -l  +  p  +  q  o-l 


etzen,  so  wie  in  der  ferneren  Entwicklung  statt  aller  aus 
benutzten  Nummern  die  entsprechenden  besternten  aus  §.  2. 
ehmen.   IJies  führt  dann  auf  dieselbe  Gleichung  (13). 

.    1     1      r    1     '     ,    >>V<!  t\i)    u>  Uli  \»tf\'Jl  't  9  IT  *)  1 1  '„H  7  rf't  *  •  1 1  ?" 

AL  i!*<l<]  »jvM  t(!  .w<y1,'«t* 
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XXVIII. 

Ein  geometrischer  Satz. 

Von 

Herrn  Gymnasial  -  Oberlehrer  W.  Fischer 

in  Kempen. 


Satz.   Beschreibt  man  über  den  Seiten  eines  Dre. 
ecks  gleichseitige  Dreiecke  und  verbindet  die  Mittr 
punkte  derselben,  so  schliessen  die  Verbindungslim» 
ein  gleichseitiges  Dreieck  ein. 

Es  hat  dieser  Satz  Gültigkeit,  sowohl  wenn  die  gleicbseit$s 
Dreiecke  nach  aussen  bin ,  als  ancb ,  wenn  dieselben  nach 
über  den  Seiten  eines  Dreiecks  beschrieben  sind.   Betrachten  «f 
zunächst  den  ersten  FalL 

Bezeichnet  ABC  ein  beliebiges  Dreieck,  über  dessen  S«tü 
gleichseitige  Dreieeke  beschrieben  sind,  und  benennt  roae  es 
Mittelpunkt  des  über  der  Seite  BC  beschriebenen  gleich*«*« 
Dreiecks  mit  «,  eben  so  den  Mittelpunkt  des  über  der  Sehe  M 
beschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks  mit  ß  und  den  des  gki* 
seifigen  Dreiecks  über  AB  mit  y:  so  ist,  wenn  man  die  Lo>* ! 
aß,  ay  und  ßy  zieht,   Dreieck  aßy  ein  gleichseitiges.    Fällt  ■* 
etwa  von  dem  Punkte  C  ans  auf  aß  die  Senkrechte  CD,  wekfc 
innerhalb  des  Dreiecks  ABC  fallen  möge,  und  verl&Dgcrt  & 
selbe  um  sich  selbst  bis  zum  Punkte  E,  so  ist,  wenn  man 
C  mit  er  und  E  mit  a  verbindet: 

bCDa^frEDa; 

eben  so,  wenn  man  C  und  E  mit  ß  verbindet, 
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\  CDß  ^  A  EDß.  :  u 

Es  wird  also  ein  um  den  Punkt  er  mit  dem  Radius  aC  be- 
triebener Kreis  durch  die  Punkte  C,  E,  B,  und  ein  um  den 
■kt  ß  mit  dem  Radius  ßC  beschriebener  Kreis  durch  die  Punkte 
E,  A  geben,  da  ja  aC  ==  a£  =  ali  und  ßC=  ßE  =  ßA  ist. 
irbindet  man  daher  noch  den  Punkt  E  mit  B  und  A,  so  ist  so- 

2n  2» 
hl  £CEB,  als  ^  CEA=z-£,  und  daher  auch     AEB  = 

v  mit  ytf  als  Radius  f 


I  eis  um 

leb  den  Punkt  E  gehen ,  welches 
Dm  die  gleichseitigen  Dreiecke  btschri 
I  CEj_aß  ist,  so  muss  auch,  wie  leicht  ersichtlich,  EB  }_ay 
I  AE  J_ßy  sein.    Es  sind  also  die  Schenkel  der  Winkel  CEli, 
AEB  senkrecht  zu  den  Seiten  des  Dreiecks  aßy  und  da- 


Winkel  desselben  e.nse.n  gleich  2,  d.s  beisst  ^ßy  ist 


ich  s  pi 

Wir  nahmen  vorhin  an,  dass  die  von  der  Ecke  C  des  Drei- 
■  ABC  auf  et/?  gezogene  Senkrechte  innerhalb  des  Dreiecks 
<C  falle;  fällt  dieselbe  nun  nicht  innerhalb,  sondern  ausser* 
I  dieses  Dreiecks,  was  der  Fall  ist,  wenn  das  Dreieck  ABC 

p  stumpfen  Winkel  enthält,  der  zugleich  >  -g-  ist,  so  ist,  wenn 
•Bezeichnungen  wie  früher  bleiben  und  C  diesen  Winkel  be- 

Lt :   ^  AEB  =  *J,  Z  C£ß=  £  und  Z  CE^  =  J  wie  eich 

Et  ergibt.    Ferner  ist  dann  ^  CEB~Z*ßuy,  da  ihre  Sehen 
penkrecht  auf  einander  stehen,  und  eben  so  ^LCEA  =  Z*ctßy. 
folgt  dann,  dass  \aßy  gleichseitig  ist. 

iegt  endlich  der  Scheitel  des  stumpfen  Winkels  C  in  der 

\  2*t 
«/?,  was  eintrifft,  wenn  der  Winkel  C=-^  ist,  so  ergibt 

ier  Beweis  ohne  weitere  Construction. 

■       *     *  ►  * 

Hauptfalle,  wenn  die  gleichseitigen  Dreiecke  nach 
den  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  beschrieben  sind, 
Beweis  dem  Wesen  nach  derselbe  wie  vorbin. 


Ganz  einfach  ergibt  sich  der  trigonometrische  Beweis  för  die- 
Bezeichnen  ay  b,  c  die  den  Ecken  A,  B,  C  gegenüber- 
Seiten  des  Dreiecks  ABC  und  verbindet  man  noch  den 
mit  ß  und  y  und  C  mit  «  und  ßt  so  ist: 

aß*  =  «C*  +  ßC*  -  2aC  ßC.cosßCa 
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und 

oder 

» 

und 

i 

Soll  noD  aß  =  ßy  sein,  so  mnss  die  Gleichung  stettöodce: 
(äc^äö)'  +  (ä^oTäo)'  ~  24cÄö»  co"<C+60) 

=  (jcos-oö)*  +  (dra)"-*4l5-Ww('  +  ^; 

oder 

a«  -  2«6 .  cos  ( C  +  60)  =  c*—  26c .  cos  (A  +  60) : 

oder 

a2 — 2a6 .  cos  C.  cos  60  +  2a6  si  n  C.  sin  60 
=  c* — 26c. cos  A. cos 60  -f  26csin<d.sin60; 

oder,  da  c*  =  a2  +  6* — 2a6.cosC  ist: 

a2— 2a6cos  Ccos60+2a6sin  C.sinöO 
==  a2  +  62  -  2a6  cos  C— 26c  cos  A .  cos  60  +  26c  sin  A .  sin  60 

Wenn  man  reduzirt  und  für  cos60  =  J  setzt,  ergibt  sich: 

2«  sin  C.  sin  60=  6  —  a.  cos  C—  c.  cos  J  +  2c.  sin  A .  sin  60 

c.sin  J 


oder,  da  0  = 


sin  C 


*    .    a    .  an,    l     c. sin -4 COS C  .  .  ~     .    ,   ,  ^ 

2c sin 4. sin 60 =6  üjn~C  c-cos  A  +  2c. sin  A. sm 60. 


oder 


sin  ,4. cos  C  +  cos^.sinC^    sin(^  +  C) . 
sin  C  sin  C 


also  6:c  =  sin/?: sin  C,  woraus  die  Richtigkeit  der  Behaupte 
hervorgebt. 
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Chemie  und  Geschichte  der  Himmelskörper 

nach  der  Spectral- Analyse  *). 
Vortrag 

halten  in  der  feierlichen  Sitznng  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissen 

schaden  zu  Wien  am  SO.  Mai  1862 

von 

Dr.  A.  Freih.  v.  Baumgartner. 


Wir  sind  beim  Studium  der  Natur  meistens  auf  irdische  Vor- 
mmnisse  beschränkt,  und  nur  in  wenigen  Beziehungen  war  es 
her  möglich,  Ausserirdisches  in  den  Kreis  unserer  Forschung 
zubeziehen.  Wir  gelangen  daher  auch  nur  höchst  selten  zur 
nntniss  von  wahrhaft  allgemeinen  Naturgesetzen,  denn  was 
h  an  irdischen  Dingen  als  allgemein  darstellt,  hat  oft  im  Welt- 
izen  nur  particuläre  Giltigkeir.  Das  einzige,  alles  Materielle 
herrschende  Naturgesetz,  das  wir  kennen,  ist  das  Gesetz  der 
ivitation ,  und  dieses  ist  aus  den  Bewegungen  der  Himmels- 
per,  im  Vergleiche  mit  denen  schwerer  Korper  auf  der  Erde 
trahirt  worden.  Es  muss  daher  jeder  Fortschritt,  welcher 
er  Forschen  in  den  weiten  Raum  des  Weltalls  hinausträgt  und 
befähigt,  Irdisches  mit  Ausserirdischem zu  vergleichen,  höchst 
kommen  sein.  Einen  solchen  Fortschritt  verdanken  wir  dem 
r  und  Talente  der  gelehrten  Heidelberger  Professoren  Bun- 

und  Kirch  hoff.  Diesen  gelang  es,  aus  dem  Liebte,  wel- 
3  uns  ein  Körper,  sei  er  auch  Millionen  Meilen  entfernt,  zu* 
let,    die  chemischen  Bestandstoffe  desselben  herauszulesen. 


')  Au«  dem  Almanach  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
■  enschaftAn  in  Wien.  Zwölfter  Jahrgang.  1862.  raitgetheilt 
fem  Herausgeber. 
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Man  bat  diese  Methode  der  chemischen  Analyse  passend  mit  deci 
Namen  Spectral- Analyse  bezeichnet.  Sie  kann  unbedenkliche 
die  wichtigsten  Erfindungen,  wie  sie  kaum  in  einem  Jahrhundert 
einmal  vorkommen,  gezählt  werden.  Darum  glaube  ich  aocb  ke> 
nen  Missgriff  zu  thun,  wenn  ich  die  Darstellung  des  Geistes  iti 
der  Leistungen  dieser  Erfindung  zum  (Gegenstände  meiner  heuti- 
gen Ansprache  an  eine  hochansehnlichc  Versammlung  wähle. 

Ich  beginne  mit  der  Darstellung  und  theoretischen  Erlieft 
rung  der  neuen  analytischen  Methode:  Lä>st  man  in  ein  verfe 
stertes  Zimmer  durch  eine  kleine  Oeffnung  am  FensterMet 
directes  Sonnenlicht  eindringen  und  Hingt  es  auf  einer  der  OenV: 
gegenüber  stehenden  Wand  auf;  so  sieht  man  auf  letzterer  eror 
lichten  Fleck,  welcher  das  vergrößerte  Bild  der  Oeffnung  h 
stellt.    Wird  das  Licht  durch  ein  dreiseitiges,  z.  B.  senkrvkt 
stehendes  Prisma  geleitet,  so  erscheint  das  Bild  nicht  mehr  an  dp 
früheren  Stelle,  sondern  ist  in  horizontaler  Richtung  abgebt 
und  hat  in  der  Richtung  der  Ablenkung  eine  etwa  fünfmal  gr* 
sere  Ausdehnung  als  früher,  während  es  in  verticaler  Richte« 
unverändert  geblieben  ist.    Zugleich  erscheint  dieses  Bild  wk 
mehr  weiss,  sondern  trägt  die  Farben  des  Regenbogeus  und  vn 
in  horizontalem  Sinne  aufeinanderfolgend.    Das  am  wenigstes  il 
gelenkte  Ende  des  Bildes  ist  roth,  das  am  meisten  absebb 
violett;  in  den  Raum  zwischen  diesen  tbeilen  sich  orange,  s& 
grün  und  blau.    Dieses  ist  nun  das  Farbenbild  oder  Sp^ 
truro  des  Sonnenlichtes.    Es  liefert  den  Beweis,  dass  das  weiss 
Licht  der  Sonne  aus  Strahlen  von  verschiedener  Brechbar^ 
bestehe,  dass  das  am  wenigsten  brechbare  roth,  das  am  roeti» 
brechbare  violett  erscheine  und  dass  überhaupt,  was  in  sobject 
ver  Beziehung  Farbenverschiedenheit  ist,  in  objectiver  auf 
Verschiedenheit  von  Brechbarkeit  beruhe.     Aber  die  farfes 
Strahlen ,  in  welche  das  Sonnenlicht  im  Spectrum  zerlegt  ernte 
sind  nicht  immer  schon  einfache  Strahlen.    So  lange  die  gm 
Fläche  des  Sonnenspectrums  continuirlich   beleuchtet  erscW* 
und  darin  eine  plötzliche  Aenderung  in  der  Lichtstärke  gar 
bemerkt  wird,  sind  selbst  die  farbigen  Strahlen  noch  zosaroa 
gesetzt.    Im  Spectrum  mit  vollkommen  homogenem  (einfa^- 
Llcht  erscheinen,   wie  Fraunhofer  zuerst  nachgewiesen  k 
unzäblige  auf  der  Längenrichtung  des  Bildes  senkrechte  Lin f 
die  dunkler  sind  als  der  übrige  Theil  des  Bildes,  einige  der«*' 
sogar  ganz  schwarz.    Die  meisten  nehmen  sich  wie  feine  <br&" 
Fäden  aus,  andere  haben  eine  bedeutende  Dicke.  Sie  sind  ia* 
vorbanden,  aus  welcher  Substanz  das  Prisma  besteht  oder  ^ 
eben  brechenden  Winkel  es  haben  mag,  erscheinen  immer 
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in  derselbeo  Stelle  des  Spectrums,  doch  nicht  an  der  Grenze 
weitr  Farben,  oft  sogar  mitten  in  derselben  Farbe.  Fraunho- 
er  hat  deren  innerhalb  der  Grenzen  des  Lichtspectrums  574  ge- 
Ahlt.   Jetzt  weiss  man,  dass  deren  nahe  an  2000  vorhanden  sind. 

So  wie  das  Sonnenlicht,  eben  so  kann  man  auch  das  Liebt 
edes  anderen  leuchtenden  Körpers  mittelst  eines  Prismas  analy- 
iren,  vorausgesetzt,  dass  es  stark  genug  ist,  um  noch  in  seinen 
infachen  Bestandteilen  wahrnehmbar  zu  sein.  Unter  den  Hirn- 
lelskörpern  scheinen  diejenigen,  deren  Licht  von  der  Sonne 
tanimt,  auch  mit  dem  Sonnenspectrum  ubereinstimmende  Spec- 
*en  zu  geben,  selbstleuchtende  Körper  aber,  wie  Fixsterne,  bierin 
ine  namhafte  Selbstständigkeit  zu  behaupten.  Am  interessante- 
ten  sind  für  unsern  Zweck  vorerst  die  Spectra  der  glühenden 
ssten  oder  tropfbaren  Körper  und  jene  der  Flamme  einer  Oel* 
der  Gaslampe  oder  einer  Kerze  und  der  Metallgase.  Glühende 
;ste  und  tropfbare  Körper  geben  immer  ein  continuirlicbes  Spec- 
um,  also  ein  solches,  wo  weder  ßeleuchtungsmaxiroa,  noch 
uinima,  weder  lichte,  noch  dunkle  Linien  vorkommen.  Dieses 
■»schiebt  sogar,  wenn  ein  solcher  Körper  wie  immer  fein  zer- 
teilt  ist,  so  lange  die  Partikelchen  nur  noch  als  feste  oder  tropf- 
ire  Körper  angesehen  werden  können.  So  z.  B.  gibt  der  hell 
uebtende  Theil  der  Flamme  einer  Oel-  oder  Leucbtgaslampe  ein 
mtinuirliches  Spectrum,  weil  sich  daselbst  glühende,  aus  töem 
rennstoffe  ausgeschiedene  Kohlentheile  befinden  und  wie  com- 
icte  Kohle  wirken.  Glühende  Gase  hingegen  und  somit  auch 
ner  Theil  einer  Kerzen-  oder  Lampenflamme,  welchem  solche 
ühende,  feste  Theilchen  nicht  beigemengt  sind,  liefern,  wenn 
r  Licht  überhaupt  die  dazu  nöthige  Stärke  hat,  ein  Spectrum 
it  hellen  Linien,  welchen  natürlich  die,  dem  Ort,  wohin  sie  im 
3ectrum  fallen,  entsprechende  Farbe  zukommt  und  die  manch - 
al  durch  dunkle  Stellen  von  einander  getrennt  sind.  Besonders 
teressant  sind  wegen  der  daselbst  vorkommenden  lichten  Linien 
e  Spectra  glühender  Metallgase. 

Es  gelingt  nur  bei  zur  Verflüchtigung  geneigten  Metallen,  solche 
ise  durch  gewöhnliche  Erhitzungsmittel  zu  erhalten;  bei  stren- 
gen Metallen  gelangt  man  nur  zum  Zwecke,  wenn  man  sie  in 
ner  chemischen  Verbindung  anwendet,  die  leicht  verflüchtigt 
irden  kann,  wie  dieses  mit  vielen  Chlorverbindungen  der  Fall 
t;  aber  auch  die  strengsten  Metalle  lassen  sich  als  glühendes 
is  darstellen,  wenn  man  sie  als  Drathe  braucht,  zwischen  denen 
ii  starker  elektrischer  Funke  überschlägt.  Dieser  Funke  ist  nam 
b  selbst  das  glühende  Metallgas,  gebildet  durch  die  von  den 
•athenden  losgerissenen  glühenden  Metalltheile  und  vermischt 
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mit  glühender  Luft.    Vielfache  Versuche  mit  derlei  Gagen  habet 
gelehrt,  dass  jedes  Metallgas  eigene,  diesen  Stof  charakttn» 
rende  lichte  Linien  an  bestimmten  Stellen  des  Spectroms  «ehe. 
aus  deren  Vorkommen  man  mit  voller  Bestimmtheit  auf  die  Ge- 
genwart dieses  Stoffes  in  dem  Körper,   von  welchem  das  Licht 
stammt,  schliessen  kann.    Diese  Linien  sind  dieselben,  das  Me- 
tallgas  mag  unmittelbar  von  unverbundenem  Metall  oder  vou  eiw 
Metallverbindung  gewonnen  sein ;  an  einem  Gemenge  mehrere 
Metalle  gibt  das  Spectrum  die  jedem  Gemengtheil  entsprecht* 
den  lichten  Linien.    So  z.  B.  zeigt  das  Natritimspectrom  eine  sehr 
scharf  begrenzte  helle  Linie  im  Gelb,  es/  mag  dieser  Stoff* 
Sauerstoff,  Chlor,  Jod  oder  Brom,  an  Borsäure,  Phosphor«« 
u.a.  w.  gebunden  sein.    Eine  bedeutende  Anzahl  ähnlicher Liaie 
erscheint  im  Calciumspectrum ,  darunter  eine  sehr  helle  im  Gm. 
im  Lithiumspectrum  eine  im  Roth  u.  s.  f.    Aus  solchen  Linien 
die  Anwesenheit  des  ihn  charakterisirten  Stoffes  ohne  irgend  t» 
chemische  Operation  durch  den  blossen  Anblick  des  Spectruc 
schon  zu  erkennen ,  und  es  erweiset  sich  dieses  analytische  Sfr 
tel  viel  empfindlicher  als  irgend  ein  anderes  bisher  bekannte 
Es  verräth  z.  B.  die  Anwesenheit  eines  Natrumsalzes  auch 

dann,  wenn  davon  weniger  als  - — eines  Milligramms  « 

"  3.000.000  * 

kommt  und  erst  41  Millionen  solcher  Theile  das  Gewicht  eh* 
Thautropfens  haben.   In  dem  kleinen  Raum,  den  das  Lichtept 
trum  eines  Metalles  einnimmt,  ist  sonach  nicht  blos  die  AnaK? 
dieses  Lichtes,  sondern  auch  die  des  Metalles  verzeichnet,  « 
dem  das  Licht  kommt. 

Es  liegt  die  Versuchung  nahe,  diese  Art  der  Analyse  s*4 
auf  ausserirdische  leuchtende  Körper,  namentlich  auf  die  &** 
anzuwenden.  Hier  stiisst  man  aber  gleich  am  Eingänge  aufe* 
bedeutende  Schwierigkeit.  Während  nämlich  in  dem  Spedr» 
der  irdischen  Korper  lichte,  farbige  Linien  erscheinen,  zeist » 
das  Sonnenspectrum  gerade  das  Gegentheil,  nämlich  nur 
oder  gar  schwarze  Linien,  und  zwar  in  einer  Anzahl,  wie  wir* 
an  Spectren  irdischer  Stoffe  nicht  gewahr  werden.  Den  ut* 
müdlicben  Eifer  und  dem  Genie  der  ErGnder  der  SpectraRlv 
lyse  gluckte  es  jedoch,  auch  diese  Schwierigkeit  zu  behM 
Sie  wiesen  nämlich  durch  Versuche  nach,  das  Spectrun 
Gasflamme,  das  seiner  Natur  nach  lichte  Linien  fuhrt,  werde* 
gekehrt,  wenn  man  durch  das  Gaslicht  Strahlen  eines  K5rp* 
von  angemessener  Leuchtkraft,  der  für  sich  ein  continuirl  ie t-' 
Spectrum  gibt,  gehen  lässt.  Es  ist  6cbon  erwähnt  worden, 
das  Spectrum  einer  Lithiumflamme  eine  helle  rothe  Linie  fi* 
Diese  liegt  an  eioer  Stelle,  wohin  im  Sonnenspectrum  eineAi^ 
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inie  nicht  föllt.  Schwaches  Sonnenlicht,  durch  diese  Flamme  gelei- 
t,  vermindert  die  Helligkeit  dieser  Linie,  volles,  starkes  Sonnen- 
M  hingegen  verwandelt  sie  augenblicklich  in  eine  schwarze  und 
>hrt  sonach  das  Lithiumspectrum  formlich  um.  Diese  Urakeh- 
ng  ist  aber  nicht  etwa  ein  geheimniss voller  Act  der  Natur,  Son- 
tra die  nothwendige  Folge  eines  von  Kirch  hoff  entdeckten 
»furgesetzes.  Eiu  Gas,  das  Lichtstrahlen  von  bestimmter  Brech- 
irkcit  aussendet,  besitzt  nämlich  auch  das  Vermögen,  Strahlen 
^selben  Brechbarkeit,  wenn  sie  ~durch  dasselbe  geleitet  werden, 
szuloschen,  und  es  ist  das  Verhältniss  der  ausgesendeten  zu  den 
sorbirten  bei  derselben  Temperatur  för  alle  Körper  gleich.  Da 
n  eine  Lithiumflamme  rothe  Strahlen  aussendet,  so  muss  sie  auch 
m  Sonnenlichte,  welches  durch  diese  Flamme  geleitet  wird,  einen 
quoten  Theil  der  rothen  Strahlen  absorbiren,  die  übrigen  aber 
rchlassen.  Das  zum  Vorschein  kommende  Spectrum  beider 
cbtquellen  wird  gebildet  vom  Lichte  der  Lithiumflamme  und 
n  dem  Theile  des  Sonnenlichtes,  welchen  die  Lithiumflamroe 
rchlässt.  Es  werden  sonach  alle  Stellen  des  Lithiumspectrums 
rcb  das  Sonnenlicht  verstärkt,  jedoch  die  Stelle,  wohin  die 
he  Lithiumlinte  fällt,  weniger  als  die  übrigen;  die  Helligkeit 
jser  Stelle  muss  sonach  gegen  die  der  Umgebung  zurückstehen 
d,  wenn  das  Sonnenlicht  stark  genug  ist,  die  sonst  helle  rothe 
nie  durch  Contrast  mit  der  Nachbarschaft  schwarz  aussehen. 

Kann  man  nun  annehmen,  dass  das  auf  der  Erde  anlangende 
nnenlicht  Gaslicht  ist,  dem  die  Strahlen  eines  festen  oder  tropf- 
ten Körpers  beigemengt  sind,  der  für  sich  ein  continuirliches 
ectrum  gibt ;  so  ist  das  Sonnenspectrum ,  wie  wir  es  zu  Gesicht 
kommen,  eigentlich  das  negative  Bild  jenes  Spectrums,  welches 
s  glühende  Gas  für  sich  geben  würde,  und  es  mu'ssten  an  jeder 
slle,  wo  jetzt  dunkle  Linien  erscheinen,  helle  farbige  ihren 
itz  haben  und  ein  untrügliches  Zeichen  der  Anwesenheit  jener 
)ffe  im  leuchtenden  Gas  sein,  deren  Spectrum  solche  Linien 
en  sind.    IVlan  braucht  sonach  nur  anzunehmen,  dass  die  Sonne 

in  starker  Glühhitze  befindlicher  fester  oder  tropfbarer,  mit 
er  ebenfalls,  aber  minder  stark  glühenden  Gasatmosphäre  um* 
lener  Körper  sei,  und  alle  Erscheinungen  sind  in  vollen  Ein- 
ng  gebracht.  Diese  Ansicht  über  die  Natur  des  Sonnenkörpers 
auch  die  einfachste  und  den  Erscheinungen  auf  der  Erde  am 
isten  analoge.  Sie  hat  schon  im  Alterthum  den  meisten  Anhang 
tabt  und  wurde  nur  aufgegeben  und  mit  einer  viel  künstlicheren 
tauscht,  theils  um  die  Sonnenflecken  und  die  Nichtpolarisation 
>  directen  Sonnenlichtes  erklären  zu  können,  theils  um  der 
ine  Bewohnbarkeit  zu  vindiciren,  da  man  nun  einmal  glaubte, 

Himmelskörper  könne  keinen  grossen  Zweck  haben,  wenn 


468  f.  Baumgartner .  Chemie  und  Geschickte  der  llimmthkbrpa 

nicht  auf  ihm  Menschen  oder  menschenähnliche  Geschüpfe  ihr 
Wesen  trieben.  In  der  Voraussetzung,  das«  der  Soooenkön*? ei« 
glühende  feste  oder  tropfbare,  mit  einer  ausdehnsameu  globe 
den  Hülle  umgebene  Masse  sei,  deutet  jede  im  SonnenspectruE 
vorkommende  dunkle  Linie  einen  Stoff  in  der  Sonnenatraosph^ 
an,  der  an  derselben  Stelle  eine  farbige  Linie  geben  würde, 
nicht  das  Licht  des  Centraikörpers  der  Sonne  eine  Umkekm:; 
des  Spectrums  zur  Folge  hätte.    Die  Körper  nun,  welche  in  vu 
sehr  heisse  Flamme  gebracht,  um  daselbst  in  Gas  verwandelt, 
werden,  genau  an  derselben  Stelle  ihre  charakteristischen  btü* 
Linien  hervortreten  lassen,   wohin  dunkle  Linien  im  SeiiMt 
spectrum  fallen,  müssen  in  der  Sonnenatmosphäre  vorkomrn* 
Auf  diesem  Wege  bat  man  in  der  Sonneoatmospbäre  Eisen,  Cai 
cium,   Magnesium,  Natrium,   Chrom,  in  geringer  Menge  *bo 
Barynm,    Kupfer,   Zink  gefunden,   konnte  aber  Gold,  Sitte 
Alumiuium,  Cadmium,  Zinn,  Blei,  Antimon,  Arsenik,  Strocnr 
und  Lithium  nicht  entdecken ;  selbst  Silicium  ist  wahrscheiu« 
nicht  ein  Bestand theil  dieser  Atmosphäre.   £s  ist  einleuchte: 
dass  die  Stoffe,   welche  in  der  Sonnenatmospliare  verkoiws-: 
auch  sich  im  iiinern  Sonnenkorper  finden  müssen.    Die  erst  et 
nannten  acht  Körper  bilden  aber  bei  weitem  noch  nicht  den  es- 
sen  Inbegriff  des  Stoffinventars  der  Sonnenatmosphlre.  Ei 
leuchtendes  Metallgas,  welches  aus  diesen  acht  Stoffen  ausaiw»* 
gesetzt  ist,  gibt  zwar  ein  Spectrum  mit  einer  ansehnlichen  Z* 
von  lichten  Linien,  weil  mancher  Stoff  deren  mehrere  liefert,  vir 
z.  B.  Eisen  mehr  als  secbszig;  allein  es  fehlt  noch  viel,  4w 
dabei  jeder  dunklen  Linie  im  Sonnenspectrum  eine  derartige  ücb 
Linie  entspräche.     Darum  ist  die  Sonnenatmosphäre  viel  n& 
zusammengesetzt,  als  jene  acht  Metalle  anzeigen.  Dass  aber ns-e 
den  Bestandteilen  derselben  auch  bisher  unbekannte  Eleu«" 
vorkommen,  wird  man  erst  wissen,  wenn  die  lichten  Specri* 
linien  aller  bekannten  Elemente  an  ihrem  Platze  den  dunklen  Lea 
des  Sonnenspectrums  gegenübergestellt  sind  und  es  sich  ergfc 
dass  noch  dunkle  Linien  übrig  bleiben,  denen  keine  helle  e* 
spricht.    Aber  auch  dann  haben  wir  nur  die  Ueberzeugong  erUatf 
dass  es  in  der  Sonne  für  uns  neue  Stoffe  gebe,  keineswegs  ik 
welcher  Art  und  Natur  sie  sind.   Es  bleibt  daher  nicht  Mos 
schenswerth,  dass  die  Spectral- Analyse  noch  weitere  Ausdf* 
nung  erfahre,  sondern  auch,  dass  andere  Mittel,  die  cbemi-** 
Natur  der  Himmelskörper  kennen  zu  lernen,  nicht  hintaüge*- 
werden.    Wir  kennen  davon  bisher  nur  eines,  nämlich  die  auf 
gewöhnlichen  Wege  vorgenommene  Analyse  der  Meteoriten,  tiv 
hat  nämlich  Grund  zu  der  Annahme,  dass  sie  Bruchstück«  «* 
Korpern  sind,  die  im  Weltraum  um  einen  Centraikörper  kres* 
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ie  der  Mond  um  unsere  Erde,  die  wenn  sie  der  letzteren  nahe 
snug  kommen  und  der  überwiegenden  Macht  ihrer  Anziehung 
js^esetet  werden,  auf  sie  herabfallen.  Hier  erreichen  wir  also 
isserirdische  Stoffe  nicht  blos  mit  unseren  Schlössen,  sondern 
it  den  Händen,  kftnnen  sie  nach  allen  Richtungen  untersuchen 
ld  mit  ursprünglich  irdischen  Stoffen  vergleichen.  Das  Ergeh« 
ss  soleher  Untersuchungen  besteht  in  Folgendem :  Alle  Theile 
nes  Meteorites  unterliegen  dem  Gesetze  der  Schwere,  ja  es  ist 
e  Grosse  der  sie  beherrschenden  Schwere  nach  ßessel  genau 
eselbe  wie  bei  Stoffen  entschieden  irdischer  Abkunft.  Ein  Pen- 
I  von  Meteoritenmasse  vollbringt  eine  Schwingung  genau  in 
rselben  Zeit,  wie  ein  ans  irdischem  Stoff  bestehendes  von  gjei- 
er  Länge.  Die  Moleciile  der  Meteoriten  sind,  wie  die  der  Kör- 
r,  welche  die  Erde  als  ihre  Mutter  erkennen,  bald  zu  zerreib« 
hen,  bald  zu  harten,  bald  zu  schwammigen  und  porösen,  bald 
dichten  Massen  verbunden.  Ihr  speeifisches  Gewicht  füllt 
ischen  1*70  und  7*90,  wechselt  also  von  der  Dichte  des  Bims- 
sines  bis  zu  jener  des  Eisenbleches.  Das  Durchschnittliche  des 
eeifiseben  Gewichtes  von  einer  grossen  Anzahl  Meteoriten  ist 
?h  Reichenbach  5,  während  5*4  das  speci fische  Gewicht  des 
nzen  Erdballes  ist. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der  Umstand,  dass  alle  bis- 
angestellten chemischen  Analysen  von  Meteoriten,  und  es 
d  deren  einige  hundert  ausgeführt  worden,  keinen  Grundstoff 
inen  lehrten,  der  nicht  auch  auf  der  Erde  reichlich  vorkommt. 
>  in  Meteoriten,  deren  Fall  wirklich  beobachtet  worden  ist  und 
n  letzten  Jahrhundert  angehört,  gefundenen  Stoffe,  nach  der 
afigkeit  ihres  Vorkommens  geordnet,  sind:  Kieselerde,  Eisen, 
Heerde,  Schwefel,  Nickel,  Kalkerde,  Chrom,  Mangan,  Thon- 
e,  Kali,  Kohlenstoff,  Kobalt,  Kupfer,  Blei,  Zinn,  Chlor,  Phos- 
>r.  Der  Sauerstoff  ist  in  die  leichten  Metalle  eingerechnet,  da 
je  als  Oxyde  aufgeführt  erscheinen.  Vergleicht  man  diese 
-kommnisse  mit  den  in  der  Sonne  mittelst  der  Spectral-Analyse 
h  gewiesenen  Körpern,  so  findet  man:  1.  Alle  Stoffe,  welche 
ler  Sonne  reichlich  vorkommen,  sind  auch  in  der  Meteoriten- 
ige  and  auf  der  Erde,  und  zwar  in  grosser  Menge  vorhanden; 
en  spielt  in  allen  eine  hervorragende  Rolle.  2.  Von  den  in 
Sonne  nur  in  geringen  Quantitäten  vorgefundenen  drei  Stof- 
kommt  nur  einer,  nämlich  das  Kupfer,  auch  in  Meteoriten  vor. 
7on  den  eilf  in  der  Sonne  als  fehlend  nachgewiesenen  irdischen 
Ten  weiset  die  chemische  Analyse  in  den  Meteoriten  nur  drei, 
ilich  Aluminium,  Zinn  und  Blei,  nach.  Gold  und  Silber,  das 
so  vieler  Bestrebungen  auf  Erden  und  die  Quelle  so  vielen 
ie)ils  auf  Erden,  fehlen  in  der  Sonne  und  in  den  Meteoriten. 
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Sonne,  Erde  und  die  im  Welträume  kreisenden  Körper,  von  denn 
die  Meteoriten  stammen,  sind  daher  einander  nicht  fremd,  habet 
vielmehr  eine  unverkennbare  Familienähnlichkeit  Manche  Kinder 
derselben  Mutter  sind  einander  »veniger  ähnlich.    Es  kann  data 
gewiss  nicht  ohne  Grund  angenommen  werden,  dass  die  nnge» 
heuren  Massen ,  welche  im  Welträume  gemessenen  Schritte»  ia 
vorgezeichneten  Bahnen  seit  Jahrtausenden  ihren  Festzug  halt» 
aus  weit  zerstreuten  materiellen  Theilchen  derselben  Nah»  et 
bildet  sind.   Nebelflecken,  Kometenschweife  u.  clgl.  kuooengleid 
sam  als  zurückgebliebene  Muster  eines  früheren  Zustande»  dt* 
^esammten  Weltstoffes  angesehen  werden ;  ja  es  hat  des  An- 
schein, als  fanden  derlei  Bildungen  noch  gegenwärtig  statt,  Met 
bereits  Nebelflecken,  deren  Dasein  im  Himmelsraume  ab  zwei- 
fellos galt,  heute  nicht  mehr  aufgefunden  werden.    Zerstreute  P* 
tikelchen  müssen  nämlich  der  ihnen  von  ihrem  Schöpfer  eitff 
pflanzten  Schwere  folgen,   wenn  sie  nicht  durch  die  abstoßet* 
Kraft  der  Wärme  von  einander  fern  gehalten  werden,  wie  bei  aas» 
Gasen,  oder  nicht  erst  ein  Widerstand  besiegt  werden  raus*,« 
bei  den  in  der  Luft  schwebenden  Staubtheilchen.    Sie  werfe 
sich  ihrem  gemeinschaftliche»  Schwerpunkte  nähern,  erst  laimaa 
dann  immer  rascher  und  rascher,  und  endlich  sich  zu  eioerMis 
zusammenballen,  wie  sie  uns  die  Körper  im  Weltraum  darstellet 
Nach  der  Ballung  ist  aber  die  gesammte  Kraft  an  die  getofe 
Masse  übergegangen  und  muss  hier  als  Erschütterung  der  tf*^ 
cüle  auftreten,  die  wir  im  Sinne  der  neueren  Theorie  als  Wärst 
auffassen.    Diese  Erschütterung  wird  vom  Aether  aufgeoomsft 
und  ihre  Fortpflanzungsrichtung  ist  es,  was  wir  Strahl  neoMi 
Solche  Strahlen  sind  aber  nicht  immer  Lichtstrahlen,  softto 
nach  Maassgabe  der  Wellenlänge,  oder,  was  dasselbe  ist,  & 
Brechbarkeit,  und  nur  nach  Verschiedenheit  dieser,  auch  Wärat 
oder  chemische  Strahlen.  Die  Strahlen  von  geringster  Brechhark* 
bis  zur  Brecbbarkeit  der  rotben  Lichtstrahlen  werden  nur  *> 
Wärmestrahlen  empfunden  und  können  nur  die  Empfindungen* 
afficiren;  solche  von  der  Brechbarkeit  der  rotben  Lichtstrahles 
zu  jener  der  violetten  sind  Wärmestrahlen,  insofero  sie  aaffc 
Sehnerv  wirken;  Strahlen  von  der  Brechbarkeit  der  grünen  Liefe 
strahlen  an  über  jene  der  violetten  hinaus  bis  zu  einem  beste- 
ten  Maximum  wirken  chemisch,  und  diese  sind  es,  welche* 
photographischen  Wirkungen  hervorbringen.   Dunkle  Wärroestni 
len  sendet  jeder  Körper  bei  jeder  Temperatur  aus.   So  wie 
aber  seine  Temperatur  erhöht,  kommen  zu  den  früheren  aste* 
von  grösserer  Brechbarkeit.    Bei  einer  bestimmten  Temperas 
die  übrigens  für  alle  Körper  dieselbe  ist,  erlangen  diese  Strakw 
die  Brechbarkeit  der  rothen  Lichtstrahlen,  und  der  Körper  fic? 
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zu  glühen  und  zwar  roth.  Bei  weiterer  Temperatursteigerung 
mmen  zu  den  rotben  Strahlen  orangefarbige,  dann  gelbe,  grüne, 
tue,  endlich  violette.  In  letzterem  Zustande  verlassen  den  Kör- 
r  Strahlen  von  jedem  Grade  der  Brechbarkeit  bis  zu  den  Vio- 
len, und  er  leuchtet  mit  Weiseglutin  Diese  erreicht  er  aber 
1  Roth  an  durch  viele  Farbennüancen.  Beim  Abkühlen  kehren 
se  Erscheinungen  in  umgekehrter  Ordnung  zurück,  bis  der 
<rper  zu  leuchten  aufhört. 

Wendet  man  diese  Gesetze  auf  die  im  Welträume  zerstreute 
»mentarmaterie  an,  die  sich  zu  geballten  Massen  vereinet,  so 
lieht  man,  dass,  nachdem  der  Ballungsact  vollzogen  ist,  in  « 
ii  Product  eine  hohe  Temperatur  herrschen  müsse,  und  zwar 
e  desto  höhere,  je  grösser  die  vereinte  Masse  ist.  Man  hat 
er  sehr  zulässigen  Voraussetzungen  diese  Wärmeent  Wickelung 

die  Planeten  der  Sonne  und  die  Sonne  selbst  berechnet  und 
unden,  dass  die  erzeugte  Temperatur  höher  ist,  als  nötbig, 

alle  bekannten  Stoffe  in  Gas  zu  verwandeln,  und  dass  einer 
eben  totalen  Umwandlung  nur  der  Gasdruck  selbst  ein  Ziel 
zen  kann.  Die  Anwesenheit  vieler  selbst  metallischer  Stoffe 
der  Atmosphäre  eines  solchen  Körpers  unter  solchen  Umst&n- 
i  kann  nicht  befremden.  So  höbe  Temperatur  kann  sich,  selbst 
nn  sie  dem  ordentlichen  Abkühlungsprocesse  Preis  gegeben 
,  unter  den  obwaltenden  Umständen  Jahrtausende  lang  über 

Grenze  der  Glühhitze  erhalten.  Die  Abkühlung  kann  nur 
ch  ^Ausstrahlung  von  Wärme  vor  sich  gehen,  da  ein  Weltkör- 

isolirt  im  Räume  schwebt  und  Wärmemittheilung  durch. Leitung 
bt  vorkommt.    Indessen  muss  auch  unter  solchen  Umständen 

Zeit  ihr  Recht  geltend  machen,  und  es  werden  zuerst  die 
rper  von  geringster  Masse,  dann  die  grösseren  und  immer 
isseren  über  die  Grenze  der  Glühhitze  abkühlen  und  zu  dunklen 
rpern  werden.  In  dem  Planetensystem  der  Sonne  ist  dieser 
>cess  bereits  bis  auf  den  Centraikörper  in  allen  Theilen  voll- 
cht,  und  die  Planeten  und  deren  Satelliten  tragen  nur  mehr 
ihrer  Kugelgestalt  und  ihrer  Abplattung  die  Spuren  eines  ebe- 
ligen glühend  -  flüssigen  Zustandes  an  sich,  sind  aber  dabei 
-ignet,  lebende  Wesen  zu  unterhalten.    Unsere  Erde  lässt  aus 

Zunahme  der  Temperatur  gegen  ihren  Mittelpunkt  hin  schlies- 

,  dass  noch  jetzt  ihr  Kern  glühend  heiss  und  flüssig  ist.  An 
l  Monden  und  den  kleineren  Planeten  mag  auch  dieser  Zustand* 
den  überwundenen  gehören  und  die  ganze  Masse  bereits  er- 
rrt  sein.  Da  beim  Erstarrungsprocesse  Wasser  und  Luft  aol-> 
toromen  wird,  so  kann  man  darin  den  Grund  finden,  warum 
ter  Mond  ein  wasserloser,  starrer,  von  nur  kaum  merklicher 
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Atmosphäre  umgebener  Körper  ist.  Es  darf  picht  befrenideo,  das 
gerade  der  Centraikörper  unseres  Planetensystems  noch  in  d« 
Lage  ist,  Licht  und  Wärme  seinen  Angehörigen  auzosendea.  Die 
Senne  ist  durch  das  Uebergewiebt  ihrer  Masse  der  Mittelpunkt  de 
Bewegung,  aber  durch  eben  dieses  Uebergewiebt  auch  der  a* 
per,  dessen  primitive  Temperatur  am  höchsten  stehen  musste,  w 
bei  dem  die  Abkühlung  relativ  am  langsamsten  vor  sich  £cbt,  o* 
der  noch  leuchtet,  wenn  alles  um  ihn  her  der  Nacht  verfallet!  »t 
Allein  wenn  der  Wärmeverlust  nicht  durch  einen  besonderen  P» 
cess  Ersatz  findet,  wird  auch  dieser  Korper  dem  Lose  nicht » 
gehen,  dem  alles  Erschaffene  zu  unterliegen  scheint,  und  gieß 
der  Erde  und  den  Planeten  zu  einer  dunklen,  finsteren  Masse  w- 
den.  W7as  von  der  Sonne  gesagt  ist,  gilt  auch  von  dem  Heer 
Fixsterne.  Die  selbst  den  Sonnen körper  uberwiegende  Masse» 
zelner  solcher  Körper  sichert  denselben  wohl  eine  längere  Daee 
de«  Glühzustandes ,  doch  mag  vielleicht  die  Färbung  im  Lid» 
einzelner  solcher  Körper  und  der  bereits  an  mehreren  beotofV 
tete  stätige  Farbenwecbsel  dahin  deuten,  dass  sie  bereit*  wk 
mehr  Strahlen  von  jedem  Grade  der  Brechbarkeit  aassenden,  osfc 
die  WeissgUihhitze  gesunken  sind  und  dem  dunklen  Zustandet 
gegeneilen.  Vielleicht  rührt  da«  Verschwinden  von  Fixsterna 
wie  dieses  beobachtet  worden  ist,  davon  her,  dass  sie  bereits* 
dunklen  Körpern  geworden  sind ,  wie  unsere  Erde  uod  die  & 
gen  Planeten  der  Sonne.  Wir  Erdenbewohner  können  ssnita 
der  Sonne  das  Bild  unserer  Erde  sehen,  wie  sie  einst  war.  ? 
am  Monde  jenes,  wie  sie  einst  sein  wird.  t 

Es  möge  mir  zum  Schlüsse  erlaubt  sein,  für  einen  Aosftbk 
zu  dem  Agens  zurückzukehren,  von  dem  wir  ausgegangen  sd 
zum  Licht  Einst  war  das  Licht  nur  als  Diener  des  Angel  * 
gesehen,  so  wie  die  Sterne  am  Himmel  nur  als  die  den  Fest* 
der  Nacht  begleitenden  Fackelträger.  Bald  war  dem  Lieb'* 
Nebenamt  übertragen,  die  Wärme  auf  dem  Wege  zur  Erde« 
begleiten;  man  erkennt  aber  jetzt,  dass  Begleiter  nnd  Beglefe* 
in  Eins  zusammenfallen.  Es  ist  dem  menschlichen  Beobachter 
geiste  längst  nicht  entgangen,  dass  dort,  wo  jenes  Aeeo*  <* 
wirkt,  geheimnissvolle  chemische  Wirkungen  ror  sich  gehen,  er 
weiss  man  aber,  dass  es  die  eigentliche  Quelle  aller  chenu^is* 
Kraft  ist,  dass  Lichtstrahlen  zeichnen,  malen  und  portraitir* 
dass  sie  Schriften  und  Denkmäler  aller  Länder  und  Zeiten  * 
der  vollkommensten  Treue  copiren.  Der  Gelehrte  kann  aitis* 
solcher  Copien  über  das  Alterthum  und  die  fernsten  Linder  Aa* 
klärung  geben,  ohne  sein  Stndirzimmer  zu  verlassen,  äholidi  dm 
Astronomen,  dem  es  an  der  Hand  des  Gravitattonsgesetze* 
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h  ist,  Sterne  zu  entdecken,  ohne  den  Himmel  anzusehen.  Nun 
er  leistet  das  Licht  noch  mehr  als  irgend  eine  zeichnende  Kunst 
leisten  vermag.  Es  kündigt  uns  mit  der  Form  zugleich  den 
tteriellen  Zustand  des  gezeichneten  Objectes  an,  es  ist  der 
hre  Götterbote,  der  jeden  Auftrag  mit  pünktlicher  Genauigkeit 
d  grüsster  Eile  vollzieht. 

> 

Dem  Licht  in  der  materiellen  Natur  gleicht  in  seiner  Macht 
i  seiner  Wirkung  nichts  so  sehr  als  das  Liebt  des  Geistes, 
eses  hohe  Gut  gehurt  aber  seiner  Natur  nach  einem  anderen 
lebe  an,  es  wird  nicht  in  überschwenglicher  Fülle  durch  einen 
rdichtungsprocess  hervorgerufen,  von  dem  die  Zeiten  durch 
lrtausende  zehren  können,  wie  das  Licht  der  Sonne  und  der 
tsterne,  sondern  muss  successive  geweckt,  und  wenn  es  besteht, 
(während  gepflegt  werden,  wie  die  heilige  Flamme  im  Tempel 
r  Vesta.  Zu  solcher  Pflege  sind  wir  durch  unseren  erlauchten 
fter  berufen,  zu  solcher  gewährt  uns  die  Vorsorge  unsere  aller- 
idigsten  Herrn  und  Kaisers  die  Mittel.  Für  diese  väterliche 
rsorge  spreche  ich  nun  im  Namen  der  gesammten  Akademie 
rmit  den  wärmsten  und  tief  empfundenen  Dank  aus,  und  wende 
;h  an  Eure  Excellenz  unsern  hoben  Curator- Stellvertreter  mit 
■  Bitte,  diesen  unsern  Dank  an  die  Stufen  des  aller- 
cheten  Thrones  gelangen  lassen  zu  wollen. 


■ 
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Ueber  bestimmte  Integrale. 

(Fortsetzung  von  Thl.  XL.  Nr.  XXII.) 
Von 

Herrn  Dr.  L.  Oettinger, 

CwroNAherzoglich  Badischem  Hofratlie  and  ordentlichem  Proftutr  <r 
Mathematik  an  der  Universität  an  Frei  borg  i.  R. 


V. 

§.  56. 

Die  im  vorigen  Abschnitte  behandelten  irrationalen  loter» 
führen  positive  Exponenten.  Diess  wird  der  Fall  sein,  «» 
q  >  r  in  den  Gleichungen  §.  46.  Nr.  4)  und  5)  angenommen 
Bei  jedem  Werthe  von  r  unterliegt  q  keiner  Schranke.  Wird  ab* 
r>o;  angenommen,  so  entsteht  eine  neue  Gruppe  von 
worin  der  irrationale  Ausdruck  mit  negativem  Exponenten  erseir* 
Die  Zahl  dieser  Integrale  ist  bei  bestimmtem  r  beschränkt  $ 
der  eben  genannten  Gruppe  hat  sich  hauptsächlich  Euler  f.*4- 
beschäftigt  und  einige  wenige  Fälle  behandelt.  Eben  so  V 
gendre.  Die  im  vorigen  Abschnitte  behandelten  Integrale  fa* 
sich  dort  nicht  vor.  Wir  wenden  uns  nun  zu  denen  mit  netf 
vera  Exponenten. 

Setzt  man  q  =  1 ,  r  =  2  in  Nr.  4)  j.  46. ,  so 

I) 


P-i  (i -x*)-k\%xdx = — ü±a — 1  ^ 

('Im  -f  p) .  (1         i Ä.  IT 
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47  r> 


2) 


-.1  + 


V 


/ 


Pird  =  1 ,  2  gesetzt  und  werden  die  Werthe  der 
bebenden  I„,eÄrale    f'^.  f1*«*** 


I  +x~  aM«  Nr. 9)  und 


r.  10)  {.  2.  eingeführt,  so  erhält  man  nach  den  gehörigen  Re 
folgende  zwei  Integralformen : 

E  *r>' *> 


w/       i.       i  r 

fl  x*»\gxdx  ,  ft  1 

_     1.3.5....(2m— l)«ri_a  f  Hj     i;j    1  j 

2 .  274.6....  2m    l1«2  ~  (*  ~i  +  *  ~  •    -  2^] , 


2«»l* 


4) 


2  •  4  •  6  •     •  mltKX 

1.3.5....  (2m  +  l) 


us  ergeben  sieh  folgende  Integrale: 

i      1  r 


*  ♦ 


""""  2 g  ' 

(i 

/*  arlff:rS.r  .  ^ 


\ 


11 


1  <« 


I  .  f. 


^4  1 


y*1  ^»s^g  =_2(_lg2?fß) 


s  ;  - A 
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n 

/»  s?\*xdx  _     16  319 

o 

/»      Ig g8ar         35»  533 
V*1^P  ~~    2560g  SilT 


/»  g'°lg:r8g         63*  1627 
"VT^P  ~ ~"512(*2"""2520)! 


<» 

IL  8.  W. 


ie  ersten  sechs  Integrale  hat  Euler  a.  a.  O.  mitgetheilL 
erste  hievon  hat  auch  Legendre  entwickelt  (Traite  d.  f#i« 
ellipt.  II.  p.393.). 

§.  57. 

Setzt  man  r  =  3,  9  =  2  in  Nr.  4)  §.  46.,  so  entsteht: 

1) 

P*  x**+P-l\gxdx _____  (3+p)-»».!»11.!-*»» 


VT^r»  (3m+p)(2+p)»l»  I  » 


Vi 

:r*~l 

o 


Hier  ist : 

2) 


o  0 


Wird  nun  p  =  1,  2,  3  gesetzt  und  werden  die  Werthe  derk* 
durch  entstehenden  Integrale  J    j  f^j— i»  _/  f+J}? 

o 

hält  man  nach  den  erforderlichen  Reduefionen  folgende  drei  fcf 
gralformen : 
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3) 

£V=  =-3iFTM?3  fi,S3+  6V3  +  *<'+*  + *  +•"•  Ä> 

V  I  — JTS 

t  Hii.l-lli--^  nach  Nr. 7)  §.50.  fct. 

4) 


0  V"!^» 


:  ~~  (3m  +  2) .  4"»  i  »T  Ii  ü 1  ~  3  V3+1 +T+Y+~3m+l  ~ (,+ ' +  "3Üi- 1  M 

4. 2» 1 8: 7t«  r      n  1_  _I 

~~  81 .  l«i+iT«(j*  1 1)8 1    3v/3  + 1  +  *  + » +  -3m-f  ^"am^T^ 

2«  4tt 
i         *  =  JyJTfiTi  un<i  H'—fl^ft        »ach  Nr. 5)  und  Nr.  12) 

5U.  ist. 

5) 

3  —    —    2"»+1 1  3 1    1  *  +6*/3  +  i+ s  +  *  +  *  3wi+2 

1 

ieraus  leiten  sich  folgende  Integrale  ab: 

6) 

y»i     Igx&r  2tt  w 

o  VI-*» 

/'    x lg xdx  4.B*  . 

/l   £»lg£0£_        2*  q         TT  2 

"5vä  (*g  *  6V3  ~  $ ' 
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/i  x*\%xdx_-        2w»  x  3 

^j— — ,~    8l.(l*i»)»(_3v3  +  l* 

£^5£3f_      1  *  II 

o  Vl-r 

/*  jr^lgj^g  10*»  «  97 

^j— p"-  "~81 .7(1*  I 

U.  6.  W. 

Hierin  ist: 

l-4ii  =  1,3541179392,   Ig  1-1  ■ » =  0,13165649168402. 
Setzt  mao  r  =  3,  ?  =  1  in  Nr.  4)  §.46.,  so  entsteht: 

yr.i    ^Sm-fp-ljg^  (3^p) 


)»•  IM*11.!-*»1 


(3m+^)(l+p)-l».l  » 
Hier  ist: 

o  o 

Wird  p  =  1 ,  2,  3  gesetzt,  und  werden  die  Werthe  der  estsff 
chenden  Integrale  aus  §.  16.  Nr.  4)  eingeführt,  so  ergeben  *• 
nach  den  nutbigen  Reductionen  folgende  drei  Integralformec: 

7) 


xtm\gxSx 

i«i».i*i».i-ii»r  »   ,  .       i  i.l 


*»l«.l-*l 


~  ~  9-2«i  8(l-*  i~Ö»L3v3+*  +  !?+  ,,,3m~l  ~(,+*+r+"fi-?] 
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,a  H,1=3V37FFM  oach  Mt»  «nH  1  ^Ä=^3^m 
•ach  Nr.  10)  j.  50.  ist 

8) 

^»1  j^Hg^ax        2.2-1».k  Ml         *  1 
(l-^i  --3.3-1  ».V3Wlg3""6v3+*(l+*  +  * -5> 

a    III  ».Ml »  =  gj^  nach  Nr.  7)  §.  50.  ist. 

9) 

(1 

lieraus  ergeben  sich  folgende  Integrale: 

10) 

/*     \%xdx  in9 
(1  -  Ä3)|— ""27.  v3(l-*  1 1)«  > 

O 

( I  -  *»)! — " "  3  V3  u,ß  *  ~  6  VV' 

o 

(1  -  «•)! ~""  9(1-4 11)»  V3V3     V  • 

o 

/i  ^lear&r        3  n  1J 

(1  -  x»)»=  ~  4(-*'83-6v3  + 

O 

P*  g«lga&r  \1\ 
J     (1  -  *•)!—"■  45  V3v3""20y ' 

(1  -ar»)|-""27v3(l,g'^■~6v3^5}, 

o 

llieil  Xr.. 
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J 


>J  x*\»xdx  9  _Jt_  25 

(1  —  ^3)1  ~  — 14  (~  * 6  V3  + 28}' 

0 

J      (l-a-i)!—    45(1-1 1»)3V3V3  280/ 

o 

U.  S.  W. 

Hier  ist : 

■ 

J-l  1 1  =  2,678  938  5348,    lgl-f  I » =  0,42796274931426. 

Von  diesen  Integralen  hat  Euler  (Integr.-Rechn.  Bd. IV.  S.l?. 
das  erste  in  Nr.  6)  angegeben.  Die  erste  Form  in  Nr.  10)  ist  nach  ib 
wegen  der  darin  vorkommenden  transcendenten  Grössen  tikt 
darstellbar. 


§.  58. 

Wird  r  =  4,  q  =  'i  in  Nr.  4)  §.  46.  gesetzt,  so  entsteht: 

1) 

y  1    *  (4m+/>)(2+p)*H.l  «  1  o 

- 

Wird  hierin  />==!,  2,  3,  4  gesetzt  und  werden  die  Werts«  fr 
hieraus  sich  ergebenden  Integrale J     fZf^*  J  ~\ 


o  o 


aus  §.  9.  Nr.  6)  eingeführt,  so  erhält  man  hieraus  nach  den  n«* 
gen  Reductionen  folgende  vier  integralformen: 

2) 

/*  x4m lg lw ' 4. 1H 1  y  » r«  i  1  ■ 

VT^?  ~    3» i *.i-i ii 1.4 -t1— —     — sTi 1 

o 

_       l"l4.?r  Vjrc  pTr  1  -| 

~^4.3™i4(i-ui)2L4~(1""i+s""--~4^n)  J 

da  lt'1  =  j~ipf7i  nach  §.  50.  Nr.  5)  ist. 

•3) 

J    ~vr=P~=:~4SiJi'*'HI,,2~*(,~*  +  *---""5!j 
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3-'4.».V25    r    «  ,  ,     ,     ,  1 

~  — 4  (üTiy»  L—  4  + 1 — *  -f » -    +       J » 

1   111  =l6Trn  nach  j.  50.  Nr.  12)  Ut. 

5) 

*  1  ar4m+5  |g#&r  2«"  1 2  1 

erati*  ergeben  sich  folgende  Integrale: 

6) 

VT=^*""  I6(i-i 

<> 

/*  afl\%xdx  JtV 2nr  » 

o 

Vuz^i-   i2(i-iH)*U  ~:v' 

o 


/l  g«lg*dg_     3».  Vg»      n  Vi 

/*  x7\axdx         1  5 

o 


VT-"**~  84(1-*  1  *)•  U  ~"  105/ 
/*»  **lg*a*       3*.  7x 


o 

U.  8.  IV. 


32" 
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Das  zweite  und  vierte  Integral  in  Nr.  6)  hat  Euler  a.  a.O.S.  171 
and  S.  175.  angegeben.   Ferner  hat  er  S.  176.  folgendes  lntecu 

\ri=*'J  vt=x* ~  iß (1  *} 

o  o 

angegeben.   Man  findet  dieses,  wenn  man  den  ersten  und  dritte 
-  Ausdruck  in  Nr.  6)  mit  einander  verbindet,  und  am  einfachst: 
dadurch,  dass  man  die  erste  Form  in  Nr.  2)  und  Nr.  4)  wäto 
Es  ist  dann : 

o  o 

-3.4.1-ill(,~4,-L6(1"'4,, 

da  j4!iTi  =  i  «ach  Nr.  4)  §.  50.  ist.    Man  sieht,  mit  wekte 

Scharfsinne  Euler  bei  den  ihm  zu  Gebote  stehenden  Mitteilte 
fuhr.  Er  fügt  die  Bemerkung  bei :  Obschon  beide  Integrale  i 
sich  auf  unentwickelbare  Formeln  fuhren,  so  habe  er  doch  stta 
längst  gezeigt,  dass  das  Produkt  beider  Integrale  dem  FU& 

räum  des  Kreises,  dessen  Durchmesser  1  ist,  gleich  oder  j  m. 

und  dass  man  durch   die  Verbindung  beider  das  a 
schone  Theorem  erhalte.   Ferner  fügt  er  bei,  dass  m 
viele  andere  Theoreme  dieser  Art  ableiten  könne,  welch* 
sich  betrachtet  eine  sehr  tiefe  Untersuchung  erfordern,  die 
nach  dem  hier  Mitgetheilten  sehr  leicht  angegeben  werden 
nen.   Verbindet  man  das  erste  und  siebente  Integral  mit  einaoc 
so  ist: 

8) 


™  80  \15  AJ 


nach  den  nöthigen  Reductionen.  In  den  vorstehenden  Integral«;  • 

1-Hi  =  1,2254167025,   Ig  1H I »  =  0,088283795482«; 
die  übrigen  Wertbe  sind  oben  §.  53.  angegeben. 
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§.  59. 

Setzt  man  r  =  6,  o  =  3,  so  erhält  man  aas  j.  46.  Nr.  4): 

1) 

(6mfp)(3-fp)»»i«l  •  1  * 

ird  nun  p  =  1 ,  2,  3, ....  6  gesetzt  und  werden  die  entspre- 
enden  Werthe  für  das  begleitende  Integral  aus  Nr.  9)  §.  13. 
igefuhrt,  so  entstehen  nach  den  gehurigen  Reductionen  folgende 
:hs  Integralforroen : 


3) 

1  .r^+Hgir&r 


8-1«. Un.yg     r  7t  1 

~  (6in  +  2) . 5*  I  «.  1  -1 1 1 1 ~  * 2  +  3V3  ~ (1  ~~ 4  + 1     " K=I»> 


5) 


(6m  +  4) .7»- 1 • . Iii i  l-*1*2  —  3y3  + 1      +  '  — + 


/ 


«> 
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7) 

o 

Hieraus  leiten  sich  folgende  Integrale  ab: 

8) 

./   TT^Ta  —  TFnr(~llgi+3v3,> 

/»  x*\gxdx  7rlg2 

•S      Vi-*6  51M1  JVÖ 

/"  ^i^=-.(-lR2  +  l), 

n  VI  —  .*6 

x*\ix*x         KJ^V*        +  JL_?) 

U.  8.  W. 

Ausser  den  früher  schon  angegebenen  Werthen  mögen  nocfc  ► 
gende  hier  stehen: 

Hii=  1,12878702996,    1-M  *  =  5,56631272838, 
Ig  1-IH  =  0,05261201060482,   Ig H"^ 0,745 567 857 753* 

Wird  f  =  6,  ?  =  2  in  Nr.  4)  §.  46.  gesetzt,  so  erhalt 
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9) 

e  1 1 

(6m+p)(2+p)»"ift.l  « 

ird  hierin  /»=1,  2,  3,. ...6  geschrieben  und  werden  die  Werthe 
r  das  begleitende  Integral  aus  §.  18.  Nr.  2)  eingeführt,  so  erhält 
an  nach  den  nothigen  Reductionen  folgende  sechs  Integralformen: 

10) 

(1  -*•)!  >i«.V«  W^i^"^'^^^-^ 

f  ±(l+i+i  + 

11) 

1  g—^iggfo^    M»un.i-fi*r  *    »,,.,.,.  1 

+  *»  +  i  +  *  +  -IS=i>l 

+  *»+i  +  Ä  +  ....5~i)J 

12) 

(l--i«F 

~~  2(6m+3).5- "I «.  M  i  il-t'e^-Jv^-^1  +  *  +  »  +  ••••  fcjT^l' 


13) 


(!-*•)!  =-3.3-l».V3  l*,«*Tä^-**+i+1+--55=I> 
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U) 

/'  x"H+\g*dx        U«i*.ltl*.l-tH  r    jt  ,  1 
(r_ii)r=  ~  (6m+r)).t-»+i  l  «II  i  «l  2V3~~"+II+~6»i-l 

=  -  i8T-+li»(lfr»)«  l-  2V3  ~  u  + 11  +  ""6m— V 

+ 1  + } + t".  +  ....  mJfji 

da  Il!'  =  ^5p  nach  Nr.  12)  §.50.  ist. 

15) 

Die  Reduction  zu  Nr.  II)  ist  oben  zu  Nr.  7)  §.  57.  gegeben. 
Hieraus  leiten  sich  folgende  Integrale  ab: 

1«) 

.     (1-J*)r  =  Vi~(i,83  +  4V3>' 

/*  lga:5:r  
0  (l-ar«)!— "27(1-4 11)^* 

/'  £*Ig£&*_         *    /II   «l         *  ^ 
.     (1  ~  3  V3u'ß*  12y3;' 

0      (T-ar«)»  -     18  (1H  ')*  C~  2V3  +  1}  • 

^     (l-*«)l=  ~ZVn     ^'S*  +  Sy3~3)- 

•J     (1  — *•)»-    9(1-H»)*^6V3  */' 

.    (T^i=-  16. in»  (-fg^ivä - i5>- 

0  n^^=-9^(i,g3~i^"fi2)' 

u.  s.  w. 
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ird  r  =  6,  9  =  4  in  j.  46.  Nr.  4)  gesetzt,  so  entsteht: 

17) 


0 


»r  ist: 


rd  bierin  p=l,  2,  3,... .6  gesetzt  und  werden  die  Wertfae 
•  beiden  Integrale  aus  Nr.  2)  §.  18.  eingeführt,  so  ergeben  sieb 
:h  den  erforderlichen  Reductionen  folgende  sechs  Integralformen : 

18) 


.Ttm 


\gxdx      i"»i«.un.i-nir  „  i 

-(,  +  r+-s^r5)] 

"3.5-1  •(!-!  n^L2v3+  ¥  +  T,r  +  --'-6^1""(1+l+w6^Ö>J' 


inl=37FTM  nach  Nr.  5)  §.50.  ist. 

19) 

-^=-=-3.3-i».v3  fi,83  +  l2v3+i(,  +  *+*+"  m> 

HH.Wli^—  nach  Nr.  7)  §.  50.  ist. 

20) 

^ry^  ~~    6. «.  Ii  I  ll-i'^Ovä+Hf+Tf  +g^^j 
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21) 

V  1  —  *•  . 

(|a  1lii.l-iH=81(H|l)a  nach  §.  57.  Nr.  4)  ist. 

22) 

1 

23) 

-Kl 

Hieraus  leiten  sieb  folgende  Integrale  ab: 

24) 

o  Vi—*6 

^L_=  OHl-  <-i!83  "  4V3+ !)' 


X 


/«  *sl£.Ta.r^  2««  *  , 
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7_=_w(_lB,  +  J_s+1), 


IS(l-i  l  »)«<iv3-3>' 


0      V 1 

*n  r      OTiT-  f-*1«3-!^  + 

o  VI-«« 

U.  6.  W. 

§.  6Ü. 

Wird  r  =  8,  7  =  4  in  Nr.  4)  §.46.  gesetzt,  so  entsteht: 

1) 

»1  x^P-^lgxdx   (8  +  p)"l».l»    .V?t       /M  ^fP-^a: 

(8»l+p)(4+p)"»l8.1  •   1  n 

ird  p=l,  2,  3,  ....8  geschrieben  und  werden  die  Werthe  für 

/1  x%m+v~ldx 
(\—x*~  aüs  5-  15-  eingeführt,  so  entstehen 
o 

ich  den  erforderlichen  Reductionen  folgende  acht  Integralformeii : 

2) 

01  ar^lgarcb; 


/ 


l»lM*n.y»r  1       2  +  v2  ,  1  -■ 

3) 

x*»V\zxdx  fr»IM*l*.v»    7t    l  I 

VP^8  -    (8m+2).3«l*l^liL§"'i(1""*+i~-  "'2S3])l 

lm\4.nV27t  fit  1  -■ 

— ~~8.3»«l4(l-m)*L8  +       ••  -4^Zl)J' 

1  1ni=4TFTl"i  nacb  N'-5>§-50.  ist; 
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=  "~  3.7- 1  •.  1-*  i » L^(~,g2^+w)~(i"T+TT~  '  ~&-l)  I' 

5) 

6) 

5-i».UH.v*r      1       2  +  V2  .  1  , 

5n«+lie.ini     4V2 (l^2^V2  +  *)  +  1  ~*  +  *  ~  - 

7) 

_    3»i«.»vs  r  *    f     ,        i  n 

* 

da  1*  i  *  =  Y^ffTi  nach  §.  50.  Nr.  12)  ist ; 


8) 


7"l».H".y»tr      1   ,      2+V?.  .  .  .    ,.,  I  i 

4  ~Wrhr  =  ~       t-  i '« 2 + ^  -  * + * — -W 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  Integrale : 

10) 


Digitized  by  Google 


Oettinger :  Heber  bestimmte  Integrale.  491 

/•    x\$xdx  _ 

/'  x%  lg^__lg|1V2?r        2-f  V2 
o      \f)~^x~*~~~~  24.1-ii»(~"^2^V2  +  w)' 

«      Vr^ä-      32  * 

/'  x*\£*dx        lil^V»        1  2+V2 
„   5. Ii  Ii  L-^Ogg^y^+^+lJ, 

o     ^nr^s-    64(11  H)»  ("~4 

/•l  *«)g*a*        »".V»r      I  ,    .  2  +  V2,   .  1 
•J     VI^-T«~      7.1JH  l~J^2("~,^2^v2"f *>  +  ä]' 

/*  g»lgar8j:  llli.y^p  l       2+v2  4"! 

«  Vl=S»~~  L4v2(,S2=v2  +  *)--5j' 

/'  x9lgar8x  »VS»    /«  1\ 

p  VT^"i»~  24(i-iM)*V8""3y, 

/*  x"l£xBx       MM.Vnr-  1  2-f y2  4  ■ 

.  VT^=""6i(,g2~2)' 

U.  8.  W. 

Ausser  den  früher  in  §.  55.  mitgetbeilten,  hierher  gehörigen 
erthen  theilen  wir  noch  folgende  mit: 

rl  1  *=  1,0896523559 ,  Ig  1""* 1 1 =0,037287962772, 

1.4345188480,  Ig  l"' '  =0,156706258799, 

l~f '  *=  2,3704361845,  lgl~~* '  ^  0,374828277974, 

1 1  =  7,5339415976,  Igl"  1 1  '=0,877022249340. 

Aua  den  in  §.  47.  u.  ff.  angegebenen  Resultaten  zeigt  sich, 
lebe  ausgedehnte  Anwendung  die  in  §.  46.  Nr.  4)  und  5)  aufge* 
'litten  Gleichungen  zulassen.  Man  kann  ihnen  noch  eine  all- 
meinere  Form  geben,  wodurch  sich  ihre  Brauchbarkeit  steigert, 
!M>  man  tr+q  statt  q  setzt.   Man  erhält  dann: 
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(rro+p).l  ^r  ' 


o  (rm-f  p)(p-f  g)»+"'.l  *• 

0 

Wird  r  statt  p  gesetzt,  so  entsteht  nach  den  nötbigen  RHk 
tionen : 

12) 

/ 


O  o 


Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  nach  der  bisherigen  Metk* 
durch  die  Annahme  von  r',  q  und  t  ausser  den  schon  aogeerie 
nen  eine  Reihe  anderer  Integrale  ableiten.  In  §.  51.  und  }.* 
wurden  einzelne  hierher  gehörige  mitgetbeilt.  Man  findet  dies 
Nr.  II)  und  Nr.  12)  §.  51.  auf  anderem  Wege  entwickelten  !r> 
grale,  nenn  man  hier  r  =  2,  9  =  3  und  dann  q  statt  t  schre-ft 
Eben  so  ergeben  sich  die  in  Nr.  8)— 11)  §.  53.  angegebenen  \& 
grale,  wenn  die  entsprechenden  Werthe  fflr  r,  q  und  f  e**a 
werden. 

}.  61. 

Sarnmtliche  bisher  behandelte  irrationale  Integrale  lassen  ss 
auf  eine  andere  Art  aus  den  in  §.  21.  angegebenen  Gleiebuwr 
dadurch  ableiten,  dass  man  für  n  gebrochene  Zahlen  setzt  r 
diesem  Falle  entstehen  unendliche  Reihen.  Diese  haben 
den  Missstand,  dass  sie  häufig  sehr  langsam  convergiren.  ^ 
nachdem  die  Grossen  p,  q  und  r  beschaffen  sind,  werde*  * 
otwas  rascher  convergiren,  namentlich  wenn  r  eine  grössere 
bedeutet.  In  diesem  Falle  werden  sie  gute  Dienste  leisten,  fr* 
Integrations-Methoden,  die  bisherige,  welche  auf  geschieh 
Ausdrucke  führt,  und  die  eben  erwähnte,  schliessen  sich  je^ 
nicht  aus,  sondern  ergänzen  sich  gegenseitig.  Die  letztere  kr 
tet  ausserdem  noch  den  Vortheil,  dass  sie  sich  auf  die  Bw** 
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-t-ar«)"  und  (1 — xi)n  erstreckt,  während  die  erstere  nur  von 
er  zweiten  Binom  form  gilt.  Setzt  man  nun  für  n  eine  gebro- 
lene  Zahl  und  wühlt  den  Werth  n  =  |,  so  ergeben  sich  für  die 

§.21.  angegebenen  Gleichungen  folgende: 

1) 

"  ^-^ra(,g*^ 

 _1  1  5 

8(p+2y)r+i     16(/?+3^r+i  128(p-f4?)'+i 

 7  21   \ 

256(/>  +  5o)Hl      1024 (p  +  fyy+i  ~  "  )* 

 J_    .  L  

8(f>  +  2?)'+* +  16(p  +  3?)'+» 

 5  ■  -  -      7  ^ 

128(p  -I-  4^+1  ^  256(/;  +  5?)'+i~  /' 

3) 

,  5  35  63  \ 

+  16(j»+3?)H-i  +  128(p  +  4^-H  +  ^(^-fö^Ti  +  / 

*  *r=ifl^ö*   |__   3_ 

 5   35  63  v 

16(p  +  39)^,+  l28(^  +  4ry)M»    256(p  +  5V)r+l+"V# 

Für  den  Fall,  als  p  =  q  ist,  tritt  eine  besondere  Gruppe  von 
?eralen  auf  und  man  erhalt  aus  Nr.  I): 

5) 

1  ^^^^^ 

 1  5  7 

16.4''+»      128.5'+i  jSrPn"'' 

so  auch  für  die  Gleichungen  Nr.  2) — 4). 

Die  Bedingungen  der  Convergenz  treten  in  diesen  Gleichtun 
deutlich  hervor.    Bei  kleinen  Werthen  von  r,  p  und  q  wird 
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sie  sehr  gering  sein.   Bestimmt  man  beispielsweise  des  Wert 
J*1  x  VT^lgxBx.  so  ist  nach  §.  51.  Nr.  5): 


von 


^ 1  x  V^l  -  ar« Ig xdx  =  +  ilg  2-  J  =  0, 


213395  3S4  25779600 


und  mau  kann  ihn  zu  beliebiger  Genauigkeit  steigern.  Leitet  n 
ihn  aber  aus  Nr.  5)  ab,  so  erhält  man: 


  111  s 

*  |g*8*  =- J(l -0  -  g^-ißjjg-^^ 

7 

256.36  ••••)— 


und  dieser  Werth  ist,  obgleich  aus  den  zehn  ersten  Glieder:  m 
Reibe  abgeleitet,  abgesehen  von  der  Muhe  der  Rechnung,  n 
auf  drei  Decimalstellen  genau. 


§.  62. 

In  den  Integralen,  welche  in  §.  51. — §.  60.  untersuchten^ 
scheint  Igor  in  der  ersten  Potenz.   Soll  die  Integration  auch 
die  Fälle  ausgedehnt  werden,  worin  Ig-a:  in  einer  hohem  P 
erscheint,  so  kommen  die  in  §.  48.  aufgestellten  Gleichungen 
Anwendung,  welche,  wie  schon  §.  49.  bemerkt  wurde,  tocb  i 
Integralen  mit  irrationalen  Ausdrücken  gelten.    In  diesem  F 
bildet  die  Gleichung  Nr.  1)  §.  46.  die  Grundlage,  der  wir  fsfen* 
allgemeine  Form  geben,  indem  rm-fp  statt  m  gesetzt  wird 

1) 


<» 


»  1  1~r 

—  X*)  r  \gxBx 


p  l  fzL       p *  1x9—  h 

=  - 1     x"»+r-l{\  —  xr)  r  dx  I     x"»+r-1  ~rrf « 


Hierin  ist: 


2) 

°  (rm+f>)  (/»+*)■•  «rJ  r 
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3) 

•ie  in  §.  48.  gegebenen  Gleichungen  nehmen  folgende  Gestalt  an : 

4) 

* '  ^.(i  -^?.g^=-  _fr±ß^i!!j^_  y, 

(rm+p)  (p  +  ^)m»r.  1    r  11 


-      (r-f-p)ro|r.lF'1.l~11     /v«  3F 


(rm-f-p)(/>-t-o)'nlr.l  r 


/I  y-r 
or^+P-1  (1  —  a*)  r  (\gx)*do: 


,E-1  ,^11 


(r+p)-IMr    .1  r  F.aF  J*F 

P±£=T,/  arm  ^Orm)*^ 

(rm+p)(p  +  q)n\r.l  r 

o 

(rl^iM?11.!^11  F«aF  F.S*F 

2±S=r,/  arm  +4(arm)« 

(rm+p)     +      IM  r 

8F.8F  Ö»F_ 
+  J(arm)«  (cirm)»^ 

u.  s.  w. 

So  oft  nun  ein  Integral  für  einen  bestimmten  Werth  von  r  und 
angegeben  werden  soll,  hat  man  den  entsprechenden  Werth  von 

ar  a*F 

'  drin*  (ärm)*,''",  zu  erm^te'n  un{*  ^ie  erhaltenen  Resultate, 
e  sich  aus  den  früheren  Abschnitten  entnehmen  lassen,  einzu- 
hren.   Hierzu  kann  man  zwei  Methoden  benutzen. 

I  heil  XU  33 
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Die  erste  besteht  darin ,  dass  mau  Y  in  Nr.  3)  nach  den  *te 
genden  Potenzen  von  x  in  Reihen  entwickelt,  wiederholt  ki*- 
sichtlich  m  differenziirt  und  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  wie 
grirt.    Hierdurch  erhalt  man  folgende  Integrale: 

5) 

a:r — 1  rm+p     rm  +p-\-r  ~*~  rm+p+'ir 

_/_L_.  !  .  !   ^ 

\rtn-\  q+p     rm+q+p+r     rwi  +  y-f-jj+Ur*"  / 

=  S(rm+p,r)1—  S(rm+q+p,r)1, 

dY      P 1  x^rv-^xt—l) 

=  /  j.r^i  lgard:r  =  -S(rm+p,r)a+5(rm+^4f^ 


a*  r  _  /» 

~0rm)*-J 


1  ^^^^^ 


d*Y 


7  p\xrm\V-\(xq-\) 


(orm 

"  o 

=  (— )«.  1*  I  l[S(rm  +  /i,r)»+l  —  S(rm  +  flf  +  p,r)M-i). 

Hieraus  erhält  man  durch  Einführung  dieser  VVertbe  io  Nr  i 
folgende  entwickelte  Darstellung: 

6) 

9-r 


0 


r(1  9- 


(rm+;?)(/>+9)n«IO  ' 


'1 


/l  9~r 


0 


II 


_     (r+y)«lMr    .1  r         I  (S(rm+/>,r)*  -  S(rm  -f  tf-f^r)»)*! 
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/,  q-r 

o 

ü , i  ?zr,i 

(rm+p)(;;+0"»lr.l  »■ 

S(rm  -f  p,r)1  —  <$(r//i  +  g + p,?*)1)» 

-f  3(S(rwi  +p,r)  ■  ~S(r/»+7+^,r)»)(S(rm+^,r)»  -  Ä(rm+ f/+p,r)2) 

+  2(Ä(r//i+/>,r)>  -  S(rm +y+f>,r)8)], 

U.     8.  W. 

Bei  der  Anwendung  anf  einzelne  Fälle  hat  man  für  jedes 
stimmte  r  wie  früher  p  =  1,2,3. ...r  zu  setzen.  Dadurch  erge- 
n  sich  alle  einem  r  zugehörigen  Integral  formen.  Hierbei  wird 
in  dadurch  gefördert,  dass  die  aus  deu  Fakultäten  bestehenden 
»rzahlen  schon  früher  bestimmt  sind,  und  man  ihre  Werthe  nur 
zufuhren  bat. 

Die  Richtigkeit  dieser  Darstellungen  zeigt  sich  übrigens  leicht 
d  insbesondere  auch  dadurch,  dass  mau  sie  zur  Bestimmung 
lon  bekannter  Integrale  benutzt.  Setzt  man  zu  dem  Ende  in 
r  ersten  Form  von  Kr.  6)  7  =  3,  r=2  und  jj=1,  2,  so  ist: 

i    ]m  |  in 

x*m%f  i_*»igara*  =  -  55qrr»[Ä(2w+1«2),--Ä(2l,,+4'2)1Ji 

1  x*mVyf\^*\e)xdx=  -T^rJS(2m  +  2,2)*-  S&m  +5,2)*]. 

Diese  Gleichungen  haben  den  nämlichen  Werth,  wie  die  in 
3)  und  4)  §.  51)  aufgestellten.   Bemerkt  man  nämlich,  dass 

.  1     .     1         1         »  1 

!m+ 1 ,2)>-S(2m  |4,2)»  =5 ^  +  ^ - ^+2^+3*2^+4  +" 

=siT5-,82+1--*+*-*+--"+s5rn 

wenn  die  Reihen  vervollständigt  und  die  ergänzenden  Glieder 
;ezogen  werden,  so  erhält  man  sofort  durch  Einführung 
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7) 


0 


• .  •  •  • 


2 . *»-M  i 

8) 

3a: 

o 

=  -  1^  12^  +  3-^+ !-  +  äS+IJ' 

diese  sind  die  Gleichungen,  wie  sie  in  §.51.  gegeben  wurde*. 

Soll  die  zweite  Form  in  Nr.  6)  benutzt  werden,  so  erhält  n* 
wenn  r  =  2,  fl  =  3,  p  =  l.  2  gesetzt  wird,  ausser  den  eben  «■ 
gegebenen  Reiben,  wenn  eben  so  verfahren  und  die  fehlend« 
Glieder  in  den  Reiben  ergänzt  werden: 

S(2m  +  l,2)*-S(2m  +  4,2)* 

_       1   I      _      1  1  

-  (2m  +  2)*  +  (2m  + 1)«     (2m  +2)«  +  (2m  +  3)« 

=^W+s'(U)2"(l~^+^"'••'•"■ 1 

S(2m  +  2,2)*-S(2m+5,2)* 

=  (2m  +  3)»  +  (2m  +  2)*~(2m  +  3)»+  (2m  +  4)* 

1  III  1 

Da  S'(l,l)»  =  j2  80  ergeben  sich  aus  der  zweiten  Fort 
von  Nr.  6)  folgende  zwei  Integral  formen: 

^VT^og*)^* 

0 

=  O^LG^  +  ,g2-(1_4+1"  "~&7 

i     ,      ;I    i  .  i   L)l 
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10) 

i^TT*[(«(2w+2,2)i--Ä(2m+5,2)1)«+  5(2m+2,2)«-S(2m+ 5,2)*] 

 1   7C2      .        \         1  1   I 

+  (2i»  +  3)*~  12+1~22  +  3«— — -  +  (^,»-1-  i)»J» 


U.    8.  W. 


Diese  Methode  fuhrt  immer  zum  Ziele.  Sie  ist  jedoch  bei 
estimmung  der  einzelnen  Fälle,  wie  man  sieht,  mit  mancherlei 
Weitläufigkeiten  verbunden.  Darum  theilen  wir  noch  folgende  ein- 
chere  Methode  mit. 


§.  63. 

Die  zweite  Methode  besteht  darin,  dass  man  den  Ausdruck 
r.  3)  §.  62.  auf  die  einfachste  Form  durch  Zerlegung  zurück- 
gingt, und  nach  den  fallenden  Potenzen  von  x,  wenn  diess  zu- 
ssig  ist,  ordnet.  Hierbei  wird  man  auf  Formen  geführt,  die 
:bon  im  Früheren  angegeben  sind  oder  leicht  auf  sie  zurück- 
ibracht  werden  können.   Solleo  hiernach  die  Integrale 


C 1  x*»  V l-x*(\gx)*dx,    r 1  x**+*  V l-x*(\g x)*dx 


U.  8.  W. 


stimmt  werden,  so  ist  aus  Nr.  3)  §.  62.,  wenn  o  =  3,  r  =  2. 
=  1,  2  gesetzt  wird: 

i) 

o  0  0 

1  x*m~l~P~1dx 


1  P 1  ar2w»+p- 1 


Wird  wiederholt  nach  m  differenzirt,  so  ergibt  sieb 

8F  1  ^ig*»+i»-Hg3:9g 

82m  ~     (2m+p+l)2  V  I  +a? 

0 
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3*F   _         2  /»»  **»+F-»(lg:r)«ar 

(32m)»  -  (2m+/>  +  J)»  V  1  +  x 

o 


U.  8.  W*. 

Setzt  man  nun  2  und  werden  die  Wertbe  der  hieraus 

sich  ergebenden  Integrale  aus  §.  33.  Nr.  2)  und  3)  bestimmt. 
erhält  man  mit  Rücksicht  auf  §.  2.  Nr.  9)  und  10)  für  p  =  lt 

2) 

y  =  E^  +  l«a-<1--»+*-----fi>' 

3K  I  i    I     1  1 

335  —     (2ro  +  2)»  ~~*  Ä         + 1  "  22  +  3*  ~     ~  (2m)*' 

(325)«  =  (25+2  j*+  25/(1 ~"  2(1  ~  2»  +  3ä  ~4*  +  "(Ä+P 
für  p  =  2: 

3) 

325  =  ~~  (25+3?  +  ,S/(,',)2~  <!  ~  55  +  31  -  •  •  •  •  +  (STfi^- 

(32m?=     (25W"2Ä'(,,1)3+2(1""^+  3i""--+  (5*1? 

Werden  diese  Werthe  in  die  zweite  und  dritte  Form 
Nr.  4)  eingeführt,  so  erhält  man  folgende  Integralformen : 


4) 

1  **»  VT^flgxpa* 


+  _L_  +  «?_(1_±+I  LI 


/ 


5) 


2»»  1 2 


[(ra-w+1-*+*-----+s=rn)i 

+  (2m  +  3)*~~12+I~~*2*  +  3»~  +(25+T)iJ 
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6) 

J  * x**»  VT^2(lg*)*&r 
o 


[(sni+|82-(,-*+*---"--a): 


7) 

/  1   11  1  \ 

^^(2/11  +  3)2     12  +  f""2«  +  S«~-  +  (2mH  1)V 

+  2  ((2m +  3)*     5' (,»1>i+ 1  ~  £s  +  gi  -     +  (2mH-  J>3  J' 
;raus  leiten  sich  folgende  Integrale  ab: 

8) 

/'*  VT-i*(lg*)«&r  =  i[(J-ls2)»+§-  **], 
f\*  Vi-^(lg*)»8*  -  *  [(lgi.-i)»  +  g- ji]. 


»  1 


/"«-VI-««  <i5»'a*  =  |  «1,9  - . )« +  ß  -  gl , 
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„„       5.»  r„  „     59„.    »*  3817, 
y    x«  V l-x*(lg*)*3*  =  258 [dg2- -fö> *+  ß-  SÖ)1 


n.   8.  w. 
9) 


Vi-*»(ig*)»ar 

=  -f  Ki+lg2)»+3(i+lg2)(g  +  J)  +  2(J  +  *(1,1)»)J. 
=  -  »[(|g2-l)»+  3(lg2-i)(g  -  j|)  +  Kff<l,l)«-Si* 

y 1  x»  VT^x*(igx)»ax 

--i[jfrw);«K8-wX8-S) 

«•CS-"*)! 

0 

s  %     17\  I54l 
=  -^[(lg2-^)»+3(lg2-^-g)+2(S'(l,l)»-j^] 


U.     8.  W. 


Obgleich  diese  Darstellungen  ziemlich  ausgedehnt 
s«>  wird  doch  ihre  Werthbestimmung  dadurch  sehr  erleichtert 
dass  die  Werthe  der  zwei  ersten  Glieder  in  Nr.  9)  schon  in  Kr.  $■ 
angegeben  sind  und  daher  nur  noch  das  dritte  zu  bestimineo 
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§.  M. 

Setzt  man  r  =  4,  9=6  in  Nr.  3)  j.  6?.,  so  erhält  man.  bei  wie- 

erholter  Differentiation  für  Y\ 

>  <  »-»»,'• 

•  •  •  *  '».*■/•■ 

»  »  •         ♦  * 

0 

3) 

s*r__      9      .  p '  t*~to-*ogx)*dx 

(555)8-  (4m+p+^i  "V       "    1+*»  • 

0 

Wird  nuo  in  diesen  drei  Gleichungen  p  r^  1 ,  %  3,  4  gesetzt, 
id  werden  die  bezüglichen  Werttie  für  Nr.  f)  aus  j.  9.  Nr.  6)  und 
r  Nr.  2)  und  3)  aus  §.39.  Nr.  2)— 4)  eingeführt,  iadera  man  r=l, 
schreibt,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  Ahr.  4)  §.  62.  fol- 

»de  Integral  formen: 

1 

0 

3.1"l*tty2^r/    1        n  \  y 

32.7»l*(Hl1)*LV4m+3  +  4  ~ *  +  i  —  •     - 4™"^!/ 

+  (4m +3)«  +  Ä'(1'2)*-  <!  ~  3«  +  g* ' ' '  -  (4m - l)**  J ' 
+  (4» +4)*+       i(J  ~*  P + 3  • (2^]' 


4.2-+M 


33' 
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■  6) 

y 1         VT^Tx*  (lg*)»  8* 

+  (£JT76)«-s'(1'2),+  1-i+^"  - 

7) 

f 1  **-+»  vr^i«  og  *)*&* 

o 

=  2^^[(47^6-4,82+*(|-*+*-•••  +  äSTl)), 

+  (4^W~  £+i(l-r*+p-""+(SHT?,J 

8) 

y* 1  **«  VT^(ig*)»a* 

+<stf3+4!-(|-*+*  — sin) 

><(s^+^1'2P-<1-p+""-<TsM 
in»         11  1  .1 

+  (4m +3)»+  f6_2(1-3»  +  5»""--~<4*-l),,J 

») 

y* 1  x*"H-1  VI—  •**  (lg*)*3* 

-  -4Ä[(45nr4+*'«2-«1-*+* — &>)' 
+3G^m+''*2-*(1-*+4  •• 

(J  TS2  1  1  \ 

(3STM)*  +  48  +  *(1  ~  2* + •"  {50*7 

+  (4^T4T»+*ml),-*(1-i+^--  •-(S?,l 
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10) 

o 


2         »•  11  l 

Ii) 

f 1  a^+*\TT=*i(\zx)*dx 


2™i2   r/  i  i  v 

+<4^1+8-i,^  +  i(l-i+*-..  +^Vl) 

/     1  .  i/i    i  .  1  1  \ 

^  V(4m  +  6)»  ~~  48  +  *(1~"5»  +  P~"  "  +  (2m+l)«y 

+  (5ShF15»~*ä'(,'i>,+*<,~P  +  1P--"  +(2m+l)*)]- 
Hieraus  leiten  sich  folgende  Integrale  ab: 

19) 

*Vl=^(lgar)»a*=7[(i  +  4|g2)»+^  +  g). 

*»vraog*)«a*= g[(i-iig2)* + ß-gi, 
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1  «HnKP<ig*>**= i^Sy^-  sy+JS-*"-«*] 


._   i  r/31        v   SU  «*! 

j*  VT^(lg*)«ax  =  jg  ilg2 j  +  36Ö0  ~  tU 


U.  8.  W. 

13) 


f*  VT=TJ*(lgjr)»a: 


TO  W  +  J)Ä  +  3  «  +  J)  (J  +       2)*)  +  2(i  +  g) 


"    32(1!  Ii)» 

fx  «VT=««(ig«)sap  , 

■ 

fl  *»  VT^S*  (Ig ;r)»&r 

o 

=-J  w  -  *  w>« + (b-  S) + i 

f  ^VT=^(ig*)»a* 

-Ät(?-ä)"+<;-ä)<™s>*-s> 

^  *«Vf=**flg*)»a* 

*-g[äi«ä-i)'  +  a«igi-i){ig-öD+iS'(U),-|< 


u.  s.  w. 
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6.  65. 

Auf  gleiche  Weise  verfährt  man,  wenn  r  >  g  ist.  Es  ent- 
gehen dann  irrationale  Ausdrücke  mit  negativen  Exponenten. 
Setzt  man  zu  dem  Ende  In  Nr.  3)  §.62.  r=2,  q=l,  so  wird: 

f  *■ 

»  ■ 

- 

3) 

a»y  ar*»+?-i(ig*),8* 

Wird  p  =  1 ,  2  gesetzt  und  werden  die  Wertbe  für  die  Inte- 
o     l+jö*  »'«,  y  »»«  fr*.  Nr.  9)  und  10)  in 

Sr.  1)  nnd  die  der  Integre  /'  ^'g?8*,  f  **-*'*** 

™*Jo         i^j  "»   1^^5084.33.^.7.10^.2) 

md  Nr.  3)  eingeführt,  so  ergeben  sich  hieraus  mit  Benutzung  der 
ntegralformeD  in  Nr.  4)  §.  62.  folgende  Integrale: 


4) 

1  a**{ltx)*dx 


/»  a?*»f1(lgx)>ag 
2*1*  ]        „»       11>  1 
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6) 

1  /*»      1 . 1       1 ) 

+3(ig8-a-i+i—  •  -&\xi-(l-w+¥----w)l 

+2(5<(l,l)»-(l-^  +  ^-i  +  jsgfc»]. 

7) 

+2(_S'(1, 1)»  +  1-i  +  jäüW^- 
Hieraas  leiten  eich  folgende  Integrale  ab: 

/•^=f.C(£-'«»)*-Sffl 


U.  8.  W. 


/l  ÖI^E — ;[(Ig3).+?!ji2+2S'(i)i)«i> 
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1  vK5=~ [(1_,g  2),+ 3<i-,82>(i-S+2<-  S^>  WH. 

=-f  [(l«2-i)»+3(lg2-^  (ß-l)  +2(S-(U)»-g)], 
"  -i[(g-Ig2)H3(5- Ig2)  (|g-g)  +  2(-S'(IJ)*  +  & 

- 15  W«2-  H*1 + 3<'*2  -  h  (5  ~  Iii)  J>*-  SS»- 

yi  g»(igg)«a* 

u.  s.  w. 

»o  diesen  Integralen  hat  Legendr e  das  erste  in  Nr.  8)  and  9) 
raite*  d.  fonct.  ellipt.  II.  p.  393.)  angegeben. 

Dieselben  Resultate  kann  man  auch  nach  der  in  j.  62.  ange- 
len  Metbode  finden.    Setzt  man  in  der  zireiten  Form  von 
6)  §.62.  r=2,  7=1,  p=l,  so  erhält  man: 

10) 

+  S(2m  + 1 , 2)«—  S(2m  +  2, 2)«]. 

merkt  man,  dass 

bn+l,2)>-S(2m+2>2)»=^-^  +  ^-^F3+.. 
=  lg2-(l-i  +  i-i+....-^). 
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$(2m  +  l,2)«-,S(2m+2,2)« 

 *  1  ...  1  .  1  , 

—  (2ro+l)*    (2m+2)*'*"(2B,4J)*— (2m+4)t+  •- 

ist»  so  entsteht  durch  Einführung  dieser  Werthe  in  Nr.  10)4 
in  Nr.  4)  gefundene  Darstellung.  Auf  die  gleiche  Weise  kr 
man  auch  die  Darstellung  Nr.  ff)  u.  s.  w.  finden. 

Bei  Benutzung  der  Darstellungen  in  fy.  6)  §.  62.  erki 
man  durch  den  Ausdruck  Y  dfe  Glieder  der  harmonisch- 
Reihe  nach  bestimmtem  Gesetze  geordnet.  Da  sie  sehr  las 
sam  convergiren,  so  ist  dieser  Ausdruck  nicht  gut  benutzt 
Man  kann  deswegen  die  beiden  in  §.  62.  und  §.  63.  angebetet 
Methoden  in  so  weit  mlteinandei  verbinden,  dass  man  den 
von  Y  nach  der  zweiten  Metbode  bestimmt,  wozu  der  erste  A 
schnitt  die  Mittel  bietet,  und  die  übrigen  Glieder  der  Form« 
Nr.  6)  §.  62.  durch  Reiben  darstellen ,  zu  deren  Werthhestimn? 
im  zweiten  Abschnitte  ausführlich  die  Wege  angegeben  wurs- 
Auf  diese  Art  wird  man  oft  eben  so  rasch  als  bequem  zun  h 

g..aage».    So.,  tiemach  da»  ,„tegr..  / '  i 

stimmt  werden,  so  hat  man  r=3,  o;  =  ]  zu  setzen  und  nut 
hält  aus  der  zweiten  Form  von  §.62.  Nr.  6): 

/i  «•»+P-i(|g*)«fe       (3  +  »)- 1 »  1^ 1  *.  1-f  1 1 
 jTj—  ~3S  ■■   -.     ,   ^  f. 

(3lll+rt(l+p)-^M~,l 
X  [(S(3to  +  p,  3)*-  8(fr*+p  -fl,3>>)» 

+  S(3m  +  />,3)*—  5(3m+j>  +  1.3 

Hierin  ist: 

Fs=  S&m+p,  3)»  -  £C3ni+pHH.  3)» 


ar-f-ar1" 


Wird  nun  ji^l,  2,  3.  gesetzt  und  werden  die  Werthe  der  I 
durch  entstehenden  Integrale 
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i8  }.  16.  Nr.  4)  in  obige  Gleichung  eingeführt,  so  erhält  man  fol- 
?nde  drei  Integral  formen : 


(1— 


9.2-1  •<!-* fljl L(,3V3  +*+»+-•  3^  -  d+i+*  •  -3S=2>) 

+  Ä(3m+1,  3)*-S(3m+2,  3)»], 


12) 

(l-a:»)l 

o  * 

UWTi^3W'83-^  +  KI+Hl+...-)-(HH..-3S==1))» 

+  S(3m+2,  3)«  -  4Ä(m+l,  1)«], 
13) 

1  a1-+»(lgg)»az 
3""S  r  »  1 

üfiT.  [(- *  Ig3  -  +i+| + _4(i+H4+...+i)), 

+  }S(m  +  1,1)»-  *(3m  +  4,  3)*). 
Hieraus  leiten  «ich  folgende  Integrale  für  m=0, 1,2,....  ,b: 

14) 

(jffx)*dx        4»»    rw«  t 

(l-*»)t    ;=9(r:TlT)»L27  +  5(I'3),-,S(2'3),J' 
g('g*)*3a:      2«        „      «  _i 
H^jT  =3v3W,83-gv3),+  *(2.3)*-^], 

«'(IgaWa:         ,         *  ni 
"Tn^ljr=(-ilg3-g^3)«  +  5j-S(l,  3)  +  1, 

li=^  =  9(Frnr»L(3v3-V  +5<,'3)I-s(2,3)»-£], 

(T=^i)T=y^  W83-6V3-        «W-^  -£] , 
iF^jT  «I K-*  '«3-g^  +  {-!)*+£-  5(1,3)«+  £j, 


U.  8.  W. 

h«il  XL. 


34 
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Es  zeigt  sich  hieraus ,  dass  die  Verbindung  heider  Methode«  m 
der  ausschliesslichen  Befolgung  der  eiuen  oder  der  andern  Vor 
theil  bietet. 

§.  66. 

Setzt  man  r  =  4,  9  =  2  in  Nr.  3)  $.62.,  so  eotsteht. 

1) 

2) 
3) 

3»F   _  /»*  ^fP-»(lgar)aaj: 
(84m)4  ~V  1  + 

Wird  jp£=l,2,  3,  4  gesetzt  und  werden  die  entsprechend 
Werthe  aus  §.  9.  Nr.  6)  in  Nr.  1)  und  die  aus  §.  39.  Nr.  2)— 5} 
Nr.  2)  und  3)  eingeführt  und  dann  nach  {.  62.  Nr.  4)  verfahren,  » 
erhält  man  folgende  Integral  formen: 

_4) 

y->  a**([g.T)*dx_  l»i«.»V2»  r/n  1  ' 

Vtr?  -4>ivhi')«LU"(  *+*-•••• 

+  5(1,2)«-       +  i  - ....  -  jjjr^} 

8) 

/"  5^±!<!E^_t^rttha    w|_,  +4_    _  1)). 

Vi— —  4-2"*  i»l(*g    *(    • +*••••  2i»'' 

+  48—*(      2»  +  3«— •*""(&»)* 
6)_ 

/'  x*-+*(\gx)*Bx  _  3»i«.*.V2ü   f  » 
VT- ~  16. 1-+'  i  «(II  I »)« l<-  4  + 1  -*+«— 


-S'(l,2)»+I-p  +  p— ..4(1STi 

.,  £-vS-=o^TrJ(-*'sn*(i-*^...^ 
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♦ 

8) 

vr-x*     4.3»  i  «(i-ffi)»LU-(l_m~-  --i5=iy 

^(2-(l-l+J-....-J-I))(5'(|>2)MI-^-...-^7?)) 

9) 

VT=^    =  ~  0-7» t«l«2— 4(1— i  +  i ....  - 
+3(ilg2-i(l-|+4....-2l))(g_.(,_2Is4_...._^ 

+iS'(i,i)»-ia-^-....-(-^,)]. 

10) 

"  **"H-»(lg^»aj  3-i«.*Vr2*_      ]t  1 

Vi—*«    ~    ie.fa+n^eiHi^U-j+M+J—  -+4rö+i)s 

*(-^,^+»~+OT)(-*1-^,-W--+(sii?> 

„.  »»       1    1  1 

+  Z  (~  32  + 1  ~  3»  +  6»  ~  •  "  +  (Sü+l)^1, 
") 

~VÖ^~  =  ~  2TFFm  K-  i  'g2+ 4(1  -i+ *— 
^2+4(l-Hi-...+^)(-^«l4+^...+(^Tr,)) 

Hieraus  leiten  sich  folgende  Integrale  ab: 

12) 

/'  <lg*)«fo     _  nV2x  fn*  -i 
.    vr^  _4(i^n)"«Lr6+5(|'2>*j' 

/*•  *(lg*)»ar  _  * 

.  ^fe~=i»7iTn?[(I-4>*+1-*'(,'2),]> 
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i  ggf  ..Kiiw+i-a. 

/'  x«(lga;)'8j_3«V2^  rA3    ?Y+— -«-(1  2)*1 
-7f^T~»«('rri)iLV15-4;  +225        '  J 

/  ff0=B[a-'«2)*+»-F3- 


U.  8.  W. 

13) 


VT^?    --4(1-H»)«L64+        4  "M6J 
=-3^[(lg2)»  +  ^-2  +  2S'(l,l)>l. 

1  -j^=-^.t(i-j)W-^)(i-s(U) 


'  ^J=j=r= -  ^[(1-Ig2)»+3(I-Ig2)(l-  g+ssa-suw 

'  **(lg*)*3*         «V2«    r/w    2\»  ,/*    2\     .  «1 

-^4^=-ßäHTijiU4--3;  +3u-3/y(l^ 


'  ^fg^=  -^[(lg2-i)H3(lg2-i)(S-?)+2(S'(U)4 

1  x*Qgx)*dx_  r/13  «y 

y^ni^i  80(1H»)»L\15  4^ 

■  *«=-i[a-"')'+,(i-'")c»-3 


I.   8.  W. 
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Man  kann  die  Darstellung  der  hierher  gehörigen  Integrale  leicht 
weiter  fortführen.  Dies  macht  um  so  weniger  Mühe,  da  die  Vor* 
Bedingungen  hierzu  im  Vorhergehenden  vollständig  gegeben  sind. 

(FortsctTsnng  and  Schluss  folgen  im  nächsten  Thdle.) 


Miscellen 


Von  den  Herausgeber. 

Wichtige  historische  MütheUan«. 

Herr  Dr.  Lindman  in  Strengnäs  in  Schweden  hat  mir 
or  Kurzem  die  folgende  sehr  interessante  Mittheilung  gemacht: 

„Cel1".  Hill  abhinc  duobus  annis  in  conspectu  act.  Acade- 
tiae  in  memoriam  redegit  dissertationem  academicam,  quam 
u  S.  Bring,  Historiarum  quondam  Professor  Lundensis,  anno 
786  edidit  inscriptam:  „Meie teraata  de  transformatione 
equationom  algebraicarum."  Ex  iis,  quae  addidit  Gel**. 
I i 1 1 ,  elucet,  Professorem  Bring  aequationem  V1*  gradus  in  formaro 

y>+Gy  +  H=0 

»degisse,  etiamsi  non  demonstravit,  ulteriorem  reductionem  fieri 
on  posse." 

Dies  ist  also  ganz  die  Jer rar d' sehe  Transformation  *),  und 
iese  wichtige  Erfindung  daher  schon  im  vorigen  Jahrhunderte  in 
chweden  gemacht,  indem  an  der  Richtigkeit  der  Mittheilung 
Bs  Herrn  Professor  Hill,  dem  die  Theorie  der  Gleichungen  selbst 
j  Vieles  verdankt,  nicht  gezweifelt  werden  kann.  Weitere  Mit- 
teilungen über  diesen  historisch  wichtigen  Gegenstand  sind  jeden- 
ills  sehr  zu  wünschen.  Nach  meiner  Meinung  kann  es  in  histo- 
scher  Rücksicht  zunächst  nicht  darauf  ankommeo,  wie  weit 
ring  seine  Erfindung  ausgebildet  bat;  unter  allen  Umständen 
jbübrt  ihm  die  Priorität  des  Grundgedankens,  und  es  wird  da- 
»r  nur  Gerechtigkeit  geübt,  wenn  man  die  Reduction  der  Glei- 
mngen  des  fünften  Grades  auf  die  obige  Form  von  jetzt  an: 


•)  M.      den  Aufsatz  Nr.  XIV.  in  diesem  Bande  S.  830. 
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Vi  sc  eilen. 


„Die  Bring'sche  Transformation  der  Gleichungen  de* 

fünften  Grades" 

nennt,  wie  ich  von  jetzt  an  in  diesem  Archiv  thnn  werde. 

Dass  Jerrard  den  Gegenstand  wohl  verallgemeinert  bü 
wird  naturlich  stets  und  zu  allen  Zeiten  gleichfalls  besonder* 
anzuerkennen  und  hervorzuheben  und  in  den  Annalen  der  Wis 
senschaft  zu  verzeichnen  sein ;  belegt  man  aber  einen  milk 
raatischen  Satz  oder  eine  mathematische  Methode  mit  den 
Namen  eines  Erfinders,  so  soll  dies  nach  meiner  Mete 
immer  der  erste  sein,  der,  welcher  den  Grundgedanken  n 
er  st  hatte;  denn  mathematische  Sätze  sind  bekanntlich  in  röte 
Fällen  wiederholt  erfunden  und  dann  weiter  ausgebildet  word« 
wie  dies  auch  jetzt  noch  oft  genug  vorkommt 

Herrn  Dr.  Lind  man  sage  ich  schliesslich  noch  meinen  w 
besonderen  verbindlichsten  Dank  für  die  obige  interessante  M 
theilung,  und  denke  bald  auf  diesen  wichtigen  Gegenstand  a 
nickzu  kommen,  um  Er  Und  Samuel  Bring 's  Verdienst  in  nd- 
tiges  und  vollständiges  Licht  zu  stellen.  Grunert. 


Inn  Herrn  G.  Haus  mann,  AMUtenten  der  Gevcrixchul«  in  Erlair- 

Lehrsatz. 

Verzeichnet  man  über  der 'Sehne  AB  (Taf.  III. FV* 
und  Fig.  7.)  als  Grundlinie  ein  Dreieck,  welches  et^ 
Spitze  D  in  einem  beliebigen  Punkte  der  P eripn<:  • 
bat,  bezeichnet  ferner  den  Durchscbni ttspuokt  ir 
Hoben  des  Dreiecks  mit  O,  zieht  vom  Centruin  C*»' 
die  Gerade  CG  senkrecht  zu  AB  und  macht  emfofl 
GM—GC,  so  lässt  sich  behaupten,  dass: 

1)  DOzziCM,  2)  MO- Radius  CD  ist*). 

Beweis. 

Man  ziehe  als  Hilfslinien  den  Durchmesser  A  V  und  die  w 
raden  BVt  DV  und  B2L9  so  verhält  «ich; 

BV:GC=AV:AC 

=  2:1,  1 

woraus  BV=VGC=CM. 

Es  sind  ferner  die  Peripheriewinkel  auf  Bogen  DB  ein*? 
gleich,  nämlich: 

•)  M.  s.  Archiv.  Thl.  XXXIX.  S.  352. 
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j£DXB  =  ^DAB=u,  folglich  Z.ADE  =  m«-a,  ^EOB  —  n; 
tlaher  ist  A  OBX  gleichschenklig,  d.h.: 

XB=OB. 

Weil  aber  XD  \\  VB,  so  ist  Bogen  XB  =  Bogen  FD  und 

Sehne  XB^z  Sehne  FD,  somit  auch  OB-  VD: 

laher  Viereck  DVBO  ein  Parallelogramm  und 

))  DO^BVz=zCM. 

Vcil  nun  Z)0  =  und  ||  CM,  so  ist  auch  CDOM  ein  Parallelo- 
ramm  und  endlich: 

2)  MO  =  CZ). 


Ueber  Leonhard  Euler. 

Iis  der  Corroipondance  m  a  tli  6  m  a  t  i  qu  e  et  phyaiqur  de  q  n  <•  I  - 
>es  eclebres  Gif«mÄtrei  du  XVFH*««*  siecle  par  I*.  H.  FnM. 

mitgetheilt  vom  Herausgeber. 

„II  parait  qu'avant  l'arriröe  de  mon  pere,  qui  eut  lieu  en  mai 
73,  Euler  s'e*tait  Uisse  aider  tan4<H  par  Tun,  tautet  par  l'autre 
<s  nombreux  Cleves  qu'il  Comptait  parmi  ses  collegues.  Dans 
i  grand  in-folio  que  je  conserve  soigneusement  et  qui  renferme 
i  premiere«  e*bauches  des  memoires  d' Euler,  anteVieurs  ä 
poque  mentionne'e,  je  crois  recouoaitre  surtout  la  main  de 
-äfft,  ainsi  que  celles  de  J.  A.  Euler  et  de  Lexell;  mais  je 
aper^ois  aussi  que  souvent  ils  se  sont  contentes  d'<$baucher 
iplement  les  mömoires,  sans  se  donner  ensuite  la  peine  de  les 
liger  finalement,  ce  qui  fait  que  ce  volume,  ainsi  que  trois 
'res  qui  le  suivent,  et  que  je  possede  ägalement,  sont  Berits 
la  main  de  mon  pere.  Eulet  avait  dans  son  cabinet  une  grande 
le  qui  occupait  tout  le  milieu  de  la  piece  et  dont  le  dessus 
it  recouvert  d'ardoise.  C'est  sur  cette  table  qu'il  ecrivait,  ou 
tdt  indiquait  ses  calculs  en  gros  caraetäres,  traces  avec  de  la 
ie  *).    Chaque  raatin,  son  eleve  se  presentait  chez  lui  pour  lui 


*)  Quand  il  voulait  prendre  de  I'exercice.  ce  qni  arrivait  ä  de«  lieti- 
re>ulierea  du  jour,  il  avait  l'habitude  de  sc  proroener  antour  de 
e   table,   en   glissaat  la  raatn  le  loag  det  bords,  pour  ae  gnider. 
bords,    par  'e  fr^quent  iisuge,  «Haicnt  liasc«  et  luiftant«  comme  du 
poli- 
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faire  lecture  soit  de  sa  vaste  correspondance  (dont  U  conduitt  l« 
ttait  entierement  confiee),  soit  de«  feuilles  poHtiques,  soit  entir. 
de  quelque  nouvel  oovrage  digne  d  attention ;  oo  s'eotrete&ait  de 
diverses  matieres  de  la  science,  et  le  maitre,   ä  cette  occasion. 
se  pretait  avec  coraplaisance  ä  lever  les  doutes  et  ä  resoudre  le» 
difficultes  que  F^leve  avait  rencontrees  dans  ses  etudes.  Quasd 
la  table  etait  couverte  de  calculs,  ce  qui  arrivait  souvent,  le  maitre 
coofiait  au  disciple  ses  coneeptions  toutes  fraiebes  et  reeeotea, 
loi  exposait  la  manche  de  ses  idees  et  le  plan  geoeral  de  Urt- 
daction,  en  loi  abaodonnant  le  soio  da  developpemeot  des  calculs 
du  choix  des  exemple*  et  de  l'execution  des  de'tails;  et  ordiiai- 
rement  celui  -  ci  lui  apportait  des  le  lendemain  le  croquis  da 
memoire  inscrit  dans  le  grand  Ii  vre  dont  nous  avons  parle  ci- 
dessus  (Adversaria  m athematica).    Ce  croquis  approor^,  b 
piece  ötait  rddigle  au  net  et  presente*e  immediatement  a  l'Acad«- 
mie.    La  force  de  )a  memoire  que  le  vieillard  avait  conservee,  et 
que  peut-Atre  la  privation  de  la  vue  avait  encore  aiguisee,  l'ai- 
dait  admirablement  dans  cea  sortes  d'entretieos ,  ainsi  qoe  dau 
la  lecture  des  ouvrages  de  soo  celebre  emule,  Lagrange*),  et 
bien  des  fois,  pour  faire  de  tete  les  calculs  les  plus  compfiqw*, 
il  lui  fallait  moins  de  temps  qu'a  un  autre  la  tonebe  a  la  mai; 
et  encore  se  trompait-il  qoe  fort  rarement. " 

(M.  vergl.  über  Euler  Tbl.  XIX.  S.  239.) 


*)  Euler  ne  vit  du  reale  pa«  le«  grand«  oovrage«  de  cet  Ulourt 
geometre.  La  Mlcanique  analytique,  le«  Lecon«  «or  le  calcul  des  fo*- 
Hon«  et  le  Traite"  de  la  rtsolntion  de«  Iqoatioo«  nninerique«,  panru: 
apres  «a  mor(. 


Berichtigung.  In  der  Haoptgleichong  Nr.  4)  $.  46.  S.  356. ,  wterö» 
Zeile,  mos«  e«  hei««en: 

1    r      «taU  1  * 
Auf  S.  445.  Z.  2  v.  o.  i«t  statt  (Ct  d)*  und  (fl,  6)*  au  setzen  (C»0 
und  (fl,      —  Auf  derselb.  Seite  Z.  3.  v.  u.  statt  co«  *A  an  «etz»  c«f i* 
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Literarischer  Bericht 

CLVII. 


Antonio  Bordoni 


Bai  dem  grossen  Aufschwünge,  welchen  gegenwärtig  die  ma- 
niatischen  Wissenschaften  in  Italien  genommen  haben  und 
ier  mehr  nehmen,  scheint  es  geboten  zu  sein,  in  etwas  grös- 
9T  Ausführlichkeit*)  an  einen  Mann  zu  erinnern,  der  zwar  seit 
i  Jahren  nicht  mehr  unter  den  Lebenden  weilt,  dessen  lang- 
iges höchst  verdienstliches  Wirken  aber  gewiss  wesentlich 
u  beigetragen  hat»  eine  Grundlage  zu  schaffen  für  den  so 
Snen  Auf-  und  Ausbau  unserer  Wissenschaft,  wie  er  in  erfreu- 
ster  Weise  uns  jetzt  in  Italien  vor  die  Augen  tritt.  Ich  meine 
tonio  Bordoni,  der  in  seinem  Vaterlande  allgemein,  und  auch 
Auslände  bei  den  eigentlichen  Kennern  des  Fachs  hochbe- 
nt und  hochgeachtet,  aber  namentlich  in  Deutschland  doch  noch 
i  so  allgemein  bekannt  ist,  wie  er  jedenfalls  zu  sein  verdient, 
urch  ich  zu  den  folgenden  Mittheilungen  veranlasst  worden 
Wenn  ich  auch  über  die  äusseren  Lebensumstände  des  be- 
llten Mannes  nur  die,  übrigens  recht  verdienstlichen,  Notizen 
folgenden  zu  geben  im  Stande  bin,  welche  in  dem  Alma- 
h  der  k.  Akademie  .der  Wissenschaften  in  Wien, 
inter  Jahrgang  1860.  S.  163.  sich  finden;  so  bin  ich  auf 
anderen  Seite  in  die  glückliebe  Lage  versetzt  worden,  den 
»rn  des  Archivs  ein  ganz  vollständiges  Verzeicbniss  aller 
iften  Bordoni's,  welches  vor  Kurzem  von  dem  berühmten 
ocesco  ßrioschi,  Prof.  Ord.  di  Analisi  superiore 
er  Facolta  di  scienze  fisiche,  materaatiche  e  natu- 


)  Eine  vorläufige  ganz  kurz©  Notiz  von  Bordoni's  Tode  •.  m.  im 


rar.  Ber.  Nr.  CXXXVII.  S.  1. 
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rali  in  Pavia*)  in  sehr  verdienstlicher  Weise  rosamraengestö 
worden  ist**),  weiter  unten  vorlegen  zu  können. 

Antonio  Bordoni  ist  geboren  io  Pavia  am  20.  Joli  IT* 
und  begann  seine  Laufbahn  im  Staatsdienste  im  August 
also  schon  nach  vollendetem  iSten  Lebensjahre  —  als  Proftttt 
der  Mathematik  an  der  Militärschule  in   Pavia.    Nach  der  c 
Jahre  1816  erfolgten  Auflösung  dieser  Lehranstalt  übernah  a  • 
die  Supplirung  der  Lehrkanzel  der  höheren  Mathematik,  derGe* 
däsie  und  Hydrometrie  an  der  dortigen  Universität  nnd  wurden 
1.  November  1817  zum  ordentlichen  Professor  der  reinen 
matik  an  derselben  Hochschule  ernannt    In  dieser  Stellang  wirb 
er  24  Jahre  lang  auf  buchst  erspriessliche  Weise  und  snppfe 
zugleich  während  dieser  langen  Keine  von  Jahren  die  Lebrb» 
der  höheren  Mathematik,  der  Geodäsie  und  Hydrometrie  mitA* 
Zeichnung  und  ungeteiltem  Beifalle,  und  hatte  sich  bereits  k 
jener  Zeit  theils  durch  seine  Vorträge,  theils  durch  seine  Sck* 


•)  An  welcher,  beiläufig  ge«agt,-«leben  ordentliche  Pnte* 
■  oren  der  Mathematik  angestellt  sind,  nämlich:  GaspareXiH 
nardi,  Prof.  Ord.  dt  Calcolo  differenziale  e  integrale;  Gitvi» 
Codazza,  Prof.  Ord.  di  GeOmetria  descrittiva;  Alberto  GiH*, 
Prof.  Ord.  di  Geometria  superiore;  Francesco  Cattaneo,  Pw£W 
di  Meccanica  rationale ;  Franzesco  Brioschi,  Prof.  Ord.  ü  b& 
■operiore;  Loigi  Contratti,  Prof.  Ord.  di  Geodesia  teoretiea;  F*lri« 
Casorati,  Prof.  Ord.  di  Introdusione  al  Calcolo  sublime;  and  mm 
dem  liest  im  Anno  «eolastico  1861—62  il  Uocente  privato  Dott.  Ber«ir 
dino  Spcluzsi  (soviel  ich  weiss  jetzt  auch  Professor)  eiaes  Cav 
di  Calcolo  differenziale  o  integrale.  Prof.  Ord.  di  Fisicu 
tulc  ist  Giovanni  Caatoni.  —  Eine  eben  so  grosse  As«W^ 
Professoren  der  Mathematik  ist  na  4er  Universität  za  Bolsgs&ur 
stellt,  nämlich:  Sante  Ramenghi,  Prof.  d'Introduzione  sl  Cik.+ 
Domenico  Chclini,  Prof.  di  Meccanica  Razionale;  L oren ts  R'r 
pighi,  Prof.  di  Astrnnomin;  Antonio  Saporetti,  Prof.  di  Csk* 
Sublime;  Luigi  Cremona,  Prof.  di  Geometria  Superiore,  ed  Ucr? 
cato  AvlV  insegnaniento  della  Geometria  Descrittiva;  Matteo  r* t o risi. 
Prof.  di  Geodesia;  Qoirico  Filopnnti,  Prof.  di  Meccanica  Apptia* 
Professoren  der  Physik  sind:  Lorenzo  Della  Casa  und  Gisl'* 
Carini;  endlich  ist  Cav. Fortuna to  Lodi  Prof.  dt  Architettsri.  tM 
bekannte  und  berühmte  Namen.  —  Mögen  diese  Mlttheiloagen  nbrr  r 
grossartige  Ausstattung  des  mathematischen  Faches  an  zwei  bemteT1 
italienischen  Universitäten  dazu  beitragen,  viele  ganz  falsche  Ajsik*** 
die  sich  bei  uns  in  Deutschland  zuweilen  über  das  italienische  Lehr*«*1 
noch  geltend  zu  machen  suchen,  gebührend  zurückxoweiseo  nnd  a  k** 
richtigen! 

**)  Um,  wie  Brioschi  selbst  sng't,  „smldisfare  ad  un  drsirirtf* 
pressoci  in  varie  occasioni  da  molti  cnltori  delle  teienze  ms  lernst  . 
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11  einen  europäischen  Ruf  erworben,  so  dass  er  unbestritten  zu 
;o  gelehrtesten  und  ausgezeichnetsten  Mathematikern  seiner  Zeit 
'hörte.  Am  29.  Mai  1841  wurde  er  seinem  Wunsche  gemäss 
it  der  Lehrkanzel  der  Geodäsie  und  Hydrometrie,  die  er  so 
nge  und  mit  solcher  Auszeichnung  supplirt  hatte,  als  wirklicher 
ofessor  betraut,  und  durch  Allerhöchste  Erschliessung  vom 
.  August  1844  in  seinem  5Östen  Lebensjahre  zum  provisorischen 
rector  der  mathematischen  Facultät  von  Pavia  ernannt.  Nach 
jähriger  Dienstleistung  im  63sten  Lebensjahre  ward  er  unter 
m  10.  April  1852,  unter  Bestätigung  in  dem  Ebrenanite  eines 
rectors  der  mathematischen  Facultät,  seiner  Obliegenheit  als 
ofessor  der  Geodäsie  und  Hydrometrie  enthoben,  um  sich  ganz 
r  Direction  der  mathematischen  Studien  zu  widmen.  Im  hoch- 
m  Grade  ausgezeichnet  durch  Reinheit  und  Festigkeit  des  Cha- 
rters und,  wie  alle,  die  das  Gluck  hatten,  ihn  zu  kennen,  be- 
ugen, durch  die  grösste  Bescheidenheit,  starb  er  am  26.  März 
50  im  71sten  Lebensjahre.  Er  war  Ritter  des  Ordens  der 
ernen  Krone  und  Commandeur  des  Franz-Joseph* Ordens, 
tglied  vieler  gelehrter  Gesellschaften,  indem  er  sich  nament- 
b  auch  unter  den  40  Akademikern  befand,  welche  bei  Grün- 
ng  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien  am  14.  Mai 
17  vom  Kaiser  Ferdinand  zu  ersten  Mitgliedern  dieser  gelehr- 
i  Korperschaft  ernannt  wurden.  In  der  letzten  Zeit  seines  Le* 
is  ward  ihm  noch  die  glänzende  Auszeichnung  zu  Theil,  dass 
des  Königs  Victor  Emanuel  von  Italien  Majestät  zum 
nator  des  Reichs  ernannte. 

Bevor  ich  diesen  Notizen  das  oben  erwähnte  von  Herrn 
ioschi  zusammengestellte  sehr  verdienstliche  Verzeichniss 
>r  Schriften  Bordoni's  folgen  lasse,  erlaube  ich  mir  Folgen- 
i  zu  bemerken: 

Von  den  vier  grosseren  Werken  Bordoni's: 

i 

1.  Trattato  dei  contorne  delle  ombre  ordinarie. 
1816. 

2.  Trattato  di  Geodesia  elementare.  1822.  1843. 
1859.  mit  mehreren  Nachträgen,  die  man  in  dem  unten 
folgenden  Verzeichnisse  angegeben  findet. 

3.  Lezioni  di  calcolo  sublime.    Tomo  I.  II.  1831. 

4.  Sopra  gli  esami  scolastici.  1837. 

i  mir  die  drei  letzten  genau  bekannt,  wogegen  ich  das  erste 
ler  noch  nicht  kenne. 
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Was  denTrattato  diGeodesia  elementare  betrifft.  * 
müssen  die  Leser  in  diesem  schönen  und  höchst  interessant« 
Bache  ja  nicht  eine  gewöhnliche  praktische  Anleitung  zur  FeU* 
messkunst  suchen,  indem  dessen  Tendenz  eioe  viel  höhere  ft 
Denn  dieses  Buch  enthält  eine  ungemein  reiche  Sammlang  höek* 
interessanter  rein  geometrischer  Sätze,  die  in  der  sogenannte 
neueren  Geometrie  sämmtlicb  einen  sehr  ehrenvollen  PlaU  ein- 
nehmen  wurden  und  ganz  dem  in  derselben  waltenden  Geis* 
entsprechen.  Freilich  können  alle  diese  Sätze  höchst  iricfafe 
und  leichte  Anwendungen  in  der  elementaren  Feldmesskunst  la- 
den mittelst  blosser  Alignements,  wozu  denn  auch  keine  ander« 
Instrumente  als,  ausser  den  gewöhnlichen  Baken  oder  Abcteck- 
stäben, höchstens  noch  die  Kette  und  das  Winkelkreuz  erfinde- 
lieh  sind;  aber  die  Bedeutung  dieser  Sätze  ist  eine  viel  höhere 
und  eine  rein  theoretische.  Daher  zeigt  dieses  interessante  Wen 
auf  die  deutlichste  Weise,  wie  wichtig  die  reine  Wissenschalt  leefc 
für  die  gewöhnlichste  Praxis  ist,  und  wie  schöne  Anwendaaset 
sich  oft  von  an  sieb  ganz  rein  theoretischen  Sätzen  machen  lasse, 
was  man  auf  den  ersten  Anblick  häufig  gar  nicht  ahnen  ssfot 
Die  von  Bordon i  gewählte  Darstellung  ist  auch  durchaus  e* 
rein  geometrische,  nicht  analytische,  wodurch  das  Werk  sieb  »<- 
sentlicb  von  der,  eine  ähnliche  Tendenz  verfolgenden  verdiees& 
chen  Schrift  voo  Servois:  „Solutions  peu  connaes  de  dif- 
färens  problemes  de  Geometrie  pratique,  pour  st^''' 
de  Supplement  aux  Traites  connus  de  cettescienet  A 
Metz.  An  XII.*'  unterscheidet,  worin  mehr  die  analytische  DarstaV 
lung  festgehalten  ist,  und  das  auch  schon  dem  äusseren  Uaif«? 
nach,  namentlich  aber  an  Reichthum  schöner  geometrischer  Sifr 
das  Werk  von  Bordon  i  nicht  im  Entferntesten  erreicht.  Sehrt» 
dienstlich  sind  in  ähnlicher  Richtung  auch  die  „Problem!  pergfi 
Agriraensori  con  varie  soluzioni"  von  dem  berühmten  Mi 
scheroni  (Pavia.  1793),  und  eine  deutsche  Schrift  von  Profes* 
P  ro  s  s  in  S  t  u  t  tgar  t  ;aber  keine  dieser  Schriften  erreicht  an  Cnfsa 
Reichthum,  Neuheit  und  Interesse  der  Sätze  in  rein  geometri 
sc h er  Beziehung  das  treffliche  Werk  von  B  ordoni.  Ich  bew^ 
daher  diese  mir  sehr  erwünschte  Gelegenheit,  auf  dieses  io  jec« 
Beziehung  ausgezeichnete  Werk  aufmerksam  zu  machen,  nameatl  ö 
auch  alle  Lehrer  an  höheren  Unterricbtsan stalten,  welche  & 
Hauptsätze  der  sogenannten  neueren  Geometrie  in  den  Kreis  ftre 
Unterrichts  aufnehmen,  und,  wie  es  namentlich  auch  aof  det  w 
beren  Realschulen  Pflicht  und  bei  uns  in  Preussen  Vorschrift  & 
der  Anwendung  der  reinen  Geometrie  die  gebührende  Berückst 
tigung  zu  Theil  werden  lassen.  In  keinem  Werke  werde** 
mehr  zweckentsprechenden  Stoff  finden  als  io  dem  genannte»,  *■ 
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ero  daher  eine  Verpflanzung  auf  deutschen  Boden  durch  eine 
Übersetzung  sehr  zu  wünschen  wäre.  Die  Werke  von  Masche- 
oni  (man  denke  nur  auch  an  dessen  „Gebrauch  des  Zirkels, 
hersetzt  von  Gruson.  Berlin.  1825.)  und  namentlich  von 
ordoni  zeigen  deutlich,  wie  man  auch  in  der  angedeuteten  Be* 
ehung  —  nämlich  die  schönste  und  reinste  Theorie  so  bald  als 
»glich  zu  fruchtbarer  Anwendung  zu  verwerthen,  —  in  Italien 
?i*m  mathematischen  Unterrichte  vorgeschritten  ist.  Möge  dem 
ferke  von  Bord  oni  biedurch  auch  bei  uns  in  Deutschland  die 
•  sehr  verdiente  Anerkennung  zu  Thcil  werden! 

Die  Lezioni  di  catcolo  sublime.  Milan o.  1831.  (Zwei 
arke  Bände)  sind  zwar  noch  ganz  im  Geiste  der  derivirten  Fune- 
men gearbeitet,  aber  von  diesem  Standpunkte  aus  jedenfalls  ein 
ihres  Muster  grosster  Klarheit,  Präctsion,Consequenz  und  logischer 
rdnung  und  Schärfe,  mit  ausgedehnten  Anwendungen  auf  die  Geo- 
strie,  auf  die  Maxima  und  Minima  u.  s.  w.  Besondere  Beachtung 
rdienen  auch  die  Partieen,  welche  die  Integration  der  Differen- 
Igleichungen  betreffen,  ferner  die  sehr  klare  Darstellung  der  Varia- 
nsrechnung  von  dem  Standpunkte  der  damaligen  Zeit,  die  aus- 
irliche  Bearbeitung  der  Rechnung  mit  endlichen  Differenzen 
d  Summen,  die  Integration  der  Differenzengleichungen  u.  s.  w., 
dass  dieses  Werk  jedenfalls  auch  gegenwärtig  noch  die  sorg« 
tigste  Beachtung  verdient. 

Die  Schrift:  Sopra  gli  esami  scolastici,  in  Deutschland 
jetzt  wohl  fast  ganz  unbekannt,  ist  von  sehr  grossem  Interesse 
1,  streng  genommen,  ein  wirkliches  Werk  Aber  Wahrscheinlich« 
tsrechnung,  angewandt  auf  den  auf  dem  Titel  genannten  Ge- 
istand  —  nämlich  das  Prüfungswesen  — >  in  welchem  der  Ver- 
ser zugleich  eine  grosse  Geschicklichkeit  in  der  Anwendung 

Differenzen»  und  Summenrechnung  (directe  und  inverse  Dif- 
mzenrechnung)  au  den  Tag  legt.  Die  Vorrede  schliesst  mit 
i  Worten:  „Collo  studio  di  queste  medesime  ricerche  i  gio- 
i  esaminandi,  non  solo  si  abiliteranno,  como  si  e  detto,  a  pre- 
ere  l'esito  di  ogni  loro  esame,  ma  ben  anco,  stante  la  esten« 
ie  di  alcune  di  esse,  a  sottoporre  a  calcolo,  roediante  niassime 
•ortune,  loro  suggerite  dal  buon  senso,  le  probabilitä  relative 
altri  eventi  emergibili  nel  corso  della  loro  vita;  per  cui  all' 
o  potratino  scientemente  pronosticare  su  questi  eventi,  ed  anco 
itare  gli  analoghi  pronostici  fatti  dagli  altri;  vale  a  dire  si 
iteranno  ed  abitueranno  a  quel  sobrio  pronosticare  sulie  cose, 

e  tanto  utile,  segnatamente  ai  giovani."  Ich  gestehe,  dass  ich 
diesem    Werke   eben    erst  jetzt  bekannt  geworden  bin, 

muss  mich  vorläufig  mit  der  vorstehenden  Notiz  begnügen, 
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hoffe  aber  späterhin  auf  dasselbe  zurückzukommen,  indem  ich  je** 
im  Nachstehenden  das  Verzeichnis  aller  Schriften  Bordtiii 
mittheilen  werde. 

INDICE  DEI  TRATTATI  E  DELLE  MEMORIE 

pubWic»tc  dal  Professore  ANTONIO  BOBDONI,  Senatore  del  fepa,  *. 

Crediamo  soddisfare  ad  un  desiderio  espressoci  in  virit* 
casloni  da  molti  cultori  delle  scienze  matematiche,  pobblicasdi  i 
seguente  nota  dei  trattati  e  delle  principali  memorie  dornt«  i 
professore  Antonio  Bordoni.  II  complesso  di  quelle  pubbRara« 
costituisce  un  monumento  di  gloria  italiana,  e  la  nazionei** 
essere  grata  all'uomo  che  seppe  elevarlo  anche  in  mezzo  a  pfsat 
e  svariate  occupazioni  scolastiche.  Noi  potrenimo  facilmente 
st  rare  quanti  nuovi  acquisti  per  la  scienza  siano  contenuti  m  e* 
lavori,  e  rivcndicare  nello  stesso  tempo  all'Italia  alcone  swp^ 
«träniere;  ma  conosciamo  troppo  da  vicino  I' illustre  iotor«F 
dubitare  che  quest'  opera  possa  tornare  a  lui  grata. 

Prof.  Francesco  Brioscfcl 

Numero  Arn»  f& 

progressive  polMiarr 

1.  Nuovo  rapporto  tra  la  teoria  del  centro  di  gravita  e 
quella  della  composizione  delle  forze,  pubblicato  nel  M 

2.  Sopra  le  linee  e  le  superficie  parallele  ^u 

3.  Sopra  l  equilibrio  di  un  poligono  qualunque  

4.  Sull  ombra  nello  spaccato  ordinario  di  una  volta  emi- 
sferica  M 

5.  Sull'ombra  del  Toro,  delPOvolo,  della  Scozia  e  ddk 
spaccato  di  una  volta  emisferica  $? 

6.  Nuovi  teoremi  di  meccanica  elementare  $s 

7.  Trattato  dei  contorni  delle  ombre  ordinarie  " 

8.  Sul  moto  discreto  di  un  corpo  # 

9.  Nuovo  teorema  di  Dinamica,  ossia  relazione  fra  i  poc- 
cessivi  moti  instantanei  che  banno  luogo  nel  moto 
continuato  di  un  sistema  libero  qualunque,  su  cui  oo§ 
agiscono  forze  acceleratrici  esteriori,  e  tra  le  forze  6- 
nite  che  possono  produrre  i  medesimi  movimenti  .  ■  ^ 

10.  Sulla  composizione  delle  forze  e  sui  momenti  di  esse 
senza  l'uso  di  angoli   ^ 

11.  Sul  nuovo  torno  immaginato  dal  sig.  ingegnere  Carlo 
Parea,  ispettore  generale  e  direttore  dei  lavori  dd 
canale  di  Pavia  

12.  Proposizioni  teoricbe  e  pratiche  rrattate  in  pobblica 
scuola,  raccolte  e  pubblicate  in  dne  rtprese  dal  dottore 
Domenico  Danione   
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unacro  Anno  dclla 

jrcssivo  pubblicazione 

I.   Trattato  degli  argini  di  terra   1820 

l.   Sull'equilibrio  dellc  curve  a  doppia  curvatura,  rigide« 

ovvero  completamente  o  solo  in  parte  elastiche   .  .  .  1820 

>.  Proposizioni  di  Geodesia  elementare   1821 

k    Sull'equilibrio  astratto  delle  volte   1821 

.   Sui  sistemi  di  due  forze  equivaleoti  fra  loro  e  ad  un 

qualunque   1821 

».   Trattato  di  Geodesia  elementare   1822 

.   Sui  contorni  delle  penombre   1822 

I.   Sopra  i  momenti  ordinarii   1822 

.   Sopra  le  linee  uniformemente  illuminate   1823 

I.   Annotazioui  alla  Meccanica  ed  Idraulica  del  Venturoli, 
cioe  dimostrazioni  fatte  colle  derivate,  di  tutte  le  qui- 

stioni  dipendenti  dal  calcolo  sublime  .  .  .  .....  1823 

!.   Sulla  distanza  delle  linee  e  delle  superlicie  aventi  le 

normali  communi   .  .  .  1823 

.   Sulla  Stereometria   1824 

.   Sui  cunei  dei  ponti  in  isbieco   1826 

Sulla  regola  Guldiniana   1827 

.  Altre  proposizioni  tecniche  e  pratiche  trattate  in  pub- 
Mica  scuola,  raccolte  e  pubblicate  dal  dottore  Carlo 
Pasi,  alcune  ncll'anno  1829  e  le  altre  nel  1830  .  1829-1830 

.   Lezioni  di  calcolo  sublime  mediante  le  pure  derivate  1831 

.  Sulla  economia  dei  lavori   1831 

.  Seconda  edizione  delle  Annotazioni  alla  Meccanica  del 

Venturoli,  con  piu  variazioni  ed  aggiunte   1833 

.  Sull'equilibrio  delle  volte  considerate  composte  di  cu- 
nei ftniti   1833 

L   Sülle   figure    isoperimetre    csistenti   in  qualsivoglia 

superücie   Jöoo 

.   Sulla  intensita  delle  variazioni  delle  quantitä   ....  1833 

.  Trattato  delle  divise  dei  campi  c  delle  campagne  .  .  1834 

Sülle  svolte  delle  strade  ordinarie   1835 

'.   Hicorche  sucrli  esami  scolastici   loo/ 

CT 

Nu «j Ii  esami,  ossia  sui  merito  di  un  esaminato  ....  1841 

•  Raccolta  di  proposizioni  materaatiche,  teoriche  e  pratiche  1842 
.   Seconda  edizione  del  trattato  di  Geodesia  elementare 

con  variazioni  ed  aggiunte  V*?^  *.    1843 

I.   Nota  relativa  alla  seconda  edizione  della  Geodesia 

elementare   1843 

Sulla  intensita  delle  inflessioni  delle  curve  piane    .  .  1843 

■ 
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Numero  Aar*  dfii 

progressivo  pubbliai 

42.  Elementar!  dimostrazioni  delle  forroole  per  le  portale 
delle  bocche  ordinarie;  con  una  nota  sul  moto  stabilit* 

e  libero  di  un  velo  d'aequa  in  an  piano  verticale  .  .  1ÄÜ 

43.  Sull  acqua  uscente  da  una  bocca  W 

44.  Suirequilibrio  e  la  stabilitä  di  an  terrapieno    •  ...  MC 

45.  Nota  =  Sni  poligooi  inscritti  o  circoscritti  ad  un  elisse 

e  sui  poliedri  inscritti  e  circoscritti  ad  un  ellisoide  .  1€ 

46.  Nota  =  Sülle  probabilita  IE 

47.  Nota  =  Sul  centro  di  piu  forze  W 

48.  Nota  =  Sull'acqua  uscente  da  una  bocca,    con  nota 
sali'  economia  dei  lavori  IÄ 

49.  Nota  =  Sülle  supefficie  & 

50.  Nota  =  Sulla  Geometria  analitica  K 

51.  Nota  =  Sul  parallelüuno  B 

52.  Terza  edizione  della  Geodesia  elementare,  assai  dif* 
ferente  dalle  altre  due  K 

Furono  pubblicati: 

Cogli  Atti  della  Societa  Italiana  in  Modena,  i  numeri  1,  2, 

8,  11,  14,  16,  24,  26,  44   .V  « 

A  parte  colla  Starnperia  Reale,  i  numeri  3,  7,  -  * 

Nel  Giornale  di  Fisica,  ecc,  di  Pavia,  i  numeri  4,  5,  6,  9, 

10,  12,  17,  19,  20,  21,  23   ,  n 

Colla  Starnperia  Bizzoni  in  Pavia,  i  numeri  27,  38,  39,  40, 

42,  43,  48,  52  .  .  .  ? 

Colla  Starnperia  Giusti  in  MUano,  in  numeri  13,  15,  18,  22, 

25,  28,  29,  30,  31,  32,  33,  34,  35,  36  V 

Cogli  Atti  dellistituto  Lombardo-Veneto,  i  numeri  37,  41,  40, 

47,  49,  50,  51  * 

Col  Giornale  del  Tortolini  a  Roma,  il  N.  45  1 

Febbrajo  1860.  \V. 

Alle  diese  Schriften  sind  eine  Fundgrube  neuer  Idea  » 
denen  Bordoni  oft  seinen  Nachfolgern  vorangeeilt  ist, 
von  denselben  seiner  gedacht  worden  wäre. 


Am  21sten  December  1862  starb  in  Wien 

Dr.  Karl  Kreil, 

der  hochverdiente  Director  der  k.  k.  Centraianstalt  für  Mete** 
gie  und  Erdmagnetismus  und  Professor  der  Physik  ao  der  W#* 
Universität  Die  Wiener  Zeitung  vom  23sten  December  1* 
theilt  die  Nachricht  von  seinem  Tode  mit  folgenden  Worter  a* 
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„Herr  Dr.  Karl  Kreil,  dessen  Hinscheiden  wir  gestern  ge- 
meldet haben,  gehurte  unter  jene  seltenen  Männer,  denen  die  Pflege 
ier  Wissenschaft  über  Alles  geht  und  die  ihr  mit  unermüdlich em 
-astlosen  Eifer  das  ganze  Leben  widmen.  Es  kann  nur  die  Auf- 
gabe eines  auf  der  Höhe  der  Wissenschaft  stehenden  gewandten 
Biographen  sein,  die  einflussreiche  Wirksamkeit  dieses  weit  über 
lie  Grenzen  des  Kaiserstaates  hinaus  mit  Recht  berühmten  Ge- 
ehrten erschöpfend  zu  schildern.  Er  war  es,  der  mit  anderen 
Koryphäen  der  Wissenschaft  den  ersten  Kern  unserer  Akademie 
Ier  Wissenschaften  bildete,  welche  belebend  für  das  wissen- 
schaftliche Streben  in  Oesterreich  wirkte. 

Ursprünglich  zum  Astronomen  bestimmt,  gelang  es  ihm  nicht, 
iine  seinen  eminenten  Eigenschaften  entsprechende  Wirkungs- 
iphäre  zu  erlangen.  Die  Folge  war  eine  unerwartet  günstige. 
Sr  ist,  mit  Recht  kann  man  es  sagen,  der  Schopfer  einer  neuen 
rVissenschaft  in  Oesterreich  geworden:  der  Physik  der  Erde, 
nsbesondere  hat  er  für  den  schwierigsten  und  delikatesten  Theil 
Ier  einschlägigen  Forschungen  auf  dem  Gebiete  des  tellurischen, 
Magnetismus  in  unserem  Vaterlande  die  Bahn  gebrochen,  auf 
reicher  jetzt  vielseitig  und  rüstig  fortgeschritten  wird. 

Nicht  minder  gross  ist  sein  Verdienst  um  die  Pflege  der  Me- 
eorologie  in  Oesterreich,  eines  zweiten  so  einflussreichen  Zweiges 
er  Physik  der  Erde.  Wenn  auch  die  Gründung  der  k.  k.  Cen- 
ralanstalt  für  Meteorologie  und  Erdmagnetismus,  deren  Wirksam- 
eit  bereits  eine  eben  so  tief  eingreifende  als  vielseitige  gewor- 
en  ist,  zunächst  von  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
chaften,  insbesondere  ihrem  gefeierten  und  hochverdienten  Prä- 
identen  Sr.  Excellenz  Freiherrn  von  Baumgartner  ausging,  so 
w  es  doch  auch  der  Verblichene,  dessen  Ansicht  und  Gut- 
chten  bei  allen  Organ isirungs  •  Operaten  eingeholt  und  als  mass- 
ebend  berücksichtigt  wordeu  ist. 

Es  wird  eine  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften 
ürdige  Aufgabe  sein,  das  Leben  und  Wirken  dieses  bedeutenden 
lannes  wenigstens  in  seinen  Hauptzu'gen  entsprechend  zu  schil- 
ern und  ihm  hei  der  nächsten  feierlichen  Sitzung  ein  biographi- 
ches  Denkmal  zu  setzen." 

Ueber  Kr  ei  Ts  äussere  Lebensumstände  muss  ich  mich  für 
;tzt  auf  die  folgenden,  mir  von  befreundeter  Hand  mitgetheilten 
urzen  Notizen  beschränken.  Er  wurde  am  4ten  November  1798 
11  Ried  in  Oberösterreich  geboren,  studirte  in  Kremsmünster, 
bsolvirte  an  der  Wiener  Universität  die  juridischen  Studien, 
egann  auf  der  dortigen  Sternwarte  als  Eleve  der  Astronomie  seine 
•auf  bahn  und  kam  dann  bald  als  Adjunct  auf  die  Sternwarte  nach 
lailand.    Später  erhielt  er  die  Lehrkanzel  der  Astronomie  m 
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Prag»  wo  er  sich  aber  wegen  Mangelhaftigkeit  der  dortigen  Stet  - 
warte  für  astronomische  Zwecke  genothigt  sab,  seine  Thätigkri 
ausschliesslich  der  Meteorologie  und  dem  Erdmagnetismus  um- 
wenden. Bei  der  Gründung  der  k.  k.  Centraianstalt  für  Metew 
logie  und  Erdmaguetismus  ward  er  zu  deren  Director  ernannt,  k 
bat  sich  durch  seine  vieljäbrige  Tbätigkeit  bei  derselben  isk- 
streitbare  grosse ,  auch  in  der  obigen  Notiz  der  Wiener  Zate 
gebührend  hervorgehobene  Verdienste  erworben,  wenn  auch  vä 
unerwähnt  gelassen  werden  darf,  dass  in  dem  systematischen« 
strengeren  Beobachten  der  meteorologischen  und  der  Ersehe»* 
gen  des  Erdmagnetismus  ihm  der  verdiente  Koller  in  Krew 
münster  als  Director  der  dortigen  Sternwarte,  jetziger  k.k.4 
nisterialrath  in  Wien,  und  der  Astronom  Wei  s  s  e  in  K  rik« 
in  sehr  verdienstlicher  Weise  vorangingen.  Der  Herausgeber 4* 
Archivs,  mit  Kreil  auch  personlich  bekannt  und  befreundet,  wm 
in  der  angenehmen  Erinnerung  an  einige  mit  ihm  verlebte  frok 
und  lehrreiche  Stunden  durch  die  Nachricht  von  seinem  Todeu 
so  mehr  überrascht  und  betrübt,  je  mehr  er  in  seiner  aossffe 
Erscheinung  den  Eindruck  der  Gesundheit  und  grosser  körpei 
eher  und  geistiger  Frische  machte.  Möge  die  Erde  ihm  leü: 
sein !   

Am  21sten  November  1862  verschied  in  Lissabon 
langen  Leiden  der  verdiente  Director  der  Sternwarte  nod.V 
vigations-  Schule  in  Hamburg: 

Dr.  Carl  Ludwig  Rämker, 

allgemein  bekannt  durch  sein  weit  verbreitetes  und  vielfach  ab- 
gelegtes Handbuch  der  Schifffahrtskunde,  durch  seinen  Stentit* 
log  und  viele  andere  wissenschaftliche  Arbeiten,  zu  dem  derfiV 
ausgeber  des  Archivs,  wenn  auch  mit  ihm  personlich  nickt  t 
kannt,  in  besonders  freundschaftlicher  Beziehung  stand,  f* 
dessen  er  stets  mit  besonderer  Freude  und  vielfachem  Danke  fr 
denken  wird.  Sehr  gern  würde  er  daher  einen  etwas  ausftti 
eueren  Necrolog  in  dieser  Zeitschrift  mittheilen,  wenn  ihm  eu» 
eher  eingesendet  werden  sollte. 


Am  töten  Januar  1863  starb  in  Berlin 

Professor  Dr.  Christian  Ludolf  Lehmas, 

im  83sten  Lebensjahre. 

Dem  nun  Dahingeschiedenen  verdankt  auch  das  Archiv  fi 
Paar  Beiträge,  und  mochte  ich  daher  mich  gern  in  den  Stisd  £?- 
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stzt  sehen,  einige  aus  rührliebere  Notizen  der  obigen  vorläufig  nur 
en  Zeitungen  entnommenen  Nachricht  folgen  lassen  zu  können. 

G. 


Geometrie. 

Sammlung  von  Aufgaben  und  Beispielen  aus  der 
Igebraiscben  und  rechnenden  Geometrie.  Enthaltend: 
aufgaben  Ober  dasQuadrat,  dasRechteck,  denRhom- 
us  und  das  Parallelogramm  im  Allgemeinen,  nebst 
eren  Auflösungen  und  Resultaten.  Für  Gymnasien, 
eal-  und  höhere  Bürgerschulen,  Gewerbe-,  Bau-  und 
I ilitairschulen  u.  s.  w.,  bearbeitet  und  herausgegeben 
on  Albert  Dilling,  Dr.  phil.  und  Gymnasiallehrer  zu 
lühlhausen  in  Thüringen.  Paderborn.  Schöning.  1862.8. 

leses,  wie  es  scheint,  mit  grossem  Heiss  bearbeitete  Auf- 
abenbuch  darf  Lehrern  an  den  auf  dem  Titel  genannten  Lehr- 
»stalten  zur  Erleichterung  bei  ihrem  Unterlichte  empfohlen  wer- 
en.  Der  Kreis,  über  welchen  sich  die  Aufgaben  erstrecken,  ist 
uf  dem  Titel  bestimmt  bezeichnet.  Die  auflösenden  Formeln 
nd  überall  vollständig  entwickelt.  Ganz  besonders  reich  ist 
l>er  das  Buch  an  numerischen  Beispielen  zur  Anwendung  der  ent- 
ickeften  Formeln  auf  besondere  Fälle,  reicher  als  fast  alle 
hnlichen  Bücher,  die  uns  vorgekommen  sind,  für  uns  fast  zu  reich, 
i  wir  nach  unseren  Ansichten  es  nicht  billigen  können,  wenn  zu 
el  Zeit  und  zu  viel  Werth  auf  diese  bloss  numerischen  Rech- 
ingen verwandt  und  gelegt  wird,  da  wir  der  Meinung  sind,  dass 
jedem  einzelnen  Falle  wenige  recht  zweckmässig  gewählte 
nd  gut  durchgearbeitete  Beispiele  hinreichend  sind,  den  Schülern 
ie  freilich  wichtige  und  nie  zu  vernachlässigende  Uebung  im 
umerischen  Calcul  zu  verschaffen;  der  Lehrer  kann  indess  für 
e  Länge  der  Zeit  nie  genug  solcher  Beispiele  haben ,  weshalb 
ir  eben  die  vorliegende  Sammlung  zur  Beachtung  empfehlen.  Die 
esultate  der  Beispiele  sind  auf  mehr  als  280  Seiten  beigefügt, 
oraus  man  schon  einen  Schluss  auf  deren  grossen  Umfang  ma- 
len kann. 

■ 

Aufgaben-Sammlung  aus  der  analytischen  Geome- 
•ie  der  Ebene  und  des  Raumes.     Von  Josef  Haberl, 
ssistenten  und  öffentlichem  Repetitor  der  höheren 
athematik  am  k.k.  polytechnischen  Institute  in  Wien, 
arl  Gerold's  Sohn.   1863.  8. 
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Aufgaben-Sammlungen  für  die  analytische  Geometrie  im  im- 
licben  Sinne  giebt  es  in  nicht  su  grosser  Zahl,  weshalb  wir* 
die  vorliegende,  überall  zugleich  die  Auflosungen  enthaltet 
Sammlung  aufmerksam  machen,  da  sie  uns  zur  Uebung  voaAi- 
langem  zweckmässig  eingerichtet  zu  sein  scheint  Die  gewili 
Aufgaben  sind,  was  für  diesen  Zweck  durchaus  gebilligt  werir; 
muss,  im  Ganzen  nicht  schwierig,  und  erfordern  meistens  ktiw 
grossen  Apparat  des  Calculs  zu  ihrer  Auflösung;  auch  hatte 
Herr  Verfasser  durch  häufige   zweckentsprechende  Einfök- 
specieller  Coordinatensysteme  die  Auflösungen  möglichst  a* 
leichtern  gesucht,  was  hier  gleichfalls  zu  billigen  ist,  weaas4 
Anfanger  immer  darauf  hinzuweisen  sind,  dass  durch  eio  «oktoi 
Verfahren  freilich  die  schone  Symmetrie  der  gesuchten  Fem« 
meistens  gestört  wird,  die  nur  bei'ro  Gebrauche  des  allgene» 
Coordinatensystems  festzuhalten  und  zu  erreichen  ist.  So  »ftia 
möglich  hat  der  Herr  Verfasser  die  erhaltenen  Formeln  aoebv 
Ableitung  von  geometrischen  Constructionen  benutzt,  und  daW 
die  sogenannte  neuere  Geometrie  nicht  unberücksichtigt  geU^e. 
Endlich  ist  auch  eine  zweckmässige  Sammlung  von  Aufgaben  rc 
Anwendung  der  gewöhnlichsten  geometrischen  Differential-  ee 
Integralformeln  gegeben,  die  wir,  als  besondere  SchwierigM« 
nicht  darbietend,  Anfängern,  welche  gerade  einen  Curau« 
Wissenschaften  durchgemacht  haben,  besonders  empfehlen,  a 
auch  Aufgaben  über  die  Maxima  und  Minima  nicht  fehlee, 
zugleich  das  polare  Coordinatensystem  nicht  unberücksichtigt 
lassen  worden  ist.    Ueberhaupt  bezichen  sich  diese  Aufgab« d 
die  Tangenten  und  Normalen,  Asymptoten,  Concavität  nad  f* 
vexität,  singuläre  Punkte,  Krüinmungskreis  und  Evolution,  K«£ 
fication  und  Quadratur,  ferner  auf  ebene  Curven,  deren  Bert» 
mung  auf  Differentialgleichungen   führt,    Maxima  und  Sfc* 
Freilich  hat  sich  der  Herr  Verfasser  hier  auf  Curven  in  der  D* 
beschränkt,  was  jedoch  für  den  Anfang  auch  genügt,  namens* 
wenn  der  Schüler  noch  nicht  besondere  Vorträge  über  die& 
meine  Theorie  der  krummen  Linien  und  krummen  Flächen 
sondern  für's  Erste  nur  die  geometrischen  Anwendungen^ 
gelernt  hat,  welche  gewöhnlich  bei'm  Vortrage  der  DiferK^ 
und  Integralrechnung  selbst  mitgenommen  werden.  Dae**& 
an  zweckmässigen  Aufgaben  über  die  Curven  von  doppelter  fc«* 
mung  und  die  krummen  Flächen  ganz  besonders  fehlt,  a* 
den    wir  wünschen,   dass  der   Herr  Verfasser  recht  bald  <* 
geeignete  Sammlung  nicht  besonders  schwieriger  Aufgaben  & 
diese  geometrischen  Gebilde  folgen  Messe,  wodurch  gewi«  ^ 
Lehrern  ein  besonderer  Dienst  geleistet  werden  würde. 
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Physik, 

Groodriss  der  Physik  und  Meteorologie.  Für  Ly- 
eeo,  Gymnasien,  Gewerbe*  und  Realschalen,  sowie 
um  Selbstunterrichte.  Von  Dr.  Johann  M aller,  Gross- 
erzoglich  Badischem  Hofratb,  Professor  der  Physik 
od  Technologie  an  der  Universität  zu  Freiburg  i.  fi. 
lit  580  in  den  Text  gedruckten  Holzstichen.  Achte 
ermehrte  und  verbesserte  Auflage.  Braunschweig. 
.Vieweg  und  Sohn.   1862.  8. 

Wenn  ein  Buch  in  nicht  gar  langer  Zeit  acht  Auflagen  erlebt, 
(j  mu8s  es  sich  bei  dem  Publicum,  für  welches  es  bestimmt  ist, 
o  sehr  eingebürgert  und  so  sehr  dessen  Gunst  erworben  haben, 
ass  die  Kritik  ein  sehr  unnützes  Werk  verrichten  würde,  wenn 
ie  sich  noch  auf.  eine  besondere  Beurtheilung  desselben  einlassen 

ollte.  Es  kann  nur  darauf  ankommen,  dass  dieselbe  prüft,  ob 
as  Buch  in  den  verschiedenen  Auflagen  den  Fortschritten  der 
Wissenschaft  gefolgt  ist,  so  weit  es  seine  besondere  Be- 
timmun g  erfordert.  Dass  dies  in  dem  vorliegenden  Schul- 
uche  geschehen  ist,  glauben  wir  versichern  zu  können.  Die  Art 
er  Darstellung  ist  im  Ganzen  dieselbe  geblieben  wie  in  den  frü- 
eren  Ausgaben,  so  dass  es  darin  namentlich  auf  eine  deutliche 
id  bestimmte  Darlegung  der  verschiedenen  Naturgesetze  und 
ne  Erläuterung  derselben  durch  zweckmässige  Versuche  an- 
)mmt,  ohne  alle  hervortretende  Einmischung  der  Mathematik, 
»doch  ist  mit  Recht  in  der  vorliegenden  neuesten  Ausgabe  dieser 
tzteren  Wissenschaft  etwas  mehr  Raum  vergönnt  worden  als  in 
;n  früheren ,  wenn  auch  nur  in  ganz  einfacher  und  sehr  elementarer 

eise.  Wir  billigen  dies  natürlich  vollkommen  und  hätten  eben 
»halb  gewünscht,  dass  namentlich  in  der  Optik,  in  der  Lehre 
»n  den  Spiegeln  und  Linsen,  die  nur  sehr  wenig  .  mathe- 
atisch  gehalten  ist,  die  Mathematik  eine  ausgedehntere  An- 
endung  gefunden  hätte,  da  gerade  diese  Lehre  so  viele  Ge- 
genheit  zu  lehrreichem  einfachen  Gebrauche  derselben  darbietet, 
es  halb  auch  z.B.  auf  den  preussischen  Realschulen  erster  Ord- 
ing durch  besondere  höhere  Verfügungen  für  die  Abiturienten- 
rbeiten  Aufgaben  aus  dem  Gebiete  der  Optik  in  der  zweck mäs- 
gsten  Weise  mit  in  den  Vordergrund  gestellt  worden  sind, 
ielleicht  findet  der  Herr  Verfasser  in  diesen  Bemerkungen  Ver- 
fassung, dies  bei  den  künftigen  Ausgaben  zu  berücksichtigen, 
inen  besonderen  Vorzug  vor  den  früheren  Ausgaben  bat  derselbe 
sr  neuen  Ausgabe  noch  durch  die  Hiozufägung  von  244  über 
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das  ganze  Gebiet  der  Physik  sich  ziemlich  gleichmäßig  tes- 
tenden Aufgaben  verliebeo.  Dass  die  gesamnite  äussere  Ao** 
tung,  natürlich  und  vorzüglich  mit  Einscbluss  der  trefKctaiC 
Holestiche,  alle  Ansprache,  die  in  dieser  Beziehung  gemacht«* 
den  kennen,  mehr  als  befriedigt,  versteht  sich  bei  der  bmkn< 
Verlagshandlung  von  selbst. 

Bemerken  wollen  wir  noch,  dass  zur  weiteren  Ausführung  fc 
obigen  Grundrisses  der  früher  erschienene 

Mathematische  Supplementband  zum  Grundriß 
der  Physik  und  Meteorologie  von  Dr.  Joh.  Mfiliv 
Braunschweig.    Vieweg.    1860.  8. 

dient  und  zweckmässig  gebraucht  werden  kann. 


Vermischte  Schriften.* 

Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  ir 
Wissenschaften  in  Wien.  (Vergl.  Lite  rar.  Ber.  x 
CLVI.   S.  13.) 

Band  XLV.  Heft  III.  Puschl:  üeber  den  Wärmei^ 
der  Gase.  S.353.  —  Weiss,  Edra.:  Die  totale  Sonnend 
niss  vom  31.  December  1861  in  Griechenland.  S.  385.  —  Z#a- 
ger:  Der  Universal -Rheometer.  S.  414.  —  v.  L<ittrow:rV 
sische  Zusammenkünfte  der  Asteroiden  im  Jahre  1862.  S.4H  - 
Haidinger:  Ueber  das  Regeiibogenphänoraen  am  28.  Jdü Ito 
S.  421.  —  Kreil:  Ueber  Barometerschwankungen  in  Ifce* 
Perioden.  S.  427.  —  Frischauf:  Ueber  die  Bahn  der  As» 
S.  435.  —  Boue*:  Nachtrag  zu  einem  Kataloge  der  Konto 
S.445. 

Mittbeilungen  der  naturforsc benden  Geseiltes* 
in  Bern  aus  dem  Jahre  1861.   Nr.469— 496.    (S.  Litt"7 
Ber.  Nr.  CXLV.   S.  15.) 

H.  Wild:  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern  aa$«?: 
Jahren  1859  und  1860.  I.  Astronomische  Beobachtung».  & 
Magnetische  Beobachtungen.  Nr.  472  —  463.  S.  25.  —  G.  Stile' 
Topographische  IVlittheilungen  Über  die  Savoyer- Alpen.  Nr.  & 
bis  487.  S.  89.  —  G.  Hasler:  Beitrag  zur  Inductions-TeJef? 
phie.  Nr.  485  —  487.  S.  152.  -  Perty:  Ueber  die  Sara  roh«« 
mikroskopischer  Präparate  des  Instituts  von  Engell  u.  Coup  "■ 
Wabern  bei  Bern.   Nr.  488  —489.    S.  162. 
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Annall  dr  Matematica  pura  ed  applicata  pubfolicati 
la  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Bettl  a  Pisa, 
Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
inl  a  Roma.  4°.   (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CL1V.  S.  6.V 

No.  5.  tora.  IV.  1861.  Memoire  sur  les  determinants  cra- 
neriens  ou  rlsultantes  algebriques.  Par  le  P.  Le  Cointe  de  la 
Jompagnie  de  Jesus  avec  Supplement,  p.  233.  —  Sur  la  multipli* 
latioo  des  nombres  congruents.  Lettre  adressee  ä  Monsieur  le 
>rince  Don  Bathasar  ßoncompagni  par  M.  F.  Woepcke. 
i. 247.  —  Brano  di  lettera  del  Sig.  M.  Cantor  ä  Mr.  B.  Bon- 
oropagni.  p.  256.  —  Sulla  teoria  delle  sviluppoidi  e  delle  svi- 
oppanti  di  E.  Beltrami.  p.  257.  —  Di  alcune  formole  relative 
IIa  curvatura  delle  superficie:  lettera  di  E.  Beltrami  al  Coropi- 
atore.  p.  283.  —  Sopra  alcuni  sviluppi  algebrici  nella  teorica  delle 
:quaxioni.  Nota  del  Prof*  ß.  Tortolini.  p.  285.  —  Rivista 
»ibUoajraphica.  Sülle  superßcie  del  paraboloide  ellittico:  arti- 
olo  del  Prof.  B. Tortolini.  p.  293.  —  Pubblicazioni  recenti.  p.290- 

Sitzungsberichte  der  kunigl.  bayerischen  Akademie 
ler  Wissenschaften  zu  Manchen.  (Vergl.  Literar.  Ber. 
*r.  CLV.  S.  15.) 

1862.  II.  Heft  II.  Lamont:  a)  Ueber  die  zehnjährige 
'eriode  in  der  taglichen  Bewegung  der  Magnetnadel  und  die  Be- 
lebung des  Erdmagnetismus  zu  den  Sonnenilecken.  S.  66.  —  b) 
Jener  das  Verhältniss  der  magnetischen  Intensität«-  und  Inclina- 
ons-StOrungen.  S.76.  (Beide  interessante  Aufsätze  liefern  von 
ieuem  Zeugniss  von  den  fortgesetzten  eifrigen  Bemühungen  des 
(errn  Verfassers,  zur  Aufklärung  der  immer  noch  rätselhaften 
rscheinungen  des  Erdmagnetismus  beizutragen,  denen  derselbe 
en  besten  Theil  seines  Lebens  mit  nie  ermüdendem  Eifer  ge- 
idmet  hat).  — Seidel:  Ueber  die  Verallgemeinerung  eines  Satzes 
□s  der  Theorie  der  Potenzreihen.  S.  91.  (Betrifft  eine  Erweite- 
mg  des  bekannten  Fundamentalsatzes:  „Wenn  zwei  nach  stei- 
enden  Potenzen  einer  Hauptgrosse  x  geordnete  Reihen  fu*r  alle 
Gerthe  von  x  zwischen  0  und  A  convergiren  und  übereinstim- 
lende  Werthe  annehmen,  so  müssen  die  Reihen  identisch 
ain".  Der  Aufsatz  verdient  der  Beachtung  empfohlen  zu  wer- 
en,  enthält  aber  für  jetzt  mehr  Andeutungen,  als  einen  aus- 
efährten  Beweis  der  angeführten  Behauptungen.).  —  Lamont: 
eitrag  zu  einer  mathematischen  Theorie  des  Magnetismus. 
•  103.  (Der  Herr  Verfasser  schliesst  diesen  gleichfalls  mehr- 
en es  Interesse  darbietenden  Aufsatz  mit  den  Worten:  „Es  war 
eine  Absicht,   in  dem  Vorhergehenden  nur  vorläufige  Andeu- 
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tungen  zu  geben  Aber  den  Weg,  der  zu  befolgen  wäre,  am  fs 
mathematische  Theorie  weiter  auszubilden.  Die  angeführten  fr 
sultate  zeigen,  glaube  ich,  ganz  entschieden,  dass  der 
Weg  zum  Ziele  ffibrt;  ob  es  gelingen  wird,  die  nicht 
tenden  analytischen  Hindernisse  ,  welche  dabei  sich  darbieten,  n 
beseitigen  und  für  die  in  der  Praxis  vorkommenden  Fälle  einfad» 
Gesetze  und  Formeln  herzustellen,  ist  eine  andere  Frage). 


Monatsbericht  der  konigl.  preussischen  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Berlin.  (Vergl.Literar.Bet 
Nr.  CLV.  S.  16.). 

September,  October  1862.  Lipschitz:  Ueber  das 
setz,  nach  dem  sich  die  Dichtigkeit  der  Schichten  des  Innern  de 
Erde  ändert,  mitgetheilt  von  Hrn.  Borchardt.  S.  601—607- 
Dove:  Ueber  A.  v.  Humboldt's  Bestimmung  der  mittl  eren  Hefe* 
der  Continente.  S.  612.  (Blosse  Anzeige  eines  gehaltenen  round 
lieben  Vortrags.).  —  G.  Rose:  Ueber  den  Asterismus  der  Ery- 
stalle,  insbesondere  des  Glimmers  und  des  Meteoreiseos.  & 
614-618. 
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In  Pisa  starb  der  berühmte  treffliche  Mathematiker 

0.  F.  Mossottl, 

erfasser  mehrerer  ausgezeichneter  Werke,  z.  B.  der  schönen 
uova  Teoria  degli  Stromenti  ottici.  Pisa.  Tipografia 
ieraccini.  1857.  und  vieler  einzelner  Abhandlungen.  Schon  im 
ihre  1817  veröffentlichte  er  eine  sehr  schöne,  vorzuglich  durch 
osse  analytische  Eleganz  ausgezeichnete  Abhandlung  über  die 
erechnung  der  Bahnen  der  Weltkörper  in  den  Effemeridi  di 
ilano  von  dem  genannten  Jahre,  die  auch  in  der  Zeitschrift 
r  Astronomie  und  verwandte  Wissenschaften,  her- 
jsgegeben  von  Lindenau  und  Bohnenberger.  Band  III. 
17.  S.  145-S.  165.  Band  V.  1818.  S.  322— S.  328.  unter  dem 
tel:  Neue  Auflösung  des  Problems,  die  Bahn  eines 
immelskörpers  zu  bestimmen,  von  Ottaviano  Fabri- 
o  Mossotti,  durch  Encke  mitgetheilt  worden  ist.  Er  war, 
ircb  Verleihung  der  Würde  eines  Senatore  del  Regno  — 
e  der  berühmte  Bordoui  —  hochgeehrt  von  seinem  Könige,  ein 
irmer  Patriot,  der  lange  in  der  Verbannung  in  Buenos- Ayres 
d  in  Korfu  gelebt  und  mit  dem  Bataillon  der  toskaniscben  Stu- 
nten  in  der  Schlacht  von  Curtatone  mitgefochten  hat. 

Mit  dieser  vorläufigen  Notiz  von  dem  Tode  des  berühmten 
annes  muss  ich  mich  so  lange  begnügen,  bis  ich  durch  von  mir 
hr  gewünschte  freundliche  Mittbeilungen  in  den  Stand  gesetzt 
irde,  aosftihrliche  Nachrichten  über  sein  Leben  und  W7irken 
ben  zu  können.  G runer t. 



Am  Isten  April  1863  starb  in  der  Schweiz,  seiner  üeimath 
r  war  am  18.  März  1796  in  Utzendorf  im  Kanton  Bern  geboren), 
r  Professor  an  der  Universität  und  Mitglied  der  Akademie  der 
issenschaften  in  Berlin 

Jacob  Steiner. 

Thl.XL.  Hft.2.  2 
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Ueber  Steiner  s  grosse  Verdienste  um  die  sogenannte  neu* 
Geometrie,  als  deren  hauptsächlichster  Mitbegründer  sein  N» 
zu  allen  Zeiten  in  der  Geschichte  unserer  Wissenschaft  nitk 
sonderer  Achtung  genannt  werden  wird,  hier  etwas  Weiteres m 
zu  wollen,  würde  völlig  überflüssig  sein.  Zur  VervoIfctSnfe 
dieser  für  jetzt  nur  den  Zeitungen  entnommenen  karten 
wünschen  wir  recht  sehr  die  baldige  Einsendung  eines  aotför 
liehen  Necrologs  von  kundiger  Hand. 


Am  löten  April  1863  starb 

Dr.  Ferdinand  Redtenbacher, 

Professor  der  Maschinenkunde  und  bis  vor  Kurzem  auch  Dirwfr 
der  berühmten  polytechnischen  Schule  in  Karlsruhe,  jedenftk 
ein  grosser  Verlust  für  die  Wissenschaft.  Wir  wünschen,  da»  * 
von  kundiger  Hand  recht  bald  in  den  Stand  gesetzt  werden,^ 
ser  vorläufig  nur  den  Zeitungen  entnommenen  Notiz  einen  » 
fuhrlichen  Necrolog  folgen  lassen  zu  könneu  *). 


Am  lOten  April  1863  starb  in  Florenz  der  berühmte  ^ 
nische  Optiker  und  Astronom 

Glambattista  Amici, 

früher  mehrere  Jahre  Professor  der  Mathematik  an  der  tte* 
sität  in  Modena  und  von  1831  an  Director  der  dortigen 
warte.  Er  ist  bekanntlich  der  Erfinder  des  achromatisen»  * 
kroskops  und  vieler  anderer  optischer  Instrumente.  lo  desirtrf« 
Jahren  beschäftigte  er  sich  mit  der  Construction  eines  tr** 
Hohlspiegels,  zu  welchem  Behuf  ihm  die  Laboratorien  der  l> 
nengiesserei  in  Pavia  zur  Verfügung  gestellt  wurden. 


Italienisches  Unterrichtswesen. 

Die  von  mir  im  Literarischen  Berichte  Nr.  CLVIU* 
mltgetbeilten  Notizen  über  die  glänzende  Ausstattung  der o 
lienischen  Universitäten,  namentlich  derer  zu  Bologna  and  P*^1 
mit  ausgezeichneten  Lehrern  im  mathematischen  und  physikiR*^ 
Fache  waren  aus  zwei  mir  vorliegenden  neueren  Lectionsrene^ 


*)  Unser  Wunach  ist  schon  erfüllt  worden,  ehen  *n  ober  f«rl",! 
im  nächsten  Hefte  dns  Weitem. 
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issen  der  beiden  genannten  Universitäten  entlehnt  worden.  Neuer- 
chst  hat  «ich  nach  mir  gemachten  freund  liehen  Mittheilungen  darin 
Einiges  geändert.  Herr  Brioschi  ist  zum  Director  der  neu  er* 
ichteten  Ingenieurschule  in  Mailand  und  zum  Professor  der  ratio* 
eilen  Mechanik  an  derselben  ernannt  worden.  Herr  Cremona 
ertritt  jetzt  die  Fächer  der  analytischen  Geometrie  und  der  Geo- 
itftrie  descriptive  an  der  Universität  in  Bologna,  und  an  die 
teile  des  Herrn  Sante  Ramenghi  ist  an  derselben  Universität 
err  E.  ßeltrami  getreten,  der  sich  schon  durch  mehrere  aus- 
»zeichnete,  in  den  „Annali  di  Matematica  pura  ed  appli- 
ita"  publicirte  Arbeiten  (m.  s.  z.  B.  Literar.  Ber.  Nr.  CLVII. 
.  15.)  von  der  vorteilhaftesten  Seite  bekannt  gemacht  hat.  In- 
>m  ich  dem  Herrn  Einsender  dieser  Notizen  dafür  meinen  ver- 
ndlichsten  Dank  hiermit  ausspreche,  theile  ich  dieselben  um  so 
»ber  hier  mit,  weil  sich  aus  ihnen  von  Neuem  ergiebt,  wie  sehr 
e  italienische  Regierung  bemüht  ist,  auf  dem  Felde  des  Unter- 
rhtswesens  im  weitesten  Sinne  kräftigst  fortzuschreiten,  neue 
shr Anstalten,  wo  die  Notwendigkeit  sich  zeigt,  ungesäumt  zu 
richten,  und  aberall  für  dieselben  die  tüchtigsten  und  ausgezeich- 
tsten  Lehrkräfte  zu  gewinnen.  G. 


esehiehte  und  Literatur  der  Mathematik  und 

Physik. 

Almanach  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
haften in  Wien.    Zwöl  fter  Jahrgang.  1862. 

Der  eilfte  Jahrgang  dieses  Almanachs  ist  im  Literar.  Berichte 
.  CXLVH.  S.  1.  angezeigt  worden.  Der  Bericht  des  Herrn  Pro- 
sor  Dr.  A.  Schrütter,  als  General -Secretär,  sowohl  über  die 
istungen  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  überhaupt, 

über  die  der  mathematisch -naturwissenschaftlichen  Klasse  im 
sonderen,  zeigt  von  Neuem,  wie  richtig  diese  hohe  gelehrte 
rperschaft  ihren  Beruf:  die  erste  wissenschaftliche  Behörde  des 
ndes  zu  sein  und  alle  Bestrebungen  auf  dem  Felde  der  zu  ihrem 
reich  gehörenden  Wissenschaften  zu  fordern  und  zu  unterstutzen, 
(reift,  und  wie  sehr  dieselbe  fortwährend  bemühet  ist»  ilemsel- 
»  mit  dem  schönsten  Erfolge  nachzukommen.  Mit  Recht  bebt 
•h  der  Herr  General -Secretär  in  seinem  für  jeden  wahren  Freund 

Wissenschaften  vielfach  interessanten  Berichte  hervor,  wie 
ir  dieses  verdienstliche  Wirken  der  kaiserl.  Akademie  seinen 
flex  findet  in  der  in  Oesterreich  jetzt  alle  Schichten  der  Be- 
kerung  durchdringenden  Achtung  vor  wissenschaftlichen  Arbei- 
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ten  jeder  Art  und  dem  eich  überall  kundgebenden  Eifer,  uri 
selbst  zur  Förderung  der  Wissenschaften  oach  Kräften  l>ehrr< 
gen.    Der  am  1.  März  1862  verstorbene  k.  k.  priv.  GroüW 
ler  und  Burger  von  Wien,  Herr  Ign.  L.  Lieben,  bestina*« 
seinem  Testamente  eine   namhafte  Summe   zu  gemeinnütz«- 
Zwecken,  die  weitere  Disposition  seinen  beiden  nacbgelaasa« 
Söhnen  uberlassend.    Diese  haben  nun,  im  Geiste  des  Vit» 
handelnd,  von  der  legirten  Summe  der  mathematisch -natoroa«- 
schaftlichen  Klasse  der  kaiserl.  Akademie  6000  Gulden  mit  dr 
Bestimmung  zugewendet,  das«  von  den  Interessen  diese»  Kapo» 
alle  drei  Jahre  ein  von  der  Akademie  zuzuerkennender  Pre»  :* 
also  zu  5  °/0  die  bedeutende  Höhe  von  900  Gulden  erreichen  km 
der  besten  ihr  uberreichten  Abhandlung  aus  dem  Gebiete  b 
Physik  mit  Einschluss  der  physikalischen  Physiologie,  und  ate 
nirend  aus  der  Chemie,  mit  Einschluss  der  chemischen  Pkw 
logie,  zuerkannt  werde. 

Der  Bericht  über  die  mathematisch  naturw  issenschaftliche  kW 
enthält  eine  interessante,  ziemlich  ausführliche  Lebensbesrhrtfci! 
J.  B.  Biots  (S.  164— S.  170),  die  ich  nächstens  in  da«  Are* 
aufnehmen  zu  können  hoffe,  indem  ich  daraus  für  jetzt  nur  eiirV 
interessante  Thatsachen  hervorhebe: 

„Biot  war  es,  der  im  Jahre  1801  das  Institut  he  wog. 
für  die  Ernennung  Bona  parte'  s  zum  Kaiser  zu  stimmen.  Jk' 
weder  das  erste,  noch  das  zweite  Kaiserreich  hat  Biot  £** 
Mangel  an  Sympathie  empfinden  lassen.  Er  besass  aber  u'1 
keinen  politischen  Ehrueiz,  er  strebte,  wie  Bertrand  sast,  n** 
keinem  anderen  Titel  als  dem  eines  Akademikers,  er  fands*»* 
Kraft  und  Grösse  in  der  Wissenschaft  und  würde  sie  zu  k**' 
chen  geglaubt  haben,  hätte  er  sie  anderswo  gesucht." 

Das  vorzugsweise  allen  preussischen  Lehrern  der  ManW 
tik  und  Physik  bekannte  ausgezeichnete  „Lehrbuch  deri^ 
chanischen  Naturlehre"  des  um  den  mathematische)  r 
naturwissenschaftlichen  Unterricht  in  unserem  Vaterlande  w  M 
verdienten  Ernst  Gottfried  Fischers,  Professors  am  Gys^ 
sium  zum  grauen  Kloster  in  Berlin,  hat  bekanntlich  da*  ««s 
würdige  Schicksal  gehabt,  dass  es  in  Deutschland  viele  J*^ 
ganz  unbeachtet  geblieben  ist,  nachdem  schon  1806  eine  frair 
sische  Uebersetzung  erschienen  war,  die  1829  die  vierte  Aale 
erlebte.    Diese  Uebersetzung  wird  gewöhnlich  Biot  loyejrjnr 
ben ;  seine  verliegende  Lebensbeschreibung  tb eilt  nun  aber  £ 
höchst  interessante  Notiz  mit,  dass  er  selbst  nur  der 
fasser  der  beigefügten  Noten,  die  Verfasserin  der  Ueberteu** 
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»  ihrer  ersten  Auflage  aber  seine  Frau,  eine  geborene  Bris- 
ton, war.    Habent  sua  fata  libelli ! 

Vorzüglich  aufmerksam  machen  muss  ich  endlich  die  Leser 
mf  die  Rede  des  Präsidenten  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissen- 
chatten,  des  Herrn  Freiherrn  von  Baumgartner: 

Chemie  und  Geschichte  der  Himmelskörper  nach  der 

Spectral-Analyse. 

Ar'   irjh  »»dl. 

Ich  gestehe,  bei  aller  Kurze  dieser  schönen  Rede,  noch  nir- 
;eods  eine  so  einfache,  klare  und  deutliche,  selbst  für  den  wert- 
er Eingeweibeten  völlig  verständliche  Darstellung  des  betreffen- 
en  wichtigen  Gegenstandes,  welche  alle  Momente,  auf  die  es 
ei  demselben  ankommt,  alle  Anwendungen,  die  derselbe  bisher 
efunden  und  alle  Aussichten,  die  derselbe  für  die  Folge  noch 
rüffnet,  namentlich  auch  in  astronomischer  Rucksicht,  in  der  be- 
üm rotesten  Weise  hervorhebt,  wie  hier  gefunden  zu  halten.  Weite- 
sr  Mittheilungen  daraus  mich  für  jetzt  enthaltend,  werde  ich  diese 
lede  in  einem  der  folgenden  Hefte,  wo  möglich  schon  in  dem 
Schsten,  den  Lesern  vollständig  mittheilen,  indem  ich  mir  da- 
urch  deren  besonderen  Dank  zu  verdienen  hoffe.  G. 

.  •)   • '  *  1 1 '  -  \  '  •         ;      •  i  •.•i.'ij     y  , '  i  1 1 

■  .  •  .    '  i       •  *  ■    ».'••     i  >  ■  ,  |f  ♦«;;!••  •  i-  - '  i  <i 

r      *  'ii     <  •■;  1 '  i  'J  i  ►  '  v  I".  I      1 1    •  i  -ii«» 

Arithmetik. 

David  Giffhorn,  Sammlung  derjenigen  elementar- 
athematischen  Aufgaben,  welche  an  den  preussischen 
ymnasien  in  den  letzten  Jahren  als  Maturitäts- Auf- 
iben den  Abiturienten  gestellt  sind.  Braunscb  weig, 
chulbuchhandlung.    1862.    IV  und  64  S. 

•  ^ 

Der  Herausgeber  des  unter  vorstehendem  Titel  erschienenen 
?ftes  ist  zu  der  Zusammenstellung  der  mathematischen  Abitu- 
;nten -Aufgaben  allem  Anscheine  nach  durch  die  „Bemerkung 
s  Herrn  Professor  G runer t  im  37.  Bande  seines  Archivs,  wo 
auf  den  Nutzen  der  Herausgabe  der  preussischen  Abiturienten- 
tfgaben  hinweist <f,  veranlasst  worden.  Die  Art,  wie  Herr  Giff- 
•  ro  diese  Angahe  in  seinem  Vorworte  macht»  lässt  erkennen, 
ss  derselbe  gefühlt  hat,  wie  wenig  seine  Arbeit  der  Absicht  des 
irrn  Professor  Grunert  entspricht.  Die  in  nachdrücklichster 
eise  im  147.  literarischen  Berichte  (S.  4.)  ausgesprochene  Auf- 
derung  sagte,  dass  „die  preussischen  mathematischen  Abitu- 
nten -  Arbeiten  eine  reiche  Fundgrube  trefflicher  Aufgaben  dar- 
rten dürften,  *die  wohl  einmal  zur  Anfertigung  einer  Sammlung 


Digitized  by  Google 


6 


Uterarischer  Bericht  CL 17//. 


benutzt  zu  werden  verdiente.''   Herr  Gi  ff  hörn  bäte*  fürs« 
schriftstellerischen  Zwecke  passender  gefunden,  aas  jenen  fr 
ten  eine  „Ausgabe  sfimmtlicher  Abiturienten- Aufgaben "  I* 
auszulesen.  Er  wollte  es  den  Schul  •  Examinatoren  „  bequem  nuda 
ihre  Anforderungen  mit  denen  ihrer  Fachgenossen  Vergleichs 
können."    Dies  ist  abe/  doch  nur  möglich,  wenn  man  die  vier Ai 
gaben,  welche  von  den  Abiturienten  in  fünf  Stunden  zu  btvkr 
sind  *),  nicht  trennt    Wer  sich  aus  dieser  Sammlung  eis  Utifci 
über  den  Standpunkt  des  mathematischen  Unterrichtes  an 
preussischen  Gymnasien  bilden  will,  bekommt  gewiss  ein  fälsch? 
well  die  leichten  und  mittel mässigen  Aufgaben,  abgerissen* 
den  drei  dazugehörigen,  sieh  als  Prflfungs- Aufgaben  viel  §elm 
mer,  oft  geradezu  wunderlich  ausnehmen.   So  hat  Herr  Giffkw 
den  Lehrern  einen  gar  schlechten  Dienst  geleistet ;  denn  er  nt 
anstatt  die  Arbeiten  „als  eine  Fundgrube  zu  benutzen1'  mdfc 
leichten  Aufgaben,  die  sich  kein  Lehrer  für  vorkommende  Fi!» 
notiren  wird,  wegzulassen,  die  Goldkörnchen  im  Sande  rery  fe 
tet.    Wollte  man  sich  nun  selbst  daran  machen  und  das  Cnnfc» 
wegstreichen,  so  ist  diese  Sammlung  auch  nicht  einmal  tonn 
gebrauchen.    Denn  das  Wiederaufiinden  einer  vor  einiger  Ut 
bierin  gelesenen  Aufgabe  dürfte  schwer  fallen !  Sie  sind  in  je« 
der  vier  grossen  Rubriken  (Arithmetik,  Geometrie,  TrigonooKC* 
und  Stereometrie)  im  allerbuntesten  Durcheinander;  geradeso.» 
sie  bei  der  Folge  der  Programme  herausgeschrieben  wurden!  Tai 
das  nennt  Herr  Gif f hör n  auf  dem  Titel  „zusammengestellt:* 
geordnet!"  — 

Mit  w  elcher  Hast  das  Zusammenschreiben  stattgefunden  *• 
von  zeugen  die  zahlreichen  Druckfehler  und  die  Wiederhol 
derselben  Aufgabe.    Als  Belege  für  letzteres  wollen  wir  m  " 
der  Trigonometrie  anführen:  No.  66  ist  gleich  No.  130,  euadd 
lateinischen,  dann  mit  griechischen  Buchstaben  für  die  Wd* 
No.  29,  68  und  75  sind  dieselbe  Aufgabe  mit  anderen  Zahle* 
Pothenot'sche  Aufgabe  steht  zweimal  dicht  hinter  ein**« 
No.  58  ohne,  No.  59  mit  einem  Zahlenbeispiel.    Am  schirmst 
aber  sind  die  vielen  Druckfehler,  weil  sie  die  Aufgaben  gitffc* 
zerstören.    Von  denen  auf  den  ersten  Seiten  nehmen  wir  foM 
heraus : 

No.  8  und  9  sind  Beispiele  zur  Aufsuchung  der  Wurzeltet** 


*)  In  Betreff  dieser  Bestimmung  des  preussischen  PnifancsT^ 
ments  zeigt  Herr  Giffhorn,  Lehrer  in  Brannschweig,  iotrk  * 
Bemerkung  nm  Schlüsse  seines  Vorwortes  eine  streng  so  ragrssV  fr 
kenntnins  ! 
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ird,  wie  man  auf  den  ersten  Blick  erkennt,  durch  ar  =  5  befrie- 
igt,  und  giebt 

(<r  — Ö)(**— 2)  =  0, 

ar,  =5,    ar2  =  +  v2,   ar8  =  — V2. 

er  Druckfehler  11  statt  10  macht  diese  leichte  Aufgabe  zu  einer 
:hfimmen  Gleichung  dritten  Grades  (und  kubische  Gleichungen 
nd  bekanntlich  aus  dem  Pensum  der  Gymnasien  verwiesen). 

Für  die  Gleichung  No.  0: 

13a:»  +  46*»-52*  -f  168  =  0 
sst  168  =  2.2.2.3.7  finden: 

(x — 7)  (* — 6)     +  4)  =  0, 

w  xx  =7,  jt4  =  6,  ^  =  +  2\^^T,  ar4  =  — 2^^!. 

Herr  Giffh  orn  bat  das  Glied  — 52a:  ganz  ausgelassen,  also 
le  Gleichung  vierten  Grades  mit  irrationalen  Wurzeln  gegeben. 

Die  schone  Gleichung  No.  4  muss  heissen : 

(x  +  1)Ä  -  6(ar  +  l)5  \  3*  (5*5  +  15a: +8)  +  261  =  0, 

1  nicht  (6*  + 1)»;  sie  ergiebt  V=32,  *i8  =  8. 
Die  zweite  Gleichung  unter  No.  19: 

«/  534  x~~y 

inert  sich  Referent  in  dieser  Weise  in  einem  Programme  gele- 
zu  haben.    Herr  Giffhorn  hat  sich  aber  nicht  die  Zeit  ge- 
imen,  herauszufinden,  dass  statt  des  Punktes  ein  Minuszeichen 
setzen  ist;    dann  giebt  die  Gleichung  mit  der  dazugehörigen 

(ar»+y«)(x-.,v)  =  876 

s  gute  LOsuog. 

Die  schwierige  Aufgabe  No.25  (von  Herrn  Prof.  Schellbach): 

er  auf  der  rechten  Seite  abgeändert  in  a(x*+y*)  und  b(x4— y*)f 
urch  die  Gleichungen  unauflösbar  geworden  sind.  Ihm  bat 
t  Torsfcech webt ,  dass  man  y  =  xz  setzen  muss,  um  durch 
sion  die  beiden  Gleichungen  in  eine  reciproke  Gleichung  4ten 
les>  ffir  x  zu  vereinigen,  die  von  den  nten  Potenzen  frei  ist. 
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Ebenso  sind  die  Gleichungen  No.  36  und  37  durch  zwefe- 
eingekommene  Pluszeichen  sieht  mehr  aufzulösen;  sie  uns» 
lauten : 

No.  36.  |  +         =  26> 

'  (**-tf*)(>-.y)=r48. 

No.37.  |        +  ^  (*»-*»>  =  51«, 

9    (x*-^)(a:>  +  y»)  =  1568. 

Ferner  sind  die  Vorzeichen  in  der  dritten  Gleichung  No.&r. 
corrigireii  in 

*:#  =  y;;>   *  +  y  +  *  =  3,   j:a— y«+21  =  l. 

Oer  Raum  gestattet  nicht,  noch  mehr  Druckfehler  aus  den  vir 
ersten  Seiten  hier  aufzuzählen.  Durch  Mangel  an  Sorgfalt  sLd 
viele  Aufgaben  verstümmelt  und  das  Buch  völlig  u  n  zu  verlas* .' 
geworden.  Von  mehreren  Collegen  ist  dem  Referenten  gestf 
worden,  dass  sie  es  nicht  mehr  wagen,  aus  der  Giffboro'fd« 
Sammlung  in  der  Ciasse  Aufgaben  zur  Hebung  zu  stellen,  w 
man  befürchten  muss,  mit  der  Auflösung  stecken  zu  bleibet' 

Berlin.  Martof. 


HOlfstafeln  zur  Berechnung  der  Invaliden*.  Win 
wen-  und  Waisen- Pensionen  und  der  Bestand fabifktf 
der  Pensionskassen  nebst  vorau fgesc bickteo  Erlitt* 
rungen,  bearbeitet  von  L.  Albert,  Special -Directorto 
Mecklenburgischen  Eisenbahn*  Leipzig,  J.  C.  Hioricfc 
sehe  Buchhandlung.    1863.    IV.  und  60  S.  gr.  8°. 

Diese  Schrift  ist  zunächst  dazu  bestimmt,  einem  pracf^V 
Bedürfnisse  der  deutschen  Eisenbahn- Verwaltungen  abwM» 
bei  denen  Pensions- Cassen  für  Invaliden  und  für  die  Witt^s^ 
Eisenbahn -Beamten  bestehen,  und  muss  als  ein  verdienst" 
Unternehmen  bezeichnet  werden.  Denn  die  von  dem  Verf^' 
berechneten  Tafeln  machen  es  jeder  Eisenbahn  •  Verwaltung  sk- 
lich,  die  Bestandföbigkeit  ihrer  Pensionscasse  zu  prüfen  oW^ 
far  dieselbe  etwa  erforderlichen  Zuschuss  zur  rechten  Zä  ■ 
ermitteln.  Ohne  diese  Tafeln  würde  bei  der  Eigentümlich 
der  Einrichtungen  dieser  Pensionscassen  eine  solche  Beretk* 
so  mühselig  sein,  dass  sie  nicht  leicht  ausgeführt  werden  wini 

Die  Eisenbahn-Verwaltungen  sichern  nämlich  ihren  Officio 
Invaliden-Pensionen  zu,  deren  Höhe  von  dem  Dienstalter  zsrZ* 
des  Eintritts  der  Invalidität  abhängt  und  mit  diesem  Diew»* 
sich  steigert;  ebenso  richtet  sich  die  Höhe  der  gewährten  und  tff 
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Oföcianten  zugesicherten  Wittwen-Pensionen  nach  dem  Dienstalter 
Eur  Zeit  der  Invalidität  oder  des  Todes.  Die  Anzahl  der  mög- 
lichen Steigerungen  ist  bei  den  verschiedenen  Verwaltungen  höchst 
verschieden.  Herr  Albert  hat  nun  für  die  sogenannten  baaren 
iVerthe  der  in  arithmetischer  Progression  steigenden  Invaliden- 
md  Wittwen* Pensionen  Tafeln  berechnet,  deren  Gebrauch  für  die 
Feststellung  der  Bilanz  einer  Eisenbahn  -  Pensionscasse  eben  so 
•equera  ist,  als  die  Benutzung  der  Lebens-  und  Wittwen-Renten- 
Tafeln  för  die  Zwecke  der  gewöhnlichen  Lebens-  und  Wittwen- 
leoten  -  Versicherung. 

Die  Grundlagen  der  Berechnung  sind  die  bekannten  Brune'* 
chen  Mortalitätstafeln  für  Männer  und  Frauen  nach  den  Erfah- 
angen  der  Allgemeinen  Preussischen  Wittwen-  Verpflegungs- An- 
talt,  gegen  deren  Anwendbarkeit  für  den  vorliegenden  Zweck 
ichts  zu  erinnern  sein  dürfte. 

Weniger  sicher  ist  die  Grundlage  för  die  Berechnung  der 
ivaliden- Pensionen,  indem  es  hiefür  an  genügenden  Erfahrungen 
och  fehlt  und  einstweilen  eine  Hypothese  aushelfen  muss.  Der 
erfasser  folgt  hierin  dem  Vorgange  von  Dr.  Heim  und  Dr.  Wie- 
and  und  läset  die  Anzahl  derjenigen,  welche  von  einer  Ursprung 
ihen  Anzahl  gleichalteriger  gesunder  Personen  im  Verlauf  der 
ihre  successive  invalide  werden,  eine  geometrische  Progression 
Iden.  Es  giebt  aber  zwei  Hypothesen  dieser  Art,  die  einen  so 
eiten  Spielraum  lassen ,  dass  es ,  wenn  nicht  im  mathematischen 
nne  wahrscheinlich,  doch  jedenfalls  plausibel  ist,  dass  die  Wahr- 
st dazwischen  fallen  wird,  und  berücksichtigt  ausserdem  den 
instand,  dass  die  Invaliden  etwas  rascher  sterben  werden,  als 
5  Nichtinvaliden. 

Die  Unsicherheit  dieser  Grundlage  kann  man,  ohne  unbillig 
sein,  nicht  als  einen  Mangel  der  Arbeit  ansehen;  man  muss 
ilmehr  es  dem  Verfasser  Dank  wissen,  dass  er  sich  durch  den 
ingel  an  einer  solchen  Grundlage  von  seiner  mühevollen  Arbeit 
:ht  hat  abhalten  lassen,  indem  die  deu  Eisenbahn •  Verwaltun- 
n  durch  dieselbe  gewährte  Erleichterung  zur  approximativen 
rechnung  ihrer  Pensionscassen  von  selbst  zur  Gewinnung  bes- 
er  Grundlagen  führen  wird. 

Die  Anwendbarkeit  der  berechneten  Tafeln  ist  übrigens  nicht 
'  Eisenbahn- Verwaltungen  beschränkt,  indem  es  auch  für  die 
öffentlichen  Dienste  Angestellten  nicht  an  Pensionscassen  mit 
igendeo  Pensionen  fehlt. 

Der  Verfasser  hat  auch  Näherungswerte  för  die  Waisen- 
nsiooen,  wie  die  Eisenbahn- Pensions -Caasen  solche  zu  gewäh- 

2» 
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ren  pflegen,  auf  eigentümliche  Art  berechnet  und  in  Tafebgt 
bracht,  die  mit  Sicherheit  benutzt  werden  können,  weil  sie  m\ 
weislich  huber  sind,  als  die  wahren  Werthe. 

Die  Anwendbarkeit  dieser  verschiedenen  Tafeln  aof  die  bwu 
Mannigfaltigkeit  der  Bestimmungen  bei  den  Pensions  -  Casten  de 
verschiedenen  deutschen  Eisenbahnen  wird  besonders  anscbaalxi 
durch  die  Tafeln  No.  28  und  29,  wo  der  Verfasser  für  eine  gm« 
Anzahl  Eisenbahnen  die  Formeln  angiebt,  nach  welchen  sie  um 
Tafeln  zu  benutzen  haben,  um  ihre  Bilanzen  zu  ziehen.  Die  Er- 
läuterungen sind  kurz  und  gedrängt,  aber  für  Jeden,  der  d»Dt 
raente  der  Theorie  der  Leibrenten  und  Oberhaupt  der  vom  Ute 
und  Sterben  abhängigen  Versicherungen  kennt,  vollkomroea  *f 
ständlich ;  die  Ableitung  der  Formeln  ist  nicht  ohne  eigenta 
liehe  Eleganz.  In  dieser  Beziehung  ist  besonders  die  Uü»** 
tung  der  gewöhnlichen  Formel  fär  die  Wittweurente  bervorzubeb- 
um  den  Werth  einer  mit  dem  Dienstalter  des  Mannes  steiget 
Wittwenrente  zu  erhalten,  deren  Steigerung  mit  dem  Tod« 
Mannes  zum  Abschluss  gelangt. 

Es  kann  daher  diese  Arbeit  nicht  bloss  den  Eisenbabo-Vp 
waltungen,  sondern  auch  der  Beachtung  der  für  ihren  Gegenstü 
sich  interessirenden  Leser  des  Archivs  mit  Recht  empfohlener^ 

Schwerin,  im  März  1863.  M.  C.  Dippe 

Tafel-  Fehler. 

Herr  Professor  Hoüel  in  Bordeaux,  dessen  im  Liter. 
Nr.  CL.  S.  1.  ausführlich  angezeigten,  so  ungemein  beqoeBt&* 
mentlich  aber  auch  die  Sicherheit  und  Genauigkeit  der  RVbs&r 
gen  so  sehT  fordernden  fünfstelligen  Tafeln  (Paris,  Mallft-Bi- 
chelier,  1858)  allen  Rechnern,  namentlich  aber  auch  den  Srta  - 
nicht  genug  empfohlen  werden  können,  und  von  denen  eine  Ab- 
gabe mit  deutscher  Einleitung  sehr  zu  wünschen  wfire,  bat  & 
Güte  gehabt,  mir  Folgendes  mitzuth eilen ,  was  ich  grösserer 
heit  wegen  grösstenteils  mit  seinen  eigenen  Worten  wiederteV« i 
will,  indem  ich  ihm  für  diese  Mittheilungen  verbindlichst  dub 

„Permettez  moi"  —  schreibt  mir  Herr  Hoüel  —  „de  w 
signaler  une  nouvelle  faute  dans  la  table  des  coefficients  biocs 
aux  pour  la  puissance  —  J,  qui  est  reproduite  dans  les  roene 
de  Hülsse  et  de  Kohler  d'apres  le  vieux  Vega  de  1783.  Dg* 
sur  mes  indications,  on  avait  corrigö,  dans  la  7e  ädition  de  KCl 

13  5  7 

ler,  le  logarithme  de  2  4  6  8*   ^n       raes  co^uc*  *■* 
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M.  Bourget,  Ptofesseur  ä  la  faculte  des  sciences  de  Clermont- 

13  5  13 

Ferrand,  vient  de  me  faire  remarquer  que  le  log.  de  2  4  6  ~14 
»t  1,3211273  et  non  1,3201273." 

„Jai  envoyö  ces  jours  derniers  ä  M.  Bernh.  Tauchnitz 
me  liste  de  fautes  que  j'ai  decouvertes  sans  beaucoup  chercber 
ans  le  volumioeux  recueil  de  formules  que  contiecnent  les  Tables 
e  Kubler.  Je  n'ai  que  la  6*  Edition  eotre  les  mains,  et  je  ne 
ais  si  Ton  a  fait  des  corrections  dans  les  e*ditions  suivantes.  Mais 
est  etonnant  que  ces  fautes  n'aient  pas  äte*  remarquces  plustöt." 

„Pendant  qae  je  voas  parle  de  tables,  je  deVtrerais  bien  que 
aus  fissiez  ä  M.  Schrön  un  reprocbe  grave  pour  avoir,  comme 
•  Net,  oublie*  de  joindre  ä  ses  belles  tables  quelques  lignes  ren* 
rroant  les  logarithmes  des  nombres  usoels  n,  e,  log.nat.  10,  arcl", 

^p?  etc.  Cet  oubli  rend  l'usage  de  ces  Tables  tres  incommode 
ms  certains  cas,  et  II  serait  bien  facile  de  le  Sparer." 

Herr  Hoüel  verdient  gewiss  grossen  Dank  für  diese  Mit- 
eilungen.  Herr  Tauchnitz  wird  aber  gewiss  nicht  unterlassen, 
ne  genaue  Tergleicbung  der  älteren  und  neueren  Ausgaben  der 
öhle r'schen  Tafeln  anstellen  zu  lassen  und  die  ihm  angezeig- 
n  Fehler  z.u  verbessern.  Die  schönen  S ehr öV sehen  Tafeln 
usgabe  18(50,  auf  die  ich  mich  jetzt  nur  beziehen  kann)  enthal- 
}  überhaupt  keine  Formelsammlung,  auch  nicht  die  Logarithmen 
zur  Anwendung  kommender  constanter  Zahlen,  eben  so  wenig 
*se  Zahlen  selbst,  so  dass  also  deren  Mittheilung  wohl  fiber- 
apt  nicht  in  dem  Plane  des  Herrn  Herausgebers  gelegen  hat. 
.  aber  der  Wunsch,  die  wichtigsten  dieser  Zahlen  in  den  Tafeln 
besitzen»  jedenfalls  ein  sehr  gerechtfertigter  ist,  so  werden 
vohl  Herr  Professor  Schrön,  als  auch  die  treffliebe  Verlags- 
idlong,  die  kein  Opfer  scheuet,  um  diesen  ausgezeichneten 
fein  eine  immer  grössere  Vollendung  zu  geben,  gewiss  nicht 
1  geringsten  Anstand  nehmen,  in  die  neuen  Ausgaben  die  ge- 
ischten  Zahlen  noch  aufzunehmen.  G. 


Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  königl.  Bayer.  Akademie  der 
;senschaften  zu  Mönchen.    (Vergl.  Literar.  Bericht 
CLVII.  S.  15.) 
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1862.  11.  Heft  HI.  Pettenkofer:  Ueber  die  Besta- 
des  bei  der  Respiration  ausgeschiedenen  Wasserstoff-  nndGreW 
Gases.   S.  162. 

1862.  II.  Heft  IV.  Jolly:  üeber  Bathometer  and  mfk 
sehe  Thermometer  (mit  zwei  Holzschnitten).  S.  248— S.  279.  (Vi 
machen  auf  diese  ausführliche  und  lehrreiche  Abhandlang  reck 
sehr  aufmerksam,  auch  in  nautischer  Beziehung.  Nach  einerb; 
zen  Charakterisirung  der  bisher  bekannten  Instrumente  beschreta 
Herr  Jolly  dann,  ausgehend  von  der  Idee  von  Haies  (S. 51: 
einen  eigenen  einfachen  graphischen  Apparat,  dessen  Theowc 
sodann  sehr  sorgfältig  mathematisch  entwickelt  und  hieranf«* 
grössere  Reihe  im  Königssee  bei  Berchtesgaden,  in  den  dtf* 
ungefähr  2  Kilometer  entfernten  Obersee  und  im  Walcbensee  * 
gestellter  Tiefenmessung  mittheilt.  Wir  empfehlen,  wie  genr 
diese  Abhandlung  zur  sorgfaltigsten  Beachtung.) 

1863.  I.  Heftl.   Steinheil:  Ueber  Verbesserungen  k fc' 
Construction  der  Spectral  -  Apparate.  S.  47.   (Der  Stadions  nt 
Littrow  in  Wien,  Sohn  des  Directors  der  dortigen  Stern«« 
hat  auf  die  ihm  eigenthü'mliche  schone  Idee,  die  Lichtspalte 
Erzeugung  des  Spectrums  nicht  wie  bisher  durch  ein  eigenes  F<*- 
rohr  hervorzubringen,  sondern  in  das  zur  Betrachtung  des 
bestimmte  Fernrohr  selbst  zu  verlegen  und  dann  durch  Spief^'- 
das  Bild  des  Spectrums  zu  betrachten,  ein  neues  Instrumetr 
Spectral-Analyse  gegründet.    Dadurch  ist  nicht  nur  ein 
genügend,  während  bisher  zwei  erforderlich  waren,  sollten* 
verdoppelt  sich  auch  durch  das  Spiegelbild  die  Anzahl  cd  & 
Wirkung  (wenigstens  zum  Theil)  der  Prismen,  so  dast&r* 
Wien  construirte  Apparat  mit  vier  Prismen  einem  alteret^ 
kommen  würde  mit  acht  ähnlichen  Prismen.   Herr  v.  Littro«  j 
hat  noch  andere  sinnreiche  Verbesserungen  an  dem  Apparat 
gebracht,  der  jetzt  einen  viel  kleineren  Raum  einnimmt  n^1 
einem  Kästchen  aufgestellt  ist,  welches  zugleich  als  dunkel« l* 
mer  dient.    Ueber  alle  diese  verdienstlichen  Verbesserooftf  * 
breitet  Herr  v.  Steinheil  sich  in  dem  vorliegenden  Aufs***1 
bekannter  Genialität,  so  dass  wir  Alle,  die  sich  mit  Sffi1 
Analyse  beschäftigen,  auf  diesen  Aufsatz  des  Herrn  v. 

so  wie  auf  den  neuen  Wiener  Apparat  selbst,  der  auch  voobV" 
v.  Ettingshausen  sehr  empfohlen  wird,  dringend  aufaer^ 
machen  müssen.)  —  v.  Kobell:  a)  Ueber  ein  Gerasbart-fc* 
troskop  und  über  Mineral -Elektrizität.  S.  51.  b)  üeber  Asterts^ 
Stauroskopische  Bemerkungen.  S.  65.  (Auch  diese  Aufsitze  k**5 
wir  mit  Interesse  gelesen  und  empfehlen  sie  der  Beachtuni  ' 
Herrn,  v.  Schlagintw eit:  üeber  die  Temperatur -VerWto* 
des  Jahres  und  der  Monate  in  Indien.   S.  67. 


Digitized  by  Googl 


I 


Wer  arischer  Bericht  CLVIll.  13 

Preisaufgabe  der  Akademie  der  Wissenschaften 

in  Bologna.  t 

Da  auf  die  von  der  Accademia  delle  scienze  dell'  Isti- 
uto  di  Bologna  für  1862  gestellte,  d  en  Galvanismus  betreffende 
'reisaufgabe  (s.  Literar.  Ber.  CXLV.  S.  18.)  eine  Bewerbungsscbrift 
icbt  eingegangen  ist,  so  ist  diese  Aufgabe  unter  dem  26.  Februar 
.  J.  für  1865  wiederholt  worden.  Um  die  Aufmerksamkeit  so 
iel  als  möglich  auf  diese  Aufgabe  hinzulenken,  lasse  ich  daher 
as  desfallsige  neue,  mir  gutigst  zur  Veröffentlichung  zugegan- 
ene  Programm  im  Nachstehenden  abdrucken,  und  wünsche  sehr, 
iss  diese  Aufgabe  die  Beachtung,  welche  sie  so  sehr  verdient, 
jeder  Beziehung  finden  möge.  Gruner t 

PRO  GRAMM  A 

DELL*  ACCADEMIA  DELLE  SCIENZE 

DELL'  ISTTTÜTO  DI  BOLOGNA 

PEL 

CONCORSO  AL  PRE1BI0  ALDIN1  SUL  GALVANISIflO 

PER  L'AXNO  1865. 

Non  essendo  pervenuta  alcuna  Memoria  al  Concorso  pel  186*2, 
ripropone  h  stesso  Tema  e,  riconosciutane  la  molta  impor- 
nia,  e  le  non  lieti  difficolta  che  gli  vanno  congiunte,  se  ne 
menta  il  premio,  modificandone  le  condiiioni,  come  segue. 

I  muscoli  ed  i  nervi  della  rana  sono  sedi  di  correnti  elettriche, 
quali  diedero  materia  a  due  Dissertazioni,  premiate  da  quest' 
:cademia,  cd  elaborate  dai  chmi  Professori  Grimelli  e  Ciraa 
r  rispondere  a  due  temi  proposti  pe  concorsi  al  premio  Al- 
ni.  Stando  niassimamente  ad  una  reccnttssima  Pubbiicazione 
I  Sig.  Budge,  Profcssore  nell'  Universita  di  Greifswald,  e 
le  di  corrento  elettrica  nella  rana  anche  la  pelle.  L'Accade- 
%  che  ha  semprc  cercato  di  conoscere  ben  chiaro  ed  appurato 
into  erasi  scoperto  in  fatto  d'  elettricitä  in  quell'  animale,  ond' 
je  origine  il  GalvanUmo,  non  puö  non  cercar  di  conoscere  ezian- 
quanto  e  stato  dipoi  scoperto  intorno  al  medesimo,  e  percio 
:he  quanto  puo  esser  riferibile  all'  ultima  memorata  corrente. 
)pone  quindi  il  seguente 

Q  u  e  8  i  t  o. 

1°.  Eisaminare  ed  csporre  ci<>  che  dai  fisici  e  dai  fisiologi  e 
to  trovato  di  rilevante  intorno  alle  correnti  muscolari,  nervee 
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e  di  contrazione  della  rana  dopo  le  aopracceunate  Dis*ertii'/ 
dei  Professori  Grimelli  e  Cima:   e  sopratutto  la  vera  iid^ 
tanza  dello  stato  elettro-tonico  dei  ner?i,  assai  grande  secoifc 
le  diligenti  ricercbe  dei  Sig.  P  Höger,  e  pressocbe  nalla  imn 
il  parere  dei  sopradetto  Sig.  Budge:  e 

2°.  Indagare  con  precise  e  concludenti  esperienze  w  tei- 
raente  nella  pelle  della  rana  ei  manifeati  uoa  corrente  elettria 
e,  nel  caso  affermativo,  quali  sieno  le  leggi  di  questa  correte 
se  debbasi  o  no  riguardare  come  fenomeno  fisiologico:  eseabli 
veruna  attinenza  colle  altre  correnti. 

Richte  dei'  Accaderaia,  che  dai  fatü  relativi  alla  rana  dm» 
acompagnino  i  fatti  analoghi  osservati  in  altri  animali,  machen 
gano  anch'  essi  riferiti  e  discussi ,  riunendo  cosi  in  on  totto  *b 
quanto,  in  relazione  all'  oggetto  in  discorso,  e  sino  al  tenabe 
assegnato  a  questo  Concorso,  aarä  ben  conoscinto  circa  alt'  et» 
nomia  aniraale. 

St  retribuira  un  preinio  di  Ihre  italianc  duemila  all'  Autwf 
dello  scritto  che,  colle  suddette  avvertenze  e  condizioni,  presa 
a  giudizto  dell'  Accademia,  la  miglior  soluzione  dei  proposto  teai 


Le  Memorie  per  questo  Concorso  dovranno  pervenire  /rc»<;/ 
a  Bologna  entro  il  niese  di  Dicembre  milleottocentosessantaci^- 
con  qaesto  preciso  indirizzo  =:  AI  Segretario  dell'  Accademia  Ä 
Scienze  delV  Istitoto  di  Bologna  =:  nn  tale  termine  e  di  rif« 
e  percio  non  aarebber  ricevute  pel  Concorso  le  Memorie  che 
gessero  all'  Accademia,  spiroto  V  ultimo  di  dell'  indicato  ae* 
Dovranno  essere  scritre  o  in  italiano,  o  in  latino,  o  io  fraKes?- 
e  in  caratteri  facilmente  leggibili,    L*  Accademia  ricbiede 
giore  esattezza  nelle  citazioni  di  Opere  stampate,  e  la  roa^ 
esattezza  nelle  citazioni  di  Opere  stampate,  e  la  maggiore  aai» 
ticitä  ne'  documenti  in  iscritto,  che  agli  Autori  torni  di  nietr 
nare  a  prova,  o  con  fort o  di  loro  asserzioni.    Ciascan  concorrw5 
dovrä  contrassegnare  con  un'  epigrafe  qualsiasi  la  sua  Men»» 
ed  accompagnare  questa  d' una  Scheda  suggellata,  la  quält»«' 
chiuda  il  nome,  cognorae  ed  indirizzo  di  lui,  ed  abbia  ripehiü*' 
esterno  la  predetta  epigrafe.    I  concorrenti  avranno  tutta  Ii 
di  non  farsi  conoscere;  poiche  quegli,  che  per  qualcbe  espres*** 
della  sua  Memoria,  o  in  qualsivoglia  altra  mamera  si  facesie  e* 
noscere,  verrebbe  esclnso  dal  Concorso.    Spirato  il  sopradtf1 
termine,  esucceduto  ilgiudizio  delle  Memorie  di  Concorso.  sec^' 
r  analogo  Regolamento  dell'  Accademia,   verra  aperta  la 
Scheda  della  Memoria  meritevole  dei  Preraio,  e  dei  preroiato  * 
pubblicbera  tosto  il  nome. 

Bologna  dalla  Residenza  dell'  Istituto  il  di  26  Febbraio 

IL  PRESIDENTE 
Prof.  Giusrppb  Bertolowi. 

TL  SK  GRETA  RIO 
Dott.  Domeotco  Pu» 
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Francesco  CarllnL 

Notizie  sulla  vita  e  sugli  scritti  di  Francesco  Car- 
i,  raccolte  da  G.  V.  Schi a pare Iii,  Direttore  dell'  o 8- 

rvatorio  astronomico  di  Brera,  Membro  effettivo  del 
Istituto  Lombardo  di  scienze,  lettere  e  arti.  Lette 

IIa  tornata  del   medesiroo  lstituto  il  18  Decembre 

12.    37  Seiten. 

Herr  Scbiaparelli ,  der  Nachfolger  Carlini's  als  Director 

berühmten  Sternwarte  der  Brera  in  Mailand,  an  welcher  vor 
rlini,  und  theilweise  noch  mit  demselben,  Männer  wie  Oriaoi, 
berühmte  Verfasser  der  „Elementi  di  Trigonoraetria 
roidica.  Bologna.  1806.  *)"  und  vieler  anderer  wichtiger 
rillen,  ferner  Reggio  und  Cesaris  wirkten,  bat  in  dieser 
rift  eine  «ehr  interessante  Lebensbeschreibung  und  sehr  ein- 
ende Würdigung  der  wissenschaftlichen  Verdienste  des  genann- 
berühmten Astronomen  und  Mathematikers  geliefert  und  zu- 
cb  den  trefflichen  Mann  rü'cksichtlich  seines  ganzen  äusseren 

inneren  Wesens  so  schön  und  mit  so  vieler  Pietät  geschildert, 
s  wir  unsere  Leser  recht  sehr  auf  diese  ausgezeichnete  Schrift 
nerksam  machen  müssen.   Eine  ganz  besonders  dankenswerthe 

wichtige  Beigabe  ist  aber  auch  der„Elenco  dei  princi- 
i  Scritti  pubblicati  da  Franzesco  Carlini/'  Die  Zahl 
er  Schriften  beträgt  144  und  legt  das  deutlichste  Zeugnis*  von 
lini's  reichem  Geiste  ab,  da  diese  Schriften  sich  über  die 
chiedensten  Gebiete  der  Astronomie  und  ihrer  sammtlichen 
fswissenschaften ,  insbesondere  auch  der  reinen  Mathematik, 
vie  der  Physik,  und  selbst  der  socialen  Wissenschaften  ver- 


•)  M.  vergl.  Sphäroiditche  Trigonometrie  von  Dr.  J.  A. 
nert.    Berlin.  1833.    4°.  (Vorrede.) 
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breiten.   Je  mehr  es  unser  Wunsch  ist,  dass  die  Leser  des  Arir» 
sieh  mit  dieser  ausgezeichneten  Schrift  selbst  bekannt  mar 
desto  mehr  glauben  wir  uns  hier  nur  mit  dem  folgenden  ran 
Auszuge  aus  derselben  begnügen  zu  dürfen  und  zu  müsset. 

Francesco  Carlini  wurde  am  7.  Januar  1783*)  n  Nt 
Und  geboren.  Sein  Vater  war  Carlo  Giuseppe  CarliiU 
detto  alla  Biblioteca  di  Brera,  e  da  Rosa  Miosis.  St* 
ersten  Unterriebt  erhielt  er  von  seinem  Vater,  besuchte  dasa 
Gymnasium  der  Brera  und  befleissigte  sich  in  seiner  ersten  Jie* 
verschiedener  wissenschaftlicher  Studien,  insbesondere  aoefc  ^ 
Mathematik  und  der  Architektur,  gewann  aber  sehr  bald  * 
vorherrschende  Neigung  lur  das  Studium  der  Astronomie,*^- 
künftig  den  Beruf  und  den  Rohm  seines  Lebens  ausmachet»  s«e 
Nachdem  er  sich  schon  vielfach  astronomischen  Arbeit«  » 
Rechnungen  gewidmet  hatte,  wurde  er  im  Jahre  1/99  Eier?* 
durch  die  oben  genanoten  Astronomen  so  berühmten  Stenr 
der  Brera  in  Mailand,  die  damals  keiner  anderen  europi** 
Sternwarte  nachstand,  und  zugleich  bei  der  „Commissionedeip 
e  misure  per  il  regno  d'  Italia"  beschäftigt.  Im  Jahre  ISß' 
hielt  er  das  Diplom  der  Mathematik  von  der  Universität  ii  rV» 
und  wurde  1804  zum  Grade  eines  Astronomo  sopranutnerins  ^ 
der  genannten  Sternwarte  befördert.  Nach  Angelo  deCeufr 
Tode  ward  ihm  im  Jahre  1832  das  Oirectorium  der  SUnwtf 
Übertragen,  indem  er  zugleich  in  demselben  sich  mit  GiW* 
Sabatelli,  Tochter  eines  berühmten  Kunstlers,  verheirihViufr 
mit  welcher  er  in  ruhiger  Einfachheit  lebte,  bis  er  am  29.  Aot««* 
einer  schrecklichen  Krankheit  der  Eingeweide  erlag:  „W* 
vea  il  Nestore  degli  odieroi  astronomi,  ottuagenario,  p**»f 
morte  immatura,  prodotto  non  giä  da  debolezza  senile,»1 
morbo  di  carattere  violento.  Ei  dico  di  morte  immatura;  f*  i 
il  corpo,  sebben  di  raolti  aoni,  robusto  era  tuttavia,  es1*4 
piü  longa  vita;  piü  del  corpo  ancora  cran  riraaste  intattelebfr 
dello  spirito."  —  „Fu  Carlini  d'as petto  non  disaggradev*  : 
statura  media  e  di  robusta  costituzione  di  corpo.  Si  conduw**11 
troppo  gravi  incomodi  fino  all'  etä  di  anni  quasi  ottanta,  f®*1 
temperato  suo  vivere,  ed  alla  attivita  ben  regolata  in  cui  tesen' 
sue  forze  fisiche  ed  intellettuali.  Amö  sopratutto  la  outete, 
volentieri  i  rumori  del  mondo  e  le  questioni  d  ogni  natura' 

Nach  dem  Beispiele  Oriani's  vermachte  Carlini  der  St'" 
warte  eine  namhafte  Summe  zur  Verwendung  fllr  wissen8^ 


•)  M.  vergl.  meine  vorläufige  knrse  Notiz  von  dem  Tod*  f»rl" 
im  Literar.  Ber.  Nr.  CUR.  S.  1.  ' 
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che  Zwecke,  so  wie  seine  Manuscripte;  dem  „Istituto  Lom- 
ardo  di  scienze,  letiere  e  arti"  seine  zahlreiche  Sammlung 
isseoschaftl icher  Werke. 

Die  wichtigsten  Arbeiten  Carlini 's  gehören  natürlich  den 
ebieten  der  Astronomie,  Geodäsie  und  Meteorologie  an.  Er  war 
ler  auch  ein  geschickter  und  scharfsinniger  Analyst,  wie  die 
ichstehend  genannten  Abhandlungen  zeigen : 

Ricerca  sulla  convergenza  della  serie  che  serve 
la  risoluzione  del  probleroa  di  Keplero.  (Effemeridi 
stronomiche  di  Milano.  1818.  Eine  Uebersetzuug  und  Be- 
Atiguug  eines  Irrtbums  lieferte  Jacobi  in  den  Astronomi- 
en Nachrichten.   Nr.  700.) 

* 

Sopra  alcune  funzioni  esponenziali  comprese  nella 

rmula  x*  .  (Memorie  dell'  Istituto  del  Regno  Lora- 
irdo  Veneto.    Tom.  I.) 

Sulla  proprieta  delle  funzioni  algebriche  conjugate« 
Viener  Sitzungsberichte.  Juli.  1854.) 

Algoritmo  delle  perturbazioni  lunari,  mit  einer  Einlei- 
Qg:  Sul  calcolo  delle  quantitä  periodiche.  (Memorie 
IT  Istituto  del  Regno  Lombardo  Veneto.   Tom.  V.) 

Ueber  die  Logarithmentafeln  mit  zehn  Decimalen. 
ahrbücber  des  polytechn.  Instituts  in  Wien.   Tbl.  X.) 

Carlini 's  astronomische  und  verwandte  Arbeiten  sind,  so 
nnigfaltig  und  erstrecken  sieb  so  sehr  über  das  ganze  Gebiet 
r  Wissenschaft,  dass  wir  hier  nur  einige  der  wichtigeren  der: 
ben  hervorheben  können,  im  Uebrigen  uns  auf  die  schone 
hrift  Herrn  Schiaparelli's  selbst  bezieben  müssen. 

Unter  seinen  theoretischen  astronomischen  Arbeiten  sind  vor- 
sieh und  zunächst  die 

Tavole  del  Sole  per  il  Meridiano  di  Milane,  se- 
condo  gli  elementi  del  celebre  signor  Delambre. 
Milano.  1810.  . 

m 

nennen.  Als  Carlini  in  die  astronomische  Laufbahn  eintrat, 
ren  vorzüglich  die  Sonnentafeln  von  Delambre  in  Gebrauch; 
rhdem  aber  Carlini  dieselben  einer  genauen  Prüfung  unterworfen 
te,  erwiesen  sie  sich  so  fehlerhaft,  dass  er  sich  entschloss,  unter 
ibebaltung  der  w>n  Delambre  angewandten  Constanten  sie  von 
uem  ftir  den  Meridian  von  Mailand  zu  berechnen,  und  zwar 
:b  einem  eigenen  Systeme,  worüber  er  sich  in  der  Esposi 

3» 
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zlooe  dl  od  nuovo  metodo  di  costruire  le  Tavole  aeti»- 
nomiche,  applicato  alle  Tavole  del  Sole.   Milano.  1810 
weiter  aussprach.    Gleichen  Fleiss  und  Eifer  widmete  er  in  Vir 
binduog  mit  Plana  der  Theorie  des  Mondes,  über  welche  b«ir> 
Astronomen  in  der  Corres pondance  astronomique  roo lit\ 
(Tom.  IV.)  die  beiden  Abhandlungen:    Obs ervation»  snr  o; 
ecrit  de  M.  de  Laplace  sur  le  p crfecti o nnement  de  Ii 
Theorie  de  la  Lüne  et  des  Tables  Lunaires  (1820)  «wi 
Note  sur  l'lquation  lunaire  ayant  pour  arguraent  U 
double  de  la  difference  entre  le  noeud  et  le  peri?>« 
(1820)  veröffentlichten;  Carlini's  Tavole  Lunari  blieben 
ungedruckt.  Ausserdem  erstreckten  sieb,  wie  schon  erionert,  mw 
theoretischen  Arbeiten  über  fast  alle  Tbeile  der  Astronomie,  z.£ 
Planeten-  und  Coroeteotheorie,  astronomische  Refraction  o. s. » 
Von  besonderem  Interesse  ist  auch  seine  Abhandlung:  Soll  iß 
eguale  distribuzione  del  calore  nel  globo  solare  rr 
centeniente  annunziata  dal  signor  Nerrander  (Gior- 
nale  dell*  letituto  Lombardo  e  Biblioteca  ItalUu 
Milano.    Tom.  XIII.) 

Seinen  Pflichten  als  Beobachter  entsprach  er  bis  in*s  höete 
Alter  mit  der  grössten  Gewissenhaftigkeit.    „Spettacolo  come 
rente"  sagt  der  Herr  Verfasser,  „era  il  vedere  Pottuagenario « 
cerdote  d' Urania,  stanco  ancora  dai  calcoli  e  dagli  stodi  deltW* 
salire  la  sera  con  lento,  ma  fermo  passo  sulla  vetta  delle  u& 
torri,  per  ivi  adempiere  a  doveri,  da  cui  la  grave  eta  arwfc 
potuto  dispensarlo :  esempio  ammirahile  e  non  abbastanza  ia&*' 
Ma  a  lui,  per  vincere  la  debolezza  dell'  eta  e  l'inclementa 
stagioni  dava  forza  l'amore  dei  reri  scientific! ,  quel  sacro  e  ptf** 
simo  fuoco,  che  sostenne  Keplero  nei  suoi  domestici  infoiw 
ed  animö  Galileo  nelle  carceri  del  Sant'  Uffizio:  e  senza  <fitf 
si  potranno  avere  medioeri  osservatori  e  computisti,  non  rot* 
grandi  astronomi." 

■ 

Ganz  in  Her  Kürze  können  wir  nur  noch  erwähnen  Carlii*1 
berfihmte  geodätische  Arbeiten  (in  Verblödung  mit  Plana)» 
meteorologischen  ond  magnetischen  Arbeiten,  seine  Abhandle 
Sulla  legge  delle  variazioni  orarie  del  baroroetro,  c*" 
Tavole  per  calcolo  delle  altezze  barometriche  o. f.* 

Besonderes  Interesse  fand  er  auch  an  mechanischen  Arbeit» 
wie  u.  A.  seine  Descrizione  di  una  maebinetta  che  ser*M 
risolvere  il  problema  di  Keplero  zeigt;  er  war  mit  es* 
reichen  und  glühenden  Phantasie  begabt,  der  klassischen  Lfo» 
tur  «eines  Vaterlandes  vollständig  kundig,  so  wie  der  altes  S?" 
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•ben  und  fünf  lebender  Sprachen  vollkommen  mächtig,  Verfasser 
ieler  Necrologe  verstorbener  Mathematiker  und  Astronomen,  viele 
abre  einer  der  Redactoren  der  Biblioteca  Italiana,  in  den 
)ongressi  Scientific*!  Italiani  in  diverse  citta  und  bei  den 
Mstribuzioni  dei  premii  d'industria  (1834,  1837,  1839,  1843) 
tets  eifrigst  betheiligt. 
LffaJ 

Es  liegt  uns  hier  ein  so  reiches,  mit  den  schönsten  und  glück- 
cbsten  Erfolgen  gekröntes  Leben  vor,  wie  es  wenig  Sterblichen 
>n  der  Vorsehung  beschieden  sein  mag;  und  Herr  Schiapa- 
•Iii  verdient  den  wärmsten  Dank  für  seine  treffliche  Schrift, 
uge  Italien  immer  viele  solche  Männer  besitzen  wie 

Francesco  Carlini! 

Ferdinand  Redtenbacber  *). 

Der  Trauerzug,  welcher  sich  am  Abend  des  17.  April  durch 
\  Strassen  unserer  Stadt  bewegte,  erwies  einem  Manne  die  letzte 
ire,  der  sich  um  die  Stadt,  um  das  Land,  um  die  deutsche  In- 
strie  und  Wissenschaft  die  grössten  Verdienste  erworben  hat, 
«seil  Name  der  polytechnischen  Schule  und  der  dort  von  ihm 
'tretenen  Disziplin  in  unvergänglichen  Zügen  eingegraben  ist. 

Ferdinand  Jakob  Redtenbacber  wurde  am  25.  Juli  1809 
der  ober -österreichischen  Stadt  Steyer  geboren,  dem  Sitz  ur- 
;r  Eisenindustrie,  in  einer  Gegend,  wo  ein  freierer  Geist  in 
i  berühmten  Klöstern  Kremsmünster  und  St.  Florian  seit  langer 
t  sich  ein  wissenschaftliches  Asyl  gerettet  hatte.  Dort,  im 
Besicht  der  sich  erhebenden  steierischen  Alpen,  verlebte  Red- 

hacher  seine  erste  Jugendzeit  im  elterlichen  Hause,  trat  aber 
on  mit  dem  elften  Jahre  in  ein  Kaufmanhsgeschäft,  so  dass 

Elementarbildung  in  dem  Augenblick  unterbrochen  wurde,  wo 
am  fruchtbarsten  zu  werden  beginnt.  Die  jugendliche  Natur 
ug  diese  vorzeitige  Praxis  nicht,  sie  sträubte  sich  überdies 
mi  eine  Thätigkeit,  deren  Grenzen  ihr  zu  eng  gesteckt  waren. 

dem  dreizehnten  Jahre  kehrte  Redtenbacber  zur  Schule 
ick,  diesmal  zur  Realschule  in  Linz.  Man  weiss,  wie  es, 
al  in  jener  Zeit,  mit  diesen  Anstalten  bestellt,  wie  ihnen  die 
3pste,  mechanischste  Vorbereitung  zur  Praxis  als  ausscbliess- 
5  Aufgabe  gestellt  war.    Nachdem  er  sich  kaum  drei  Jahre 

Studium  der  Mathematik  gewidmet  hatte,  rief  ihn  schon  1825 

-   rnfo^l  »*<i 

*)  Karlsruher  Zeitung.    1863.    Nr.  93. 
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die  Arbeit  de«  Lebens  zum  zweiten  Male  ab  ;  er  trat  bei  der  Mm* 
Baudirektron  als  Aushilfe  tum  Zeichnen  von  Bauplänen  «in.  fr 
zum  zweite»  Male  scbfittelte  der  nun  schon  selbstbewussterefc 
die  Fesseln  ab,  die  seinen  höhern  Flog  zu  hemmen  drehte*;  W 
reite  Ende  1825  ergriff  der  sechszehnjhhrige  Alpensohn  den  Wi- 
derstab, um  durch  das  schone  Donautbal  hinabzoziehen  tax  fo- 
serstadt  und  auf  der  dortigen  polytechnischen  Schale  den  Grd 
zu  legen  zu  seiner  Lebensarbeit. 

Bis  Ende  1829  lag  Redtenbacher  mit  der  ihm  früh  etp» 
rastlosen  Energie  dem  Studium  der  reinen  und  angewandtes  Mitfc 
matik  und  der  mit  dem  Wasser-  und  Strassenbau  zusammen!)« 
genden  technischen  Fächer  ob.   Seine  Lehrer,  unter  denen  k 
Herren  Artzberger  und  v.  Ettingshausen  ihm  eine  besowift 
Theilnahme  widmeten,  erkannten  früh  seine  hervorragende  Bes 
bung  und  wirkten  bereitwillig  mit,  ihm  den  Weg  zu  dem  Ben* 
zu  bahnen,  für  welchen,  die  Natur  ihn  so  reichlich  ansäest^ 
hatte.    Er  hat  ihnen  bis  zu  seinem  Lebensende  mit  wahrhaft  u» 
ger  Verehrung  und  Dankbarkeit  vergolten,  für  die  er  noch  **• 
read  der  schweren  Leiden  seiner  letzten  Tage  wiederholt  Worte  bd 

Die  Anstalt,  die  ihn  gebildet,  bot  seinen  Kräften  sofort  tm 
Verwendung;  im  November  1829  wurde  er  als  Assistent  för  & 
Lehrfach  des  Maschinenbaues  angestellt  und  blieb  vier  Jahre  in: 
in  dieser  Thätigkeit.   Es  war  ihm  dadurch  nicht  nur  die  m>!> 
sendste  Benutzung  aller  der  wissenschaftlichen  Hilfsmittel 
not,  über  welche  das  polytechnische  Institut  verfugte,  soodercf 
konnte  in  den  Jahren,  wo  der  Geist  sich  ganz  frei  nach  allen  Sei* 
zu  entfalten  liebt,  den  reiche«  Anregungen  einer  europäi^s 
Hauptstadt  nachgehen.    Er  konnte  in  den  herrlichen  Samrato 
Wiens  die  ersten  Blicke  in  das  Gebiet  der  bildenden  Künste 
im  Burgtheater  gingen  die  Meisterwerke  deutscher  Dichtkuwi* 
ihm  auf;  das  wissenschaftliche  Leben  stand  zwar  damals  w# 
Schranken  eingeschlossen,  aber  Redtenbacher  wusste  j*1 
durchbrechen:  schon  damals  machte  er  die  erste  Bekanntschaft* 
der  deutscheu  Philosophie.    Das  dolce  far  niente,  welches  b 
alten  Wien  gewissermassen  seine  Residenz  aufgeschlagen 
vermochte  diese  stählerne  Natur  niemals  einzulullen. 

1833  fflhrte  Redtenbacher  die  glänzende  Empfeblnnr,  ** 
senschaftticher  Kapazitäten  als  Lehrer  der  Mathematik  ood 
geometrischen  Zeichnens  an  die  höhere  Industrieschule  zu 
wo  er  denn  schon  nach  zwei  Jahren  zum  Professor  der  praktUc^ 
Mathematik  ernannt  wurde.  Er  blieb  in  dieser  Stellung  bis  13* 
Das  Leben  der  Schweiz  bereicherte  seinen  Gesichtskreis  h*>' 
sächlich  in  einer  Richtung:  ihm  ging  der  Begriff  des  freien  SU* 
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i  Bedeutung  des  politischen  Organismus  für  das  Gedeihen  nicht 
r  einer  Nation,  sondern  eben  so  sehr  des  einzelnen  Individuums 
f.  Er  hat  der  Schweiz  und  ihrem  gesunden  Bfirgertbum  stets 
ie  liebevolle  Anhänglichkeit  bewahrt.  An  sie  waren  ausserdem 
t  Erinnerungen  der  ersten  glücklichen  Häuslichkeit  geknüpft; 
nn  als  Züricher  Professor  verheirathete  er  sich  im  Jahre  1837 
t  seiner  treuen  Lebensgefahrtin,  Marie  Redte nbacber,  die 
(i  zwei  Kinder,  eine  Tochter  und  einen  Sohn,  schenkte. 

1841  berief  ihn  die  grossherzogliche  Regierung  als  Professor 
?  Maschinenbaues  an  die  hiesige  polytechnische  Öchule,  der  er 
in  volle  einundzwanzig  Jahre  mit  der  ganzen  Krad  seines  reichen 
istes  gedient  hat,  deren  glänzender  Aufschwung  mit  seiner  Wirk- 
nkeit  unzertrennlich  verknüpft  ist  Nachdem  er  am  4.  Septem* 
-  1854  in  Anerkennung  seiner  Verdienste  zum  Hofrath  ernannt 
r,   übertrug  ihm  das  Staatsministerium   durch    Erlass  vom 

Mai  1857  die  Direktion  der  Anstalt;  er  hat  dieselbe  bis  zum 
Januar  d.J.  fortgeführt,  bis  zu  einem  Moment,  wo  eine  tödt« 
ie  Krankheit  seine  Kräfte  bereits  zum  Aeussersten  erschöpft 
te.  Wir  brauchen  hier  nicht  bei  einer  Schilderung  seiner  Ver* 
nste  als  Lehrer  und  Leiter  der  Anstalt  zu  verweilen,  die  in 
ermanns  Munde  leben;  die  Schule  wuchs  mit  ihm  und  er  mit 

zu  europäischer  Berühmtheit.  Wenn  heute  Maschinenbauer, 
enieure  und  Architekten  aus  allen  Ländern  unseres  Erdtheils, 
ms  Nord-  und  Südamerika  in  Karlsruhe  sich  zusammen  finden, 
ist  Niemand,  der  dem  Todten  den  Ruhm  verweigerte,  zu  die- 

Bedeutung  der  Schule  ganz  vornehmlich  beigetragen  zu  haben. 

seiner  hervorragenden  Lehrthätigkeit  waren  aber  die  umfas- 
dsten  wissenschaftlichen  Arbeiten  verknüpft,  welche  nicht  allein 

gesammte  Gebiet  des  eigentlichen  Maschinenbaues  betrafen, 
rlern  auch  die  benachbarten  naturwissenschaftlichen  Disziplinen 
hren  Kreis  zogen.    Indem  wir  unten  ein  vollständiges  Verzeich- 

der  Redtenbacher'schen  Werke  anfügen*),  müssen  wir 


*)  Theorie  und  Ii  au  der  Turbinen  und  Ventilatoren.,  1844. 
:i»rio  und  Hau  der  Wasserräder,  1846*.  Resultate  für  den 
i  e  Ii  i  ii  c  n  l>  u  u  ,  1818.  Prinzipien  der  Mechanik,  1852.  Kueul- 
•  für  den  M  as  eh  i  n  cn  Ii  n  u  ;  zweite  Auflage,  1852.  Die  Loft- 
an s  i  o  n  s  in  a  s  c  h  i  n  c  (Calorische  Maschine),  1 853.  Dieselbe, 
ite  Anfinge,  1853.    Die  Gesetze  des  L  o  k  o  roo  t  i  ven  bn  ues  ; 

Resultate  für  den  Maschinenbau;  dritte  Auflage,  1866. 
Ii  e  w  e  tr  u  n  g  s  -  M  e  c  Ii  a  n  i  s  in  e  n  ,  1857.    Das  Dynamidensystein, 
Theorie  und  Bau  der  Wasserrader;  zweite  Auflage, 
Prinzipien  der  Mechanik;   zweite  Auflage,  1860.  Re- 
iste; vierte  Auflage,  1860.    Die  anfänglichen  und  die  ge- 
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uns  mit  einer  kurzen  Charakteristik  derselben  nach  der  Miitb- 
long  eines  Fachmanns  begnügen. 

Nachdem  Redtenbacher  in  seinen  beiden  ersten  Werft 
den  Bau  der  wichtigsten  hydraulischen  Kraftmaschinen  mit  n 
senschaftlicher  Schärfe  auf  mathematische  Prinzipien  gegrünt 
hatte,  stellte  er  in  den  „Resultaten"  die  Gesammtergekti» 
seiner  wissenschaftlichen  Untersuchungen  und  praktischen  Erfah 
rangen  ftir  den  Maschinenbau  zusammen.  Die  vier  Auflagen,  *ekk 
das  Buch  in  zwölf  Jahren  erlebte,  sind  der  beste  Beweis  für ie» 
.    Tüchtigkeit.    Daraufgab  Redtenbacher  in  deo  „Priniiii« 
der  Mechanik"  eine  allgemein  wissenschaftliche  Eioleibntt 
das  spezielle  Studium  des  Maschinenwesens,  in  welcher  sr 
nur  die  längst  bekannten  Grundsätze  der  Mechanik  klar  uod  «ktf 
entwickelte,  sondern  seine  eigenen  Ansichten  über  Stoff  und  Er» 
begründete.    Von  diesem  wissenschaftlichen  Fundament  kehrt«  * 
sich  nun  wieder  den  Details  seines  Faches  zu ,   dessen  Ao^ 
die  „Calorische  Maschine",  „die  Gesetze  des  Lokoi* 
tivbaues"  und  die  „Bewegungsmechanismen4*  gewidn»' 
sind.    Unmittelbar  auf  das  letztgenannte  Werk  folgte  aberc» 
eine  allgemein  wissenschaftliche  Untersuchung,  das  „Dys»» 
densystem",  die  Grundzuge  einer  mechanischen  Physik, 
auf  die  früher  entwickelten  Hypothesen  über  das  Wesen  der  ü» 
terie  und  der  derselben  innewohnenden  Kräfte.    Der  VenW 
fuhrt  darin  mit  mathematischer  Schärfe  die  mannich faltigen  Erste 
nungeo  der  Wärme  und  des  Lichts  auf  mechanische  Vorgisjn5* 
rück.  Die  kleine  Schrift  über  die  Abkühlung  der  Weltkörper  esÄkfe 
eine  Anwendung  dieser  Theorien  auf  die  Entstehung  der 
körper  durch  den  sog.  Ballungsakt  und  suchte  die  wahrecheafck 
Temperatur  derselben  unmittelbar  nach  ihrer  Bildung  sai 
Prozess  der  allmäligen  Abkühlung  festzustellen. 

Wer  die  Fülle  dieser  Arbeiten,  ohne  die  Wissenschaft 
und  praktische  Bedeutung  derselben  taxiren  zu  können,  ren*> 
serlicb übersieht,  wer  dabei  erwägt,  dass  Redtenbacher  «rück* 
lieh  zwölf  Stunden  vor  einigen  Hundert  Zuhörern  mit  pvfl 
Kraftaufwand  dozirte,  dass  er  fast  sechs  Jahre  die  Geschalt*1 
Direktion  in  konzentrirtester  Form  versah,  dass  In-  ond  As** 
ihn  mit  zahlreichen  Gutachten  in  Anspruch  nahm,  der  möchte  ■€•*" 


gen  war  (igen  Erwärntungtznständ  e  der  W  eltkör  per,  18*1.  * 
Bo  w  «gongimechanismen  ;  neue  Folge,    1861.  Frsflsdii"*' 
Uebersetzong  der  „Resnltate",    1861.     Der  Maschiaei^1 
erster  Band,  1862.    Der  Maschinenbau;  «weiter  Baad 
nicht  vollendet),  1863. 
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iss  auch  die  stärkste  Kraft  von  einer  solchen  La«t  vollständig; 
ikupirt  worden  sei.  Das  Ausserordentliche  des  Mannes,  dessen 
fihen  Tod  wir  beklagen,  tritt  am  augenfälligsten  darin  hervor, 
iss  alle  diese  verschiedenartigen  grossen  Leistungen  die  Elasti- 
ta t  seines  Geistes  so  wenig  zu  erschöpfen  vermochten,  das» 
jrselbe  mit  voller  Frische  in  den  weiten  Räumen  der  moralischen 
Wissenschaften  und  der  bildenden  Künste  sich  nicht  nur  genies- 
wd  erging,  sondern  auch  hier  noch  uberall  produktiv  auftrat,  sei 
t  in  dem  durchaus  selbständigen  Urtbeil,  das  sich  ihm  aus  jeder 
ecttire  ergab,  sei  es  in  raschen,  scharfen  Bleiskizzen  oder  in 
«»geführten  Oelgemälden.  Nor  selten  wohl  hat  ein  Mann  der 
takten  Wissenschaften,  der  in  denselben  eine  so  umfassende  und 
^vorragende  Thätigkeit  entfaltet  und  der  durch  seine  Jugend- 
Idung  so  ausschliesslich  auf  sie  hingewiesen  war,  zugleich  in 
hilosophie,  Geschichte,  Literatur  mit  der  innigen  Hingebung  an 
des  Grosse,  mit  der  warmen  Begeisterung  für  jedes  Edle  gelebt, 
eiche  Redtenbacher  jeder  Idee  und  jeder  Persönlichkeit  von 
edeutung  entgegen  trug,  mochte  sie  dem  entlegenen  Alterthume 
ler  der  frischen  Gegenwart  angehören.  Von  den  abstraktesten 
ragen  der  spekulativen  Metaphysik  bis  zu  den  Details  der  Ge- 
bichtsforschung  fasste  sein  Geist  mit  unermüdlichem  Eifer  und 
ivergleichlicher  Frische  jedes  wissenschaftliche  Problem ,  ebenso 
itte  er  für  die  mannich faltigsten  Erscheinungen  des  wirklichen 
ebens  das  regste  Verständniss,  and  in  Allem  war  er  stets  er  selber. 

In  der  vollen  Blüthe  des  Mannesalters  ergriff  ihn  die  unhetl- 
tre  Krankheit,  welcher  er,  trotz  der  liebenden,  anermüdeten 
(lege  der  Seinigen  und  der  Sorgfalt  der  Aerzte,  nach  fast  zwei- 
hrigen  schweren  Leiden  in  den  Frühstunden  des  16.  April  erle- 
!o  ist.  Der  Energie  seines  minnlichen  Geistes  war  hier  eine 
tzte  traurige  Gelegenheit  geboten ,  sich  zu  erproben.  Nicht  ge- 
ig, dass  er  seine  Vorlesungen  bis  gegen  Ende  des  vorigen  Jab- 
s  fortsetzte,  blieb  er  in  jeder  Richtung  ununterbrochen  thfitig. 
as  letzte  seiner  Werke,  „der  Maschinenbau",  worin  er  das 
Wesentliche  seiner  Vorträge  am  Polytechnikum  zasammenfasste, 
»bort  wenigstens  zum  Theil  dieser  Krankheitsperiode  an ;  bis  zum 
•Hetzten  Tage  vor  seinem  Tode  arbeitete  er  daran  mit  seinem 
probten  Assistenten,  Herrn  Hart,  welcher  ihm  tbätig  zur  Seite 
and  und  den  zweiten  noch  nicht  erschienenen  Band  vollenden 
ird.  Daneben  ging  die  ausgedehnteste  Lektüre  in  den  verschie- 
msten  Gebieten  des  Wissens  fort,  und  man  konnte  den  todt- 
anken Mann  Aber  Milton  oder  die  Alterthuraer  Roms,  über  Wil- 
*lm  v.  Humboldt  oder  die  neuesten  Kämpfe  in  Preussen  mit  einer 
'ärme,  einem  eindringenden  Verständnis«  reden  hören,  als  wenn 
eser  Geist  von  den  Leiden  des  Körpers  gar  nicht  berührt  würde. 
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Er  behauptete  seine  eigenste  Natur  bis  zu  dem  Augenblick.  < 
sie  dem  Schicksal  der  Sterblichen  erlag;  sein  männlicher,  w- 
ker,  scharfer  Geist  ging  aufrecht  bis  ao  den  Rand  des  Grab* 


Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik  und 

Physik. 

Magyar  Tudoro.    Akademiai  Almanacb  csj illagisuti 
4s  közönsrfges  NaptArraL  MDCCCLXUI.-ra.  Pesten, 
genberger  Ferdinand. 

Wenn  es  jederzeit  ein  erhebendes  Gefühl  ist,  zu  sehen,  w 
in  allen  Ländern  die  Wissenschaft  eifrigst  gepflegt  und  eeOiror 
wird  :  so  erfüllt  es  uns  auch  mit  besonderer  Freude,  diesen  oew- 
sten,  328  Seiten  umfassenden  Jahrgang  des  Almanacbs,  welch* 
nach  dem  Vorgange  der  meisten  anderen  berühmten  Akademie 
der  Wissenschaften,  auch  die  Ungarische  Akademie  «V 
Wissenschaften  in  Pesth  herausgiebt,  hier  zur  Anzeige  bri: 
gen  zu  kOnnen,  da  derselbe  von  der  Einrichtung  und  Tbauffc 
dieser  berühmten  Akademie  ein  sehr  anschauliches  und  im  tot- 
sten Grade  erfreuliches  Bild  liefert. 

Dieser  Almanach  enthält  zuerst  einen  sehr  vollständige»!" 
lender  und  eine  für  diese  Zwecke  gleichfalls  sehr  vollst»*? 
astronomische  Ephemeride,  die  in  ihren  Angaben  vielfach  k* 
Seennden  gebt,  und  ausser  vielem  anderen  Nützlichen  acch  t- 
sehr  vollständiges  Veraeiehoiss  der  bis  jeUt  entdeckten  Plane» 
die  Positionen  der  Hauptsterne  und  der  Hauptstemwarteo  u.m 
liefert  und  daher  selbst  für  strengere  wissenschaftliche  Zweit 
manchen  Fällen  gebraucht  werden  kann.    Der  sonstige  Info** 
der  in  solchen  Schriften  gewöhnliche,  worüber  wir  also  hie» 
nicht  ausführlich  zu  verbreiten  brauchen.   Ais  besonders  ia«* 
sant  müssen  wir  aber  hervorheben  das  auf  S.  239 — &.  244  *a 
findende  Verzeicbniss  der  Schriften  einer  grösseren  Anzahl 
riscber  Mathematiker,  welche  Mitglieder  der  Akademie  sind,«*- 
Györy  Sändor,  Nagy  Käroly,  Riss  Kiroly,  Fest  Vil 
mos,  Petzval  Ottö,  Sztoczek  J6zsef,  HollänEro«,  Brat- 
sai  Samuel,  Krusper  Istvln,  Tomori  Anasztia,  Waisi 
Jänos  Armin,  Lutter  Ndndor,  Weninger  Viacze, 
dor  Gusztav,  Martin  Lajoe»   Je  weniger  bekannt  diese  See* 
ten  (viele  auch  in  deutscher  und  lateinischer  Sprache  verlast» 
Deutschland  sein  dürften,  desto  mehr  Interesse  bietet  dieses  \* 
zeicbniss  dar,  so  wie  in  gleicher  Weise  das  S.  244— S.  257  *u> 
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»dende  Verzeichnis»  der  Schriften  ungarischer  Naturforscher.  Auf 
258— S.  315.  findet  man  interessante  Notittn  aber  das  Leben 
id  die  Schriften  von  101  früheren,  bereits  verstorbenen  Mitglie* 
>rn  der  Akademie,  unter  denen  wir  hier  nur  Gauss  (S.  277.) 
id  seinen  Freund  und  Studiengenossen,  den  Ungar  Bolyai 
».  282.),  welchen  unsere  Leser  schon  aus  dem  Archiv  (Literar, 
er,  Nr.  C1X.  S.  2.)  kennen,  hervorheben  wollen;  aber  auch  Hum- 
>ldt,  K.  Ritter  und  andere  berühmte  Namen  finden  sich  unter 
esen  verstorbenen  Mitgliedern  verzeichnet.  Als  auswärtige  cor- 
spondirende  Mitglieder  in  der  mathematischen  Klasse  zählt  die 
Icademie  nur  die  folgenden  sieben:  Babbage  in  London, 
oncelet  in  Paris,  v.  Ettingshausen  in  Wien,  John  Her- 
pel in  Collingwood,  Quetelet  in  Brüssel,  Antal  Vallas 
New-Orleans  uud  den  Herausgeber  des  Archivs»  wei- 
ter diese  Gelegenheit  gern  benutzt,  um  seinen  Dank  für  diese 
m  erwiesene  Ehre,  auf  die  er  besonderen  Werth  legt,  hier  auch 
rentlich  auszusprechen.  Unter  den  Physikern  finden  wir  Namen 
ie  Baumgartner,  Faraday,  Liebig,  Bunsen  u.  A. 

Wh-  halten,  wie  schon  erinnert,  diesen  Almanach  fär  eine  sehr 
teressante  Uterarische  Erscheinung  und  machen  unsere  Leser 
cht  sehr  auf  denselben  aufmerksam,  werden  auch  nicht  verfeh- 
n,  die  künftigen  Jahrgänge  desselben  hier  anzuzeigen. 

-  Staatsrechenkunst. 

Die  Staatsrechenkunst  oder,  wie  man  dieselbe  in  enge- 
r,  eigentlich  mathematischer  Bedeutung  zu  nennen  pflegt,  die 
>litische  Arithmetik,  ist  für  die  jetzige  Zeit  von  So  grosser 
ichtigkeit  und  gewinnt  Immer  mehr  so  sehr  an  Bedeutung,  dass 
i  es  fllr  geboten  halte,  derselben  von  jetzt  an  in  diesen  litera- 
ichen  Berichten  eine  besondere  Rubrik  einzuräumen.  Ich  thue 
5s  aber  hauptsächlich  auch  deshalb,  um  mich  nicht  wie  bisher  ganz 
f  solche  Schriften  beschränken  zu  müssen ,  welche  allein  oder  We- 
stens vorzugsweise  den  eigentlich  raathematischen  Gesichtspunkt 
ithalten  und  hier  natürlich  fortwährend  vorwiegend  im  Auge  be 
lten  werden  mCssen,  sondern  auch  solche  mir  bekanntwerdende 
hriften  kurz  zur  Anzeige  bringen  zu  können,  die  im  Allgemei- 
n  in  politischer  Rücksicht  interessant  sind  und  dies  nach  mei- 
r  Meinung  namentlich  auch  ftir  mit  dem  genannten  Theile  un- 
rer  Wissenschaft  sich  vorzugsweise  beschäftigende  Mathematiker 
in  müssen.  Für  eine  solche,  auch  für  politische  Mathematiker 
eressante  Schrift  halte  ich  die  folgende,  mir  gütigst  mitge 
jilte  Schrift: 
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Relazione  del  Ministro  delle  Finaoze  (%aintli« 
Seil»)  presentata  alla  Camera  dei  Depotati  »ellaUr 
nata  del  1°.  dicembre  1862.  Torino,  Stamperia  Reale.  M 

Dieser  der  italienischen  Deputirtenkammer  für  186*2  abgesti 
tete  Bericht  des  Finanzministers,  Herrn  Quintino  Seiia,  er- 
hält auf  119  Seiten  eine  so  vollständige,  so  genaue  ond  bestincn 
von  der  grössten  Offenheit  sengende,  nichts  absichtlich  verdeckest 
mit  grftsster  Leichtigkeit  übersehbare,  unseres  Erachten*  eie 
res  Muster  fllr  solche  Berichte  liefernde  Darstellung  des  Statt 
haushalte  des  Königreichs  Italien,  dass  man  vor  seinem  V* 
fasser  die  grösste  Achtung  haben  und  jedem  politischen  Arithmetik* 
empfehlen  muss,  von  diesem  interessanten  Bericht  nähere  Kewt 
niss  zu  nehmen.    Hier  müssen  wir  uns  natürlich  begnügen,  da 
Hauptinhalt  ganz  in  der  Kurze  anzugeben :  Parte  prima.  Sta'- 
della  unificaziöne   nell'   amministr aziooe  finanriira 
I.  Norme  con  cui  si  riordioo  il  personale.   II.  Norme  coo  csi« 
riordinarono  gli  Uflfici  Gnanziari.   III.  Corte  dei  conti.  IV.  Defcte 
Pubblico.   V.  Contenzioso  finanziario.   VI.  Tesoro.   VII.  Gat*F< 
VIII.  Demanio  e  Tasse.    IX.  Contribuzioni  di rette.  IL  Cond: 
«ione.  —  Parte  seconda.   Situazione  fioansiaria.  XI. ^ 
sultati  del!'  Eeercizio  1861  e  precedentL    XII.  Riaultati  del  I» 
(Gabelle.  Demanio  e  Tasse.  Ministem  dei  Lavori  PubbücL  rV 
dotto  dal  maggio  a  tutto  ottobre.    Maggiori  Speae.)   XIII.  Ap^' 
dice  al  Bilancio  del  1863.   (Risparmio.    Riassunto.)  —  Farff 
terza.   Modo  di  provvedere  alla  situazione  d  eile  fin;^ 
XIV.  Mezzi  posti  in  opera  durante  il  1862.   XV.  Mezzi  prop 
pel  1863. 

Der  Verfasser  scbliesst  seinen  höchst  interessanten  Benefc 
mit  dem  Ausruf:  „Italia  una  sotto  lo  Scettro  costitu» 
nale  di  Vittorio  Eroanuele  11  e  dei  suoi  discendettf 


Maasse,  Gewichte  und  Münzen. 

Ueberdie  Einfuhrung  allgemeiner  Maasse,  Ge»i«*tf 
und  Münzen.  Mit  Angabe  der  wichtigsten,  in  die*« 
Beziehung  gemachten  Vorschlage  und  ihre  Beurtei- 
lung; nebst  einer  gedrängten  Uebersicht  der  iittt« 
aommenen  Breitegradmessungen.  Von  Dr.  Karl 
Kreutzer.   Wien.  Karl  Helf.  1863. 

Ein  sehr  zeitgemässes,  mit  vieler  Sachkenntnis*  and  0«1 
lichkeit  verfasstes  Büchlein,  welches  wir  einem  Jeden,  der  & 
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ber  Maas««,  Gewichte  und  Münzen  und  die  beute  Einrichtung  der 
etreffenden  Systeme  bestimmte  und  klare  Begriffe  verschaffen 
ill,  recht  sehr  empfehlen  können.     Der  Inhalt  ist  folgender: 

Entstehung  der  mannigfaltigen  Maasse  und  Gewichte.  2.  Nach- 
teile der  grossen  Anzahl  verschiedener  Maasse,  und  Versuche  m 
irer  Yrergleicbung.  3*  Verschiedene  vorzuschlagende  Maassein» 
eiten  und  Maasssisteme.   Geschichte  der  Breitengradmessungen. 

Eigenschaften,  welche  ein  zweckentsprechendes  Maasssistem 
.»sitzen  soll.  5.  Untersuchung  der  bisher  üblichen  oder  vorge- 
tragenen Maasssisteme  in  Bezug  auf  ihre  Zweckmassigkeit.  6.  Be- 
erkungen  über  die  Einfährung  allgemeiner  Maasse.  Namentlich 
iben  in  dieser  empfehlenswertben  Schrift  auch  die  von  der  durch 
e  deutsche  Bundesversammlung  berufenen  Commission  gemach 
n  Vorschläge  eine  ausführlichere  Besprechung  gefunden»  wo- 
rch  das  Interesse  der  Schrift  noch  erhobt  wird. 


Astronomie. 

Astronomische  Beobachtungen  auf  der  Grossher- 
glichen  Sternwarte  zu  Mannheim,  angestellt  und 
rausgegeben  von  Dr.  E.  Schönfeld,  Professor  und 
oss herzoglicher  Hofast ronoro.  Erste  Abtheilung. 
Pachtungen  von  Nebelflecken  und  Sternhaufen, 
inoheim.    J.  Bensheimer.    1862.  4°. 

Im  Lite  rar.  Ber.  Nr.  CXXXV.  haben  wir  unseren  Lesern 
getheilt,  wie  sehr  die  Wissenschaft  Sr.  Konigl.  Hoheit  dem 
ossherzoge  von  Baden  und  dem  Grossherzoglich  Ba- 
ichen Ministerium  zu  Dank  verpflichtet  ist  für  die  Wie- 
herstellung der  alten  berühmten  Sternwarte  in  Mannheim  und 

die  neue  Ausrüstung  derselben  in  einer,  den  neueren  Anfor- 
mten völlig  entsprechenden  Weise,  wobei  wir  aber  auch  von 
Bern  dankbar  gedenken  müssen  des  trefflichen  W.  Eisenlohr, 

in  warmer  Liebe  zur  Wissenschaft  und  rührigem  rastlosen 
>r  die  erste  Anregung  zu  der  Wiederherstellung  dieses  scbö- 

Tempels  Urania'«  gegeben  hat.  Die  ersten  Früchte  der  Thä* 
reit  des  ausgezeichneten  Directors  der  Sternwarte,  des  Herrn 
fessor  und  Grossherzoglichen  Hofastronomen  Dr.  Scbönfeld, 
en  jetzt  vor  uns  und  liefern  den  rühmlichsten  Beweis  von  dem 
der  Sternwarte  neu  erwachten  Leben;  ermöglicht  worden  ist 
r  die  Herausgabe  dieser  Beobachtungen  in  schönster  und  wür- 
iter  Süsserer  Ausstattung  allein  durch  die  Monificenz  des 
)ssherzog1icben  Ministeriums  des  Innern,  welches  die 


Digitized  by  Google 


u 


Literarischer  Berieht  CUX. 


Herausgabe  als  selbstständige  Schrift  angeordnet  nnd  d»  tu 

erforderlichen  Mittel  mit  der  grössten  Bereitwilligkeit  mit* 
ralitit  angewiesen  bat. 

Mit  richtiger  Würdigung  der  ihm  zu  Gebote  stehend«  6a 
achtnngsmittel  hat  Herr  Schönfeld   die  Nebelflecket  r. 
Sternhaufen  zum  nächsten  Gegenstande  seiner  AnVünf 
macht,  über  deren  Wichtigkeit  jetzt  keinerlei  Zweifel  mehr  körst 
Die  Einleitung  verbreitet  sich  nach  verschiedenen  dteeacw 
Bemerkungen  in  sehr  lehrreicher  Weise  über  Plan  der  bV 
achtungeu,  Instrument  (ein  Steinh eil'scher  Refoetor  n 
96,04  pariser  Zoll  Brennweite  und  73  pariser  Linien  freier  örf 
nung)  und  Local,   Micrometer,  Beobacbtungsmetbi» 
Reduction  der  Beobachtungen,  Sicherhett  der  B?»t 
achtuhgen.     Die  micrometrischen  Orts bestimmniiv 
von  Nebelflecken  und  Sternhaufen  selbst  umfassen  t*! 
vorausgeschickter  Erklärung  der  einzelnen  Columnen  99  Seiten.  4» 
folgt  Zusammenstellung  der  mittleren  Oerter  1865,  h' 
Vergleichsterne  nach  den  Bonner  Beobachtungen,  (es' 
Catalog  der  beobachteten  Nebelflecke,  und  den  Sck- 
bilden  Bemerkungen  Ober  einzelne  Nebelflecke. 

Möge  die  neue  Sternwarte  eine  immer  reichere  TUfefc 
entfalten ! 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  NttWt* 
Befehle  Seiner  k.  k.  apostol.  Majestät  auf  offeittitk- 
Kosten  herausgegeben  von  Carl  von  Littrow,  Dir«;« 
der  k.  k.  Sternwarte.  Dritter  Folge  eilfter  Band.  M 
gang  1861.   Wien.   1862.  8°. 

Die  k.  k.  Sternwarte  in  Wien  fährt  in  der  regeln**" 
Public ation  ihrer  Beobachtungen  in  der  verdienstlichsten  YYestA 
wofür  der  Director  der  Sternwarte,  Herr  v.  Littrow ,  den 
Dank  der  Astronomen  verdient  Der  vorhergebende  Band  ist 
terar.  Ber.  CXLVI.  S.  8.  angezeigt  werden.  Der  vorliegende*» 
enthält  nach  einer  Einleitung  die  Beobachtungen  an  I* 
diankreise  im  J.  1859,  ferner  die  Resultate  der  Beeii^ 
tungen  am  Meridiankreise,  nämlich:  I.  Planeten- sri &ee 
ten-Positionen  aus  den  Jahren  1856  bis  1859.  11.  Mittlere  P»^" 
von  Fixsternen.    HI.  Verzeicbniss  der  im  Jahre  1859  beofe*^ 
ten  Sterne  der  Histoire  Celeste.   Hierauf  folgen:  Planetei*J|i 
Cometenbeobachtungen  am  Refractor  von  vier  ZellOftf 
nung,  vom  August  1860  bis  Jänoer  1862;  Zonen**** 
aebtungen  am  Mittagsrohre;   meteorologische  B«<* 
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ichtnngen  im  Jahr»  1860;  Tafeln  aar  Reduction  der  Zo- 
tenbeobaebtungen;  Uebersicht  der  Zonen.  —  Bei  vielen 
Sternen  wurden  ans  den  Jahren  1860 — 1854  Grössensch&tznngen 
»eigefligt,  die  von  den  Herren  A.  Kunes,  W.  Oeltzen,  E.  Weiss 
lerrfihren. 

Meteorologische  Beobachtungen  an  der  k.  k.  Stern- 
»  arte  in  Wien  von  1775  bis  1855.  Auf  öffentliche  Kosten 
.erausgegeben  von  Carl  von  Littrow,  Dtrector,  und  Carl 
lornstein,  Adjunct  der  k.  k.  Sternwarte.  Dritter  Band 
1810— 18*22).    Wien.  1862. 

Wir  freuen  uns  sehr,  dass  auch  dieses  sosehr  verdienstliche 
Jnternehmen,  von  welchem  im  Literar.  Ber,  Nr.  CXLI.  S.  12. 
nd  Nr.  CXLVL  S.  9.  ausführlich  iNachricht  gegeben  worden  ist, 
üstig  fortschreitet.  Der  vorliegende  Band  enthält  die  Jahre  1810 
is  1822. 


Nautik. 

Reise  der  österreichischen  Fregatte,  Novara  uro  die  ' 
rde  in  den  Jahren  1857,  1858,  1859  unter  den  Befehlen 
es  Commodore  B.  von  Wü I lerstorf- Urbair.  Nautisch- 
bysikal ischer  Theil.  11.  Abtheilung.  Magnetische  Be- 
ilachtungen. (Mittheilungen  der  hydrographischen  An- 
walt der  k.  k.  Marine.  1.  Band.  2.  Heft.)  Wien.  Aus  der 
k.  Hof-  und  Staatsdruckerei.  1863.  4°.  In  Commission 
ei  Carl  Gerold's  Sohn. 

Die  erste  Abtheilung  dieser  wichtigen  Mittheilungen  der 
fdrogtaphischen  Anstalt  der  k.  k.  Marine  in  Triest,  ** 
»lebe  unter  der  Direction  des  Herrn  Professor  Schaub  die  er* 
greichsto  Tbätigkeit  entfaltet,  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLV. 
10.  von  uns  angezeigt  worden.  Die  wiederum  in  schönster  aus- 
rer  Ausstattung  uns  vorliegende  zweite  Abtheilung  enthält  die 
i  Gelegenheit  der  bertihniten  Novara-  Expedition  angestellten 
ignetiseben  Beobachtungen  und  besteht  aus  zwei  Abtbeiluogeo : 
agnetische  Beobachtungen  auf  dem  Lande  und  Mag- 
(tische  Beobachtungen  auf  der  See.  Jede  der  beiden 
»theilungen  ist  mit  einer  trefflichen  Einleitung  ▼ersehen,  in  Wei- 
er Alles,  was  zum  Verständnis«  der  Beobachtungen  nCtbig  ist, 
is  auf  ihre  Berechnung  und  Reduction  sich  bezieht,  mit  der 
;6Steo  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  dargelegt  ist.  Die  Beob- 
htungen  auf  dem  Lande  sind  angestellt  in :  Triest;  Gibraltar; 
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Funcbal  (Madeira);  Rio  Janeiro;  Capstadt;  IoselSiicf 
Paul  (Indischer  Ocean);  Carnicobar  (Bucht  voa  Sus): 
Nangcovri-Hafen;  Condul,  Insel  and  Hafen;  Galaika 
bucht,  Groes-Nicobar;  Batavia;  Hongkong;  Shaigki 
Sidney,  Auckland;   Papiete;  Valparaiso;  Trieat,  na 
der  Reise.  —  Eine  interessante  Uebersichtliche  Zim 
meo8telluDg  der  Beobachtungs-Resultate  für  Declioi 
tion,  Horizontale  Intensität  und  Inclination  ist  gcabr- 
Die  angewandten  Instrumente  waren  von  Barrow  und  Linon 
Ausser  dem  verdienten  Herrn  Herausgeber  und  dem  Belekt 
haber  der  ganzen  Expedition,  dem  Herrn  Commodore  B.  r.  Vil- 
lerstorf-Urbair,  gebührt  der  Dank  der  Wissenschaft  hauptttct- 
lieh  den  Herren  Dr.  F.  Hochstetter  und  R.  Malier,  sowiefec 
General  Sabine  für  die  Bestimmung  der  Constanten  der  Bar 
row'schen  Instrumente  auf  dem  Observatorium  in  Kew,  ood  da 
leider  nun  bereits  verstorbenen  Director  Kreil  in  Wien. 

80  haben  wir  also  hier  neue  schöne  Frfich  te  der  berfiha:- 
Novara- Expedition  vor  uns,  durch  welche  die  österreichische  Eh 
gierung  sich  so  grosse  Ansprüche  auf  den  Dank  der  gesaunt 
Naturwissenschaft,  der  Geographie  und  der  Nautik  erworbec  U 

V  ermischte  Schriften. 

Oberlausifzische  Gesellschaft  der  Wissens cfcift« 
in  Görlitz. 

Da  die  ftir  den  31.  Januar  1863  gestellte  Preisaofgabt  (a> 
Literar.  Ber.  Nr.  CXLIV.  S.  11.): 

Lebensbeschreibung  des   Ehrenfried  WaJ0f 
von  Tschirnhaus  auf  Kiesslingsnalde  unift 
digung  seiner  Verdienste 

eine  genügende  Lösung  nicht  gefunden  hat,  so  ist  dies« 
Aufgabe,  durch  deren  Stellung  die  Oberlansitzische  Gesell*?*" 
der  Wissenschaften  sich  jedenfalls  ein  mit  besonderem  Daebr 
zuerkennendes  grosses  Verdienst  um  die  Geschichte  der  Äs* 
matik,  so  wie  auch  der  Physik  und  Philosophie,  ervrorW«  bl 
und  welcher  recht  viele  befähigte  Bearbeiter,  namentlich  in  De**s* 
land,  gewiss  sehr  zu  wünschen  sind,  jetzt  wiederholt  wi 
Neuem  aufgegeben  worden.  Als  Einlieferungs  -Termin  bar  * 
Gesellschaft  den  31.  Januar  1865  bestimmt,  und  der  Preis  ist  jtf 
verdoppelt,  nämlich  auf  Einhundert  Thal  er  erhübet  ireds 
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Am  18ten  Februar  1564  wurde  in  Pisa  der  grosse 

Galilei 

iboren;  seit  jenem  ewig  denkwürdigen  Tage  werden 
so  am  18ten  Februar  1864  dreihundert  Jahre 
umflossen  sein;  dieses  dreihundertjährige  Jubel- 
ist eines  der  grössten  Menschen  aller  Zeiten  sollte 
if  der  ganzen  Erde  in  der  feierlichsten  und  freudig- 
en Weise  begangen  werden;  denn  was  wäre  die 
enschheit  vielleicht  jetzt  ohne  solche  Männer  wie 
alilei  einer  der  ersten  und  grössten  war!  —  Soll- 
n  diese  wenigen  Zeilen  vielleicht  Veranlassung  ge- 
n,  dass  namentlich  auf  Lehranstalten  aller  Art,  — 
ch  in  Deutschland,  —  an  dem  merkwürdigen  nä eb- 
en 18ten  Februar  des  grossen  Mannes  in  wür- 
*ster  Weise  gedacht  und  sein  Bild  der  Jugend 
)haft  vor  die  Augen  geführt  würde:  so  würde  ich 
ch  in  hohem  Grade  beglückt  fühlen.  Geeignete 
ittheilungen  hierüber  würden  im  Archiv  bereitwilligst 
ifnahme  finden. 

Am  8.  Juli  1863.  Der  Herausgeber. 


lhl. XL.  Hfi.4. 
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Trangott  Samuel  Franke. 

Am  14.  Junius  1863  starb  in  Folge  einer  Lunge n lähm n^ip 
zweite  Director  der  polytechnischen  Schale  zu  Hannover,  fr, 
Dr.  phil.  Traugott  Samuel  Franke,  geboren  am  14.  Oct& 
1804  in  der  Stadt  Schellenberg  im  Königreiche  Sachsen. 

Da  dem  Verstorbenen  auch  dieses  Archiv  einige  Batrw 
verdankt,  so  dürfte  es  schon  aus  diesem  Grunde  gerecbtferfe 
sein,  dem  nun  Entschlafenen  hier  einige  Worte  zu  widmen.  Ca 
so  mehr  aber  glauben  wir  uns  dazu  berechtigt,  weil  der  Verein* 
namentlich  Schulern  gegenüber  als  Vorbild  grosser  sittlicher  IinÄ 
empfohlen  zu  werden  verdient.  Ja,  Franke  war  ein  §uo? 
Mann,  ein  Mann,  den  auch  die  grössten  Widerwärtigkeiten  skk 
dazu  verleiten  konnten,  von  dem  einmal  als  richtig  erbrt 
Wege,  das  sich  gesteckte  Ziel  zu  erreichen,  auch  nur  ea« 
Schritt  weit  abzulenken!  Schon  in  seiner  Jugend  zeigtet* 
Dahingeschiedene  diese  Festigkeit  des  Charakters. 

Obgleich  von  seinem  Vater,  der  Leinweber  war,  nur  lorr; 
lernung  des  Weberhandwerkes  angehalten,  in  dem  der  EaUcL 
fene  —  beiläufig  bemerkt  —  später  sogar  zum  Gesellen  ges- 
ehen wurde,  wusste   derselbe  es  doch  schon  während  seber 
Schulzeit  möglich  zu  machen,  dass  ihm  Privatunterricht  ii  & 
lateinischen  Sprache  ertheilt  wurde.    Die  Mittel  hierzu  inr^s 
zum  Theil  dadurch  erschwungen,  dass  der  junge  Franke  sä« 
der  Currende  sang,  oft  bei  grosser  Kälte  in  nur  dunner  Kkäoi- 
Da,  wie  schon  erwähnt,  F  ranke's  Vater  seinen  Sohn  dur:^-- 
nicht  zum  Studiren  bestimmt  hatte,  so  konnte  dieser  and  i* 
bloss  während  des  „Spulens"  seine  Lectionen  verfertigen.  Ate 
dies  aber  liess  die  Lernbegierde  des  jungen  Franke  nkfcr 
kalten,  im  Gegentheil  sie  wurde  dadurch  nur  gesteigert  * 
Verstorbene  besuchte  daher  auch  später,  nachdem  er  zuv*«** 
—  von  1819  an  —  im  Rochütz  sehen  Institute  zu  Freiben 
höhere  Ausbildung  genossen,   das  Gymnasium  daselbst 
hatte,  wie  sich  denken  lässt,  der  Verewigte  wiederum  mit  ikä» 
Unannehmlichkeiten  zu  kämpfen.    So  inusste  er  z.  B.  die  Miß*1 
zum  Besuche  des  Gymnasiums  sich  durch  Unterrichtetes  - 
besonders  in  den  alten  Sprachen ,  —  Notenschreiben  n.  dgl.  » 
erwerben.   Während  der  letzten  Zeit  seines  Aufenthalts  in  Fr*- 
borg  hörte  er  aus  besonderer  Vorliebe  auf  der  Bergavade»«* 
Vorträge  über  Mathematik.    Nach  dem  Tode  seines  Vaters  *^ 
dirte  dann  Franke  auf  den  Wunsch  seiner  Angehörigen  b  Lee- 
zig  bis  1828  Theologie,  betrat  auch  als  Candidat  der  IWap* 
mehrere  Male  die  Kanzel.    Da  jedoch  die  Theologie  dem  Ter- 
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orbenen  zu  wenig  Aussicht  zu  weiterem  Fortkommen  zu  bieten 
hien,  eo  widmete  er  sich  noch  etwa  zwei  Jahre  philosophischen 
udien.  Im  Jahre  1830  wurde  er  Rector  der  Knabenschole  zu 
Dsswein,  gründete  hierselbst  im  Verein  mit  einem  befreundeten 
-ediger  eine  Sonntagsschule  und  wirkte  als  Sprecher  in  der 
ichmacberzutift.  Als  diese  einst  ein  Gesuch  bei  dem  daroali- 
n  Ministerio  des  Innern  in  Dresden  durch  eine  Deputation,  an 
ren  Spitze  Franke  stand,  vorbringen  liess,  wurde  er  höheren 
tes  näher  bekannt.  Dies  hatte  zur  Folge,  dass  Franke  1836 
m  Lehrer  an  der  technischen  Lehranstalt  zu  Dresden  ernannt 
d  bald  darauf  zum  Professor  befördert  wurde.  Nach  dem  Tode 
s  Directors  Lohrmann,  so  wie  nach  dem  Ableben  des  die- 
n  folgenden  Directors  Seebeck,  versah  Franke  längere  Zeit 
?  Directorat  jener  Anstalt.  Im  August  des  Jahres  1849  folgte 
einem  Rufe  als  zweiter  Director  der  polytechnischen  Schule 
Hannover,  mit  welcher  Stellung  in  früheren  Jahren  zugleich 

Lehrstuhl  für  niedere  und  höhere,  später  nur  der  für  höhere 
thematik  verbunden  war.  Hier  hat  der  nun  Entschlafene  se- 
isreich  gewirkt  bis  zu  seinem  Tode,  stets  eingedenk  der  hohen 
icbt,  welche  ihm  das  Directorat  auferlegte.   Leider  scheint  es, 

ob  in  den  letzten  Jahren  seiner  amtlichen  Thätigkeit  das  red« 
ic  Streben  des  Dahingeschiedenen,  die  polytechnische  Schule 
ner  mehr  der  Vollendung  entgegenzufahren,  nicht  immer  in 
echter  Weise  gewürdigt  ist;  bittere  Kränkungen  sind  ihm 
nigstens  öfter  zu  Theil  geworden.  Möge  daher  eine  spätere 
t  den  Verdiensten  F ranke's  um  diese  Schule  volle  Gerech- 
;eit  widerfahren  lassen! 

In  Betreff  der  wissenschaftlichen  Leistungen  des  Verstorbe- 
wollen wir  hier  nur  erwähnen,  dass  sein  eigentliches  Feld 
beschreibende  Geometrie  war.    Hier  hat  er  Anerkennungs- 
thes  geleistet.    Wir  verweisen  in  dieser  Beziehung  auf  das 
>,  welches  Gugler  in  seinem  „Lehrbuche  der  descripti- 
.  Geometrie,  —  2.  Aufl.,  Vorrede"  —  dem  Verewigten  zollt. 
Hannover,  im  Juni  1863.  M. 


Arithmetik. 

Tafeln  der  Additions-  und  Subtractions-Logarith- 
i  für  sieben  Stellen.   Berechnet  von  J.  Zech.  Be- 
derer  Abdruck  aus  der  Vega-Hölsse'schen  Samm- 
>  mathematischer  Tafeln.    Zweite  Auflage.  Berlin, 
idmann'ßche  Buchhandlung.    1863.  8°. 


Digitized  by  Google 


4 


Uterarischer  Bericht  CLX. 


Je  bekannter  diese  sehr  empfehlenswerthen  Tafeln  der 
tions-  und  Subtractions •Logarithmen  längst  sin4,  und  je  ist 
meiner  ihr  Werth  längst  anerkannt  ist:  desto  mehr  wird  hie? * 
einfache  Anzeige  von  dem  Erscheinen  einer  zweiten  Auflage  de» * 
der  Wei  d  mann 'sehen  Buchhandlung  in  verdienstlicher  ft» 
veranstalteten  besonderen  Abdrucks  genügen.    Das  Papier  * 
schon  und  stark,  der  Druck  ungemein  deutlich  uad  die  As^ 
schonend.    Wir  empfehlen  diese  neue  Ausgabe  unseren  Le*r 
in  jeder  Beziehung. 


Nautik. 

Ueber  die  Methode  der  Längenbes  timmang  di»d 
Differenzen  von  Circumm eridianhöh en  und  derei  Ä» 
wendung  während  der  Weltumsegelung  S.  M.  Fregitt? 
Novara.  Von  Karl  v.  Littrow,  wirklichem  MitglitJ» 
der  kais.  Akad.  der  Wlss.  Vorgelegt  in  der  Sitiungu 
8.  Jänner*  1863.  (Sonderabdruck  aus  dem  XLVII.  W« 
der  Sitzungsberichte  der  kais.  Akad.f  der  Wissest 

Herr  v.  Littrow  hat  schon  im  Jahre  1841  in  den  Aiw 
len  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.   Neuer  Folge.  Ente 
Band.   S.  XL1X.  eine  Abhandlung  publicirt  unter  dem  TW 
„Ueber  ein  Mittel,  die  Breiten  bestimmu  o  g  zu  erleich- 
tern, und  zugleich  näherungsweise  die  Zeit  zu  best1* 
men"  und  ich  selbst  habe,  an  dieser  Metbode,  sogleich  i** 
mir  bekannt  wurde,  ganz  besonderes  Interesse  nehmend, 
analytisch  zu  entwickeln  und  näher  zu  charakterisiren  ge«aV 
einem  im  Archiv  Thl.  HI.  1843.  S.  107  —  S.  112.  abgedn^ 
Aufsatze.    Für  Längen  Bestimmungen  zur  See  hat  diese  Me^ 
der  Zeitbestimmung  jedenfalls  sehr  wesentliche  Vortheile,  na»* 
lieh  aber  den  Vortheil,  dass  die  dazu  erforderlichen  Beobachte 
nahe  zu  derselben  Zeit  gemacht  werden  können,  zu  weit*** 
Breite  durch  die  Mittagshube  der  Sonne  bestimmt  wird,  wekte*" 
fache  Methode  aus  leicht  begreiflichen  Gründen  doch  immer 
See  vorzugsweise  Anwendung  finden  wird.    Deshalb  hat  He* 
v.  Littrows  Methode  der  Zeitbestimmung  auch  bald  nach  ik* 
Bekanntwerdung  mehrfach  Beifall  gefunden,  und  es  sind  Cefa 
Setzungen  seines  Aufsatzes  erschienen  schon  im  Jahre  1843 
von  Zescevich  und  Foscolo  herausgegebenen  „Raceslt** 
letture  risguardanti  la  raarina  (Dispensa  II)"  von 
v.  Wallerstorf,  ferner  in  dem  „Almanacco  NauticoffirlNf 
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m  Herrn  Prof.  V.  Gallo,  u.  s.  w.  Allgemeinere  praktische 
n  w  e  d  d  u  n  g  in  der  Nautik  bat  die  Methode  aber,  —  wie  sie  doch 

>  sehr  verdient,  —  so  viel  wir  wissen,  bis  zur  Weltumsegelung  der 
ovara  (s.  nachher)  nicht  gefunden;  und  auch  die  uns  bekannten 
tutischen  Lehrbücher  thun  Ihrer  nicht  besonders  Erwähnung, 
s  ist  daher  in  jeder  Beziehung  zeitgemäss,  und  wir  haben  uns 
?hr  gefreu  t,  dass  Herr  v.  Littrow  seine  jedenfalls  alle  Beach- 
ng  verdienende  Methode  in  der  obigen  lehrreichen  Abhandlung 
>n  Neuem  entwickelt  und  —  was  die  Hauptsache  ist  —  rücksicht- 
:h  ihrer  praktischen  Brauchbarkeit  sorgfältig  dtscutirt  hat,  wo- 
ii  eine  grossere  Anzahl  bei  der  Weltumsegelung  der  Fregatte 
ovara  angestellter,  von  Herrn  v.  Wallerstorf  gütigst  mitge- 
eilter  Originalbeobachtungen  Verwendung  gefunden  haben.  Hier- 
s  hat  sich  die  völlige  Brauchbarkeit  der  Methode  für  nautische 
vecke  ergeben.  Aber  auch  bei  der  Weltumsegelung  der  Novara 
Ibst  bat  die  Metbode  vielfache  Anwendung  mit  dem  grüssten 
jrtheil  fflr  die  Praxis  gefunden,  worüber  Herr  v.  Wfillerstorf, 
r  sich  selbst  um  die  weitere  praktische  Ausbildung  derselben  sehr 
rdient  gemacht  hat,  wie  man  in  der  obigen  Abhandlung  nach- 
hen  kann,  an  Herrn  v.  Littrow  Folgeudes  schreibt:  „Darunter" 

(nämlich  unter  den  verschiedenen  auf  der  Reise  in  Anwen- 
mg  gebrachten  Beobachtungs  -  und  Recbnungsroethoden)  — 
st  natürlich  die  Methode  der  Längenbestimmung  durch  Unter- 
biede  von  Circuromeridianhöhen,  die  uns  so  gute  Dienste  ge- 
stet und  so  sehr  an  der  Tagesordnung  war,  dass  sie  zu  den 
ifenden  geborte.  Ich  glaube  kaum  zu  fehlen,  wenn  ich  be- 
upte,  dass  dieselbe  besonders  in  der  zweiten  Hälfte  der  Reise 
it  täglich  und  zum  mindesten  eben  so  oft  als  dieStuodenwinkel- 
Stimmung  in  der  Näbe  des  ersten  Vertikals  vorgenommen 
irde."  —  ,»Die  Grenzen  der  Verlässlichkeit  der  Methode  bei 
irkem  Seegange  sind  natürlich  weiter  als  eben  wünschenswerth ; 
less  leiden  alle  Methoden  dadurch  in  grösserem  Maasse,  als 

>  Reduction  auf  die  Zeit  der  Breitenbestimmung  um  so  un- 
serer wird."  —  Dieses  Urtbeil  eines  so  ausgezeichneten  See- 
nnes,  wie  Herr  v.  Wüllerstorf  ist,  spricht  gewiss  sehr  für 
5  praktische  Brauchbarkeit  dieser  Methode,  Und  wir  empfehlen 
ber  die  obige  lehrreiche  Schrift  des  Herrn  v.  Littrow  alten 
eleuten  und  Verfassern  nautischer  Lehrbücher  dringendst  zur 
achtung,  indem  wir  jetzt  noch  weit  mehr  wie  schon  1843  a.  a.  O. 
r  Meinung  sind,  dass  durch  die  Littrow'scbe  Methode  die 
atiscbeo  Beobachtungs-  und  Rechnuagsmethoden  eine  sehr 
«entliehe»  dankbar  aufzunehmende  und  vorzüglich  auch  bei  m 
utischen  Unterrichte  fernerhin  besonders  zu  berücksichtigende, 
reicherung  erhalten  haben.  Grunert. 
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Physik. 

Lehrbuch  der  Physik  für  Ober-Gyninasieo.  \u 
F.  J.  Pisko,  Lehrer  der  Physik  an  der  Communtl  Oku 
realschule  auf  der  Wieden  und  an  der  damit  in  Veriit- 
dung  stehenden  Gewerbeschule  in  Wien.  Mit  4£ it 
Texte  aufgenommenen  Holzschnitten.  Brunn.  C.N 
niker.    1860.  8. 

Lehrbuch  der  Physik  für  Ober-Gymnasien  undÖV 
Realschulen  von  S.  Subic,  Professor  der  Physik  tn^e 
Communal-Oberrealschule  in  Pest.  Pest  G.  Heckes 
ast.    1861.  8. 

* 

In  gewisser  Verbindung  mit  diesen  beiden  Lehrbücher»  4? 
Physik  für  Ober- Gymnasien  und  Ober- Realschulen  stehen: 

Lehrbuch  der  Physik  für  Unter-Realschulen.  V« 
F.  J.  Pisko.    Fünfte  verbesserte  und  vermehrte  Ai 
läge.    Mit  403  in  den  Text  aufgenommenen  Holrscku 
ten.    Brünn.   C.  Winiker.    1861.  8. 

Lehrbuch  der  Physik  für  die  unteren  Kl  astend 
Gymnasien  und  Realschulen  von  S.  Subic.  Pest  <• 
Heckenast.    1861.  8. 

Die  Anzeige  dieser  alle  Beachtung  verdienenden  LebrUcie 
der  Physik,  welche  ziemlich  gleichzeitig  erschienen  sind,  ist  k& 
zufällige,  hauptsächlich  durch  die  ungemein  grosse  Masse  w& 
gender  Schriften  herbeigeführte  Umstände  verzögert  wordei* 
aber  jetzt  in  der  Kürze  nachgeholt  werden,  weil  im  Ioteres*" 
physikalischen  Unterrichts  wir  auf  diese  Schriften  auf«*** 
machen  zu  müssen  glauben.  Dieselben  liefern  sfimmtlich  wiefc* 
den  Beweis  —  worauf  von  uns  schon  früher  öfters  hinge**** 
worden  ist  —  mit  wie  grosser  Sorgfalt,  Gründlichkeit  und  TerÜß* 
nissmässiger  Ausführlichkeit  der  physikalische  Unterricht  Ml*8 
österreichischen  Lehranstalten  ertheilt  wird,  wobei  zugleich  w 
sehr  richtiger  streng  methodischer,  vom  Leichteren  zum  Set»*" 
reren  stufenweise  fortschreitender  Lehrgang  eingehalten  wirA 

Für  den  Unterricht  auf  der  unteren  Stufe  sind  die  ee^ 
oben  zuletzt  genannten  Bücher  bestimmt.  Derselbe  halt  siek  e- 
diglich  an  das  Experiment,  mit  fast  vollständiger  Vermeidet?  ^ 
mathematischen  Demonstration,  ohne  jedoch,  wie  namentlfri * 
in  fünfter  Auflage  vorliegende  Lehrbuch  von  Pisko  seift.  ^ 
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inkleirfung  gewisser  Naturgesetze  in  einfache  mathematische 
ormelo  ganz  zu  verschmäheu,  wobei  überall,  was  natürlich  von 
»rzOgücher  Wichtigkeit  ist,  die  Begriffe  streng  festgestellt  und 
e  Naturgesetze  auf  klare  und  bestimmte  Ausdrücke  gebracht 
erden.  Inheiden  Schriften  dienen  zahlreiche,  besonders  in  dem 
ache  von  Subic  gut  ausgeführte  Holzschnitte  sehr  zur  Erläu- 
rung  der  anzustellenden  Experimente  und  der  dabei  in  Anwen- 
mg  zu  bringenden  Instrumente  und  sonstigen  Vorrichtungen. 

Dagegen  sind  die  beiden  zuerst  genannten  Bücher  bestimmt, 
m  höheren  physikalischen  Unterrichte  zur  Grundlage  zu  dienen, 
ihnen  tritt  die  mathematische  Demonstration  in  ihr  volles  Recht, 
ne  natürlich  das  höhere  und  feinere  Experiment  zu  vernach- 
•sigen,  und  dasselbe  durch  viele,  namentlich  auch  in  dem  Buche 
n  Pisko  sehr  schün  und  mit  grosser  Sauberkeit  ausgeführte 
ilzschnitte  zu  erläutern.    Besonders  rühmend  aber  muss,  wie 
r  dies  bei  allen  für  den  höheren  physikalischen  Unterricht  auf 
ferreichischen  Lehranstalten  bestimmten,  uns  bekannt  geworde- 
i)  Lehrbüchern  vorzugsweise  in  erfreulichster  Weise  bemerkt 
d  schon  oft  hervorzuheben  uns  bemühet  haben,  darauf  hinge- 
ssen werden,  dass  kein  Naturgesetz,  welches  auf  einer  mathe- 
tischen Basis  ruhet,  ohne  eine,  natürlich  elementar  gehaltene, 
thematische  Demonstration  geblieben  ist,  wenn  dadurch  auch, 
e  dies  ganz  in  der  Natur  der  Sache  liegt  und  für  den  zu  er- 
chenden  Zweck  nicht  bloss  genügt,  sondern  demselben  auch 
Iständig  entspricht,  zuweilen  für's  Erste  nur  Näherungsaus- 
icke  erlangt  werden.    In  dem  Buche  von  Pisko  sind  die  Be- 
ise  mehr  analytisch  -  geometrisch,  und  deshalb  elementarer  wie 
dem  Buche  von  Subic  gehalten,  wie  schon  daraus  hervorgeht, 
m  die  erste  Grundlage  aller  mathematischen  Betrachtungen  in 
n  ersteren  Buche  das  Parallelogramm  der  Kräfte  mit  dem 
i  Duhamel   entlehnten  Beweise  desselben  bildet,  wogegen 
bic  (S.  32.)  von  dem  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
geht,  wodurch  die  Darstellung  gleich  von  vorn  herein  eine 
Kugsweise  analytische  und  deshalb  auch  allgemeinere  Gestalt 
immt    Welcher  Darstellungsweise  wir  für  den  Unterricht  auf 
i  Lehranstalten,  för  welche  beide  Bücher  bestimmt  sind,  den 
zug  einzuräumen  geneigt  wären,  mögen  wir  nicht  mit  Bestimmt- 
auszusprechen  wagen,  weil  dazu  eine  genaue  Kenntniss  der 
reffenden  Lehranstalten  erforderlich  sein  würde,  die  uns  abgeht 
en  »vir  aber  einen  Maassstab  an  andere  uns  bekannte  Lehran- 
ten ,   so  würden  wir  der  mehr  elementaren  Darstellung  von 
ko  den  Vorzug  geben,  wenn  wir  auch  in  wissenschaftlicher 
ksicht  das  Verdienst  der  allgemeineren  mehr  analytischen,  in 
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manchen  Partieen,  die  wh?  hier  nicht  einzeln  namhaft  mrir 
können,  zugleich  dem  Herrn  Verfasser  eigenthümlicheo,  theii»» 
vereinfachten  Darstellung  in  dem  Hache  von  Snbic,  dies 
mehrfach  recht  sehr  angesprochen  hat,  In  der  bere'rtwiliir * 
Weise  anerkennen.  Beide  Lehrbücher  enthaften  auch  eine  k 
liehe  Entwicklung  der  elementaren  Grundlehren  der  Astroin* 
und  das  Buch  von  Subie  zugleich  eine  in  zehn  Paragraph«  19 
theilte  wert h volle  Sammlung  von  Aufgaben  aus  den  versdWw 
Gebieten  der  Physik. 

In  Summa  haben  diese  beiden  Lehrbucher  uns  vriederaä 
sehr  erfreuliebes  Bild  von  dem  jedenfalls  sehr  ausgezekba 
Zustande  des  verhäitnissmSssig  sehr  weit  getriebenen  pky& 
lischen  Unterrichts  auf  den  österreichischen  Gymnasien  ud  Be- 
schulen geliefert,  dem  wir  auch  namentlich  deshalb  unnre  nfc 
Anerkennung  zollen,  weil  er  ganz  unseren  eigenen  Ansicht  fr 
diesen  Unterrichtsgegenstand  entspricht,  indem  wir  fortwä* 
der  Meinung  gewesen  sind  und  noch  sind,  dass  der  pbysiluüs^ 
Unterricht  nur  dann  sich  als  kräftiges  Bildungsmittel  des  jo" 
liehen  Geistes  vollständig  geltend  machen  kunoe,  wenn  er  xhd 
wo  es  die  Wissenschaft  fordert,  auf  einer  streng  mathemafc^6 
Basis  ruhet,  wobei  natürlich  das  Recht,  welches  auch  das  Ei* 
riroent,  in  welchem  natürlich  auch  eine,  eine  besondere  Seite  v> 
Geistes  bildende  Kraft  Hegt,  für  sich  unbedingt  in  Ansprache** 
in  keiner  Weise  geschmälert  werden  soll  und  darf. 


Krystallographie. 

A  Tract  on  Crystal lography  designed  for  tkt  ** 
of  students  in  the  University.  By  W.  ü.  Miller,  h 
fessor  of  Mineralogy  in  the  University  of  Cambnk* 
Cambridge.    1863.  8. 

Wir  machen  alte  unsere  Leser  sehr  auf  dieses  so  ffc*  ^ 
schienene  Elementar  -  Lehrbuch  der  mathematischen  Kryiul*?* 
phie  aufmerksam,  und  möchten  zugleich  den  Wunsch  atwpma* 
dass  dasselbe  recht  bald  durch  eine  Uebersetzung  anf  detrtseJ* 
Boden  verpflanzt  werden  mochte,  welches  bei  dem  geringen  Cr 
fange  von  nur  86  Seiten  sehr  leicht  zu  bewerkstelligen  seuu 
wodurch  gewiss  unserer  mathematischen  und  mineralogisch*  L 
teratur  ein  sehr  wesentlicher  Nutzen  geleistet  werden  wßrde. 
das  Büchlein  für  den  Mathematiker  ganz  eben  so  iuteressaat  * 
wie  für  den  Krystailographen.    Die  Darstellung  ist  veder  e* 
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in -analytisch«,  noch  eine  rein -geometrische,  sondern  eine  ge- 
ischte,  aber,  wie  wir  versichern  können,  in  dieser  Weise  höchst 
egant  und  einfach,  zugleich  dem  berühmten  Verfasser  in  vieler 
eziehung  ganz  eigentümlich,  und  dabei  völlig  elementar,  weil  sie, 
wa  nur  mit  Ausnahme  de»  kurzen  zehnten  Kapitels,  keine  über 
e  Trigonometrie  hinausgehenden  Kenntnisse  voraussetzt.  Die 
cberschriften  der  einseinen  Kapitel  sind  die  folgenden:  I.  Pro« 
trties  of  a  systein  of  planes.  (Vorzüglich  auch  in  geometrischer 
eziehung  interessant)  II.  Cubic  systein.  Hl.  Pyramidal  system 
'.  Rbombohedral  system.  V.  Prismatic  system.  VI.  Oblique 
stem.  VII.  Anortbic  system.  VIII.  Twin  crystals.  IX.  Geo- 
etrical  investigation  of  the  properties  of  a  system  of  planes. 
.  Analytical  investigation  of  the  properties  of  a  system  of  planes. 

Wir  fordern  nochmals  recht  sehr  zu  einer  recht  baldigen 
Übersetzung  dieser  sehr  schönen  Schrift  auf,  und  werden  zur 
»rderung  einer  solchen  sehr  gern  unsere  Hand  bieten,  so  weit 
sselbe  in  Anspruch  genommen  werden  sollte. 


Bei  dieser  Gelegenheit  machen  wir  noch  kurz  auf  die  folgende 
*  gütigst  mitgetbeilte  Schrift  aufmerksam,  wenn  dieselbe  auch 
cht  speciell  krystallographischen  Inhalts,  aber  doch  mehrfach 
teressant  ist: 

Sulmodo  di  fare  la  carta  geologica  delRegno  d'Ita- 
a.  Relasione  del  Com niendatore  %atntlno  Hella.  AI 
ig.  Comroendatore  Cordeva,  Ministro  di  Agricoltura, 
dustrla  e  Commercio.   Torino,  8  Ottobre  1861. 

In  dieser  Schrift  theilt  Herr  Quintino  Sella  seine  haupt- 
chlich  während  einer,  auf  Veranlassung  der  italienischen  Re- 
gung unternommenen  Reise  gewonnenen  Anschauungen  über 
»  Fortschritte,  welche  die  Anfertigung  geologischer  Karten  in 
n  verschiedenen  Ländern  gemacht  bat,  über  die  znr  Anferti- 
ng  derselben  getroffenen  Veranstaltungen,  über  das  zu  diesem 
huf  angestellte  Personal ,  die  aufgewandten  Kosten  u.  dgl.  mit, 
durch  diese  Schrift  für  einen  Jeden,  der  sich  fär  diese  Dinge 
eressirt,  von  der  grüssten  Wichtigkeit  ist,  weshalb  wir  nament- 
h  hier  auf  dieselbe  gelegentlich  aufmerksam  machen.  Die  be- 
rochenen  Länder  sind:  Francia,  logbil terra,  Austria,  Belgio, 
rroania  (Prussia,  Darmstadt,  Sassonia),  Svizzera,  Canada  (nach 
richten  von  T.  Sterry  Huot),  Stati  uniti  (nach  Berichten  vom 
nes  I).  Dana).  —  In  den  Conclusioni  wendet  nun  Herr  Quin- 
io  Sella  seine  Erfahrungen  auf  die  Anfertigung  einer  geolo- 
chen  Karte  fär  das  in  dieser  Beziehung  so  interessante  König* 

4# 
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reich  Mafien  an  und  macht  dazu  die  geeignetsten  ^  onoi*» 
Man  sieht  auch  hieraus  Ten  Neuem,  wre  in  Italien  in  den  VW 
achaften  Alles  auf  den  kräftigsten  und  raschesten  Fwtptt 
drängt,  wiis  gewiss  eine  herzerhebende  Erecbeinung-  ist  h* 
niger  die  Anfertigung  geologischer  Karten  ohne  die  westnfofei 
Belhulfe  der  Mathematik  möglich  ist,  desto  mehr  wird  <fa  * 
läufige*  Artteige  dieser  sehr  interessanten  Schrift  an  dieeevfa 
gerechtfertigt  sein. 


V  ermischte  Schriften. 

■  *  ■ 

Carl  Friedrich  Gauss  Werke.  Erster  Band.  Hern* 
gegeben  von  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wim« 
Schäften  zu  Gottingen.    1863.  4. 

Dieser  mit  dem  Bilde  von  Gau« 8  geschmückte  erst«  Bj. 
der  Werke  des  genannten  grossen  Mathematikers,  durch  ka 
Herausgabe  die  Konigl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  wfr 
ringen  sich  ei«  nicht  genug  anzuerkennende«  «ehr  grus*ei  1* 
dienst  erwirbt,  (m.  vergt  Archiv  Tbl.  XX  XV  III.  S.loni* 
haU  die: 

D  isquisitiones  arithmeticae.  Auetore  I).  Cartu 
Fridervco  Geusa.    Lipaiae.  1801. 

ir*  schönster  und  würdigster  Ausstattung.    Beigegeben  ü- 
ser  neuen  Ausgabe  Handscb  riftlithe  Aufzeichnungei'» 
Gauss,  so  wie  eine  8chluss  beroerkung  zur  neuen  At*ph> 
iq  welcher,  die  in  derselben  vorgenommenen  wenigen  „Textfi^- 
ruqgen/'  angegeben  worden  sind*    Die  achte  Sectios, 
an  mehreren  Stellen  verwiesen  wird,  findet  sich  unter  den  hV 
Schriften  von  Gauss,  und  wird  in  dieser  neuen  Auggabe [l* 
arithmetischen  Abhandlungen  des  Nachlasses  sich  anschlie^ 

Aahasi  di  Matematica  pu ra  ed  appheata  pubbJi«ti 
da  Barrhaba  Tortolini  e  compil&ti  da  £.  Beüi  a  f*h 
F.  ttrioschi  *  Pavia,  A.  Genocehi  a  Torine,  B.  Tertali»« 
a  Roma.   4«,   (S.  Uterar.  Ber.  NiCLVlI.  8.15.) 

No.  6.  tom.  IV;  1861.    La  Teorica  delte  fiinzfoni  etlifti^ 
Monografia  del  Prof.  E.  Betti.  p.2U7.  —  Etüde  sur  lequililrr  »' 
Barometre  a  halance.    Par  le  P.  M.  Jullien.  p.  337.  —  Cifti* 
de  1a  sur  face  des  ondes.   Par  M.  W.  Roberts,  p.  345.  -  En* 
corrige.  p.348.  —  Ihdfce  generale  di  ttitti  gli  artlcoli. 
Errata  corrifre  äl  tomo  III.  p.  350. 
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Sitzungsberichte  der  Mnigl.  böhmischen  Gesell* 
haXt  der  Wissenschaften  in  Prag-  Jahrgang,  186i 
ili— Dezember.  Prag«  18Q2.  8°.  (Vergjl.  LUerar.  IJejr, 
\  OLIV.  &1Ü)   , 

Mit  Rücksicht  auf  unseren  früher?«  Bricht  über  Jahrgang 
52.  Januar — Juni  (m.  s.  die  vorher  angeführte  Nummer  des 
terar.  Ber.)  wiederholen  wir  dringend  unsere  dort  ausgesprochene 
Ue,  das*  es  der  konigl.  böhmischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
haften,  von  deren  grosser  Thätigkeit  auch  die,  vorliegende* 
tzungsbericbte  wieder  den  erfreulichsten  Beweis  liefern,  gefallen 
ige,  das  von  Herrn  Prof.  Buh  in  aufgefundene  Original*  Manu- 
ript  Tycho  de  Brahe's:  „T riangulorum  Pianorum  et 
ihaericorum  Praxis  Arithmetica"  recht  bald  zu  veroffent- 
hen,  wodurch  die  konigl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  ihren 
ossen  Verdiensten  gewiss  noch  ein  neues  hinzufugen  wird.  — 
is  vorliegende  Semestrai  •  Heft  der  Sitzungsberichte  enthält  die 
genden  in  den  Kreis  des  Archivs  gehörenden  Aufsätze:  S.  26  — 
27.  Herr  Czermak  demonstrirte  unter  dem  Mikroskop 
ne  Probe  von  auf  Glas  gravirter  Schrift,  welche  ver- 
ittelst  der  Maschine  von  Mr.  Peters  in  London  erzeugt 
orden  war.  Die  Schriftzuge  dieser  Probe  sind  so  klein,  dase 
s  ganze  „Vater  unser"  in  englischer  Sprache  in  einer  Kreis- 
che Kaum  hat,  deren  Durchmesser  y^ZoW  betragt  Ein  Qua- 
atzoll  würde  2500  solcher  Kreise,  somit  2500mal  das  „Vater 
ser"  enthalten  können.  Dennoch  konnten  die  Anwesenden  die 
:brift  unter  dem  Mikroskop  vollkommen  deutlich  lesen.  Mr.  Pe- 
rs  Maschine  ist  eine  Art  Storchschnabel  von  höchster  mechanl- 
ber  Vollendung  und  Präcisioo,  und  durfte  nicht  bloss  zur  Herstef- 
ng  mikroskopischer  Gereuths-  und  Augenergotzuugen,  geheimer 
epeschen  u.dgl.,  sondern  auch  zu  wissenschaftlichen  Zwecken 
tzbar  gemacht  werden  können,  z.  B.  zur  Erzeugung  von  Glasmi- 
ometern, Interferenzgittern  u.  s.  w.  Nach  Herrn  Czermak  s 
orschlag  liesse  sieb  der  Mechanismus  der  Pet ersuchen  Ma- 
bine  in  umgekehrtem  Sinne  benutzen,  uämljch  zur  Herstellung 
«o  exakten  vergrösserten  Zeichnungen  mikroskopischer  Objecte. 

S.  06  —  S.82.  Pierre:  Ueber  die  Anwendung  der  Fluo* 
seeoz  •  Erscheinungen  zur  Erkennung  von  fluoresci- 
soden  Stoffen  in  Mischungen  mit  andern  fluo  rewei  reo* 
»n  oder  nicht  fluorescirendc n  Stoffen.  (Ein  ausführlicher 
hr  interessanter  Aufsatz  mit  einer  Abbildung).  —  £j.94.—  S.  95. 
err  Pierre  hielt  einen  Vortrag  über  einen  Apparat  (Tetrachord) 
lr Demonstration  der  Gesetze  der  Trans versalsch wi n- 
ingen  gespannter  S a i tw^,  ^  Apparat,  mittelst  welches 
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die  mit  dem  Gebrauche  des  gewöhnlichen  Monochords  verWa* 
Umständlichkeit  und  der  dadurch!  notbwendig  herbeigefubml* 
verlest,  wenn  man  namentlich  auch  den  Einfluss  des  Dunk» 
sers  and  der  Dichte  des  Materials  der  Saiten  in  den  Bett** 
experimentellen  Demonstration  sieben  will,  möglichst  reraüi 
wird,  ist  zwar  kurz,  aber  deutlich  beschrieben. 

Sitzungsberichte  der  konigl.  bayerischen  Akadci* 
der  W,  ssensch  a  ften  zu  Manchen.  (Vergl.  Literar  Ber. 
Nr.  CL  VI  II.  S.  12). 

1863.   I.   Heft  II.   Christ:  Ueber  das:  Argumentteil 
culandi  des  Victorius  und  dessen  Commentar.  S.lö)- 
S.  152.    Herr  Director  Halm  stiess  bei  seiner  Durch  forsdmg 
viele  noch  unbekannte  Schätze  bergenden  bayerischen  Bibl'wÜK« 
auf  eine  Bamberger  Pergamenthandschrift  des  X.  oder  XI.  Ji&r:: 
derts,  deren  Inhalt  als  Über  arithmeticae  auf  der  iiare 
Aufschrift  bezeichnet  ist,  und  theilte  dieselbe  dem  als  Fm* 
mathematischer  Studien  bekannten  und  namentlich  för  All«« 
auf  antikes  Maass  und  Gewicht  Bezug  hat,  sich  lebhaft  von 
airenden  Herrn  Christ  zur  näheren  Untersuchung  und  weaa 
Ausbeutung  mit.    Bei  genauer  Durchsicht  erkannte  Herr  Clrti 
bald,  dass  die  Handschrift  aus  zwei  Thailen  bestehe,  tos  den 
der  kleinere  auf  den  vier  ersten  Blättern  einen  Tractat  fiber « 
Weise  der  Multiplication  und  Division  bei  den  Romern  «AiSa. 
der  zweite  auf  den  folgenden  Blättern  von  Fol.  5— 48  eiaei 
läufigen  Commentar  zu  jenem  Tractat  aus  den  Zeiten  des  Mi> 
alters  umfasse.    In  buchst  interessanter  Weise  verbreitet  -*•** 
Herr  Christ  in  seiner  gelehrten  Abhandlung  über  dies«  fr  & 
Kenntniss  des  Unterrichts  in  der  Arithmetik  bei  den  f&»r 
fÖr  die  Kenntniss  der  Metrologie  des  Altertbums  und  der  S# 
disciplinen  des  Mittelalters,  bei  aller  ihrer  Mangelhaftigkeit*! 
wichtige  Schrift  des  Victorius,  über  diesen  ihren  Verfs* 
selbst  u.  s.  w.,  und  theilt  zuletzt  auf  S.  132  —  S.  152.  mehrere^ 
wichtigsten  Abschnitte  aus  derselben  mit;  eine  vollständig  fc- 
blication  dieser  Schrift  mochte,  bei  der  grossen  Mang  ei*'  - 
keit  unserer  Kenntnisse  von  dem  Unterrichte  in  der  Arfts*** 
bei  den  Romern,  immerhin  anzuratben  und  vielen,  die  ein  be*-: 
deres  Studium  aus  der  Geschichte  der  Mathematik  machen,  je** 
sehr  erwünscht  sein.  —  Petten koffer:  Ueber  Bastian"! 
des  luftförmigen  Wassers  im  Respirations*  App»"» 


S.  152 -S.  161. 
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jörling,  Dr.,  ä  Westens  en  Suede. 
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Zu  beweisende  Relation  aus  der  «phänischen 
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ein  b  sin  e  +  coe  6  cos  t  cos  /l 
=ssin/?slnC—  cos  Jfcos  Ccosa  .  . 
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Nr.  35.  aufgestellten  Lehraatzes;  —  über 
die  Ableitung  des  Differentials  von  log Tx\ 
und  —  Aber  eine  allgemeine  Aufgabe  über 
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Ueber  den  Werth  von  ««+M  

Allgemeine  Form  der  Fourier'schen  Rei- 
hen. Anwendung  auf  die  Berechnung  be- 
stimmter Integrale  nnd  die  Summirung 
Reihen  


Dostor,  Georges,  Dr.  es 
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formatioD  des  coordonntfee  dans  le  plan 
et  dans  1'espace,  a?ec  application  box  lig- 
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des  sections  planes.)  
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►  urege,  Dr.,  Professor  in  Zürich. 

Üeber  einen  Satz  von  ganzen  Zahlen  .  . 

Ueber  die  Relation,  die  zwischen  den  Ab- 
schnitten der  Seiten  eines  Dreiecks  be- 
steht, welche  durch  sieb  in  einem  Punkte 
schneidende  Gerade  gebildet  werden  .  . 

üeber  eine  Anwendung  der  imaginären  Gros- 
«qd,  in  der  Mechanik  
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Von  der  Auflösbarkeit  der  ganzen  rationa- 
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•>X  =  2*   — ;   .  ■  :  •  •    •  ■ 

scher,  Paul,  Dr.,  Privatdoceut  der  Mathe- 
matik am  schweizerischen  Poiytecbnlcum  au 
td  uricn  • 

Ueber  eine  geometrische  Aufgabe  .... 
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ssen,  E.,  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik 
Gymnasium  zu  Stargard. 
Leichter  Beweis  der  Gauss  sehen  Gleich- 
ungen und    der  Neperscben  Analogien 

durch  Construction  

Einige  Andeutungen,  die  Quadratur  der  Hy- 
perbel betreffend  
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ersten  Buche  der  Elemente  des  Euklides 

Fischer,  Gymnasial- Oberlehrer  in  Kempen. 

Das  Integral  f\T a*—x*dx  im  Zusammen- 
hang mit  anderen  ähnlichen  

Eio  geometrischer  Satz  
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derselben  ausgehen  

Sehr  einfache  Bestimmung  eines  bekannten 
Integrals  

Gens! er,  Fr.  W.K.,  Dr.,  Pastor  zu  Grossmol- 
sen  im  Grossherzogth.  Sachsen  Weimar. 
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nebst  einigen  Bemerkungen  Aber  die 
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lysis  in  ihrer  Entwicklung  von  Leibniz 
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kritischer  Beitrag  zur  Geschichte  der  Ma- 
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lieber  Genauigkeit  der  Functionen  beding- 
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Die  Auflösung  der  Gleichungen  des  fünften 
und  sechsten  Grades  durch  Conetruc- 
tion  nach  Descartes,  in  eigenthftmll- 
cher  Darstellung   XXVÜ.  245 
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suchs,  ans  neuen  Gesichtspunkten  darge- 
stellt, mit  Rücksicht  auf  die  ellipsoidi- 
sehe  Gestalt  der  Erde  

Neue  Entwicklung  einer  Theorie  des  Maas- 
ses  der  Curvatur  oder  des  M  aase  es  der 
Krümmung  

Die  polnische  Gräfin  Skorzewska  und  die 
neiden  Mathematiker  Joh.Heior.  Lam- 
bert und  von  Holland  über  die  Auf** 
gäbe  voo  der  Beschreibung  eines  drei 
andere  gegebene  berührenden  Kreises  .  . 

üeber  Johann  Heinrich  Lambert  .  . 

Ueber  den  Gebrauch  des  Spiegelsextanten 
bei  geodätischen  Messungen  ...... 

Ueber  die  Entwicklung  der  Grund  formein 
der  Drehung  eines  Systems  materieller 
Punkte  um  einen  festen  Punkt,  sls  wei- 
tere Ausführung  und  Fortsetzung  der  Ab- 
handlung in  Thl.XXlV.  Nr.  VI.  über  die 
Hauptaxen  eines  Systems  materieller 
Punkte  

Bemerkungen  cur  analytischen  Geometrie  . 

Theorie  der  wahren  und  scheinbaren  Bewe- 
gung eines  nach  den  Gesetzen  der  allge- 
meinen Schwere  die  Sonne  umkreisenden 
Weltkörpers,  mit  besonderer  Rücksicht 
auf  die  Aufgabe  von  der  Bestimmung  der 
Bahn  aus  drei  vollständigen  geocentriseben 
Beobachtungen  

Ueber  die  Curven  der  grössten  Neigung 
(Lignes  de  la  plus  grande  pente.)  .  . 

Beweis,  dass  die  sämmtlichen  Wurzeln  der 
eubischen  Gleichung 

(x— a)(x— b)(x— c)  —d\x—a)  —  e\x  —  b) 
— c)+2def=0 
reell  sind  

Elementarer  Beweis  der  Reihen  für  den  Si- 
nus und  Cosinus  durch  den  Bogen  .  .  . 


XXVHL 


XXVilL  Ü5 


XXVHL  & 


XXVHL  ö 


XXVUL4* 
XXIX^ 


XXIX*  2L 
XXIX  4f 


XXIX.  tti 
XXIX  * 
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Wenn  zwischen  zwei  Grossen  u,  v  zwei 
Gleichungen  von  der  allgemeinen  Form 
(ap  -f  ai)u  -f-  (bp  -|-         ep  +  ct  =  0, 
(ap'+UiJtc  +  (6p'+6t)ü  +  cp'  +  cj  =  0 
Statt  finden,  so  ist  unter  der  Voraus- 
setzung, dassp—  p1  nicht  verschwindet: 

„  =  *£LZ£*>,    „  =  c°-  ~  gc'    ..  XXIX.5I8 
a6j  —  ab% — oai 

Ueber  einen  allgemeinen  Satz  von  den 
Kegelschnitten   XXIX.  519 

Ueber  den  Flächeninhalt  in  oder  um  eine 
Ellipse  beschriebener  Dreiecke  und  Vier- 
ecke   XXX.  11 

Ueber  die  Auflösung  der  Gleichungen  durch 
Näherung   XXX.  54 

Merkwürdige  Construction  des  grössten  in 
und  des  kleinsten  um  eine  Ellipse  be- 
schriebenen Vielecks  von  gegebener  Sei- 
tenzahl   XXX.  84 

Der  Satz  von  Cot  es,  auf  die  Ellipse  er- 
weitert   XXX.  104 

Der  Satz  des  Ptolemäus,  auf  die  Ellipse 
erweitert   XXX.  109 

Ueber  den  körperlichen  Inhalt  schief  abge- 
schnittener dreiseitiger  Prismen  ....  XXX.  118 

Ueber  eine  von  transcendenten  Operationen 
nicht  abhängende  Formel  zur  Auflösung 
des  irreduciblen  Falls  bei  den  eubischen 
Gleichungen   XXX.  135 

Neue  Metbode  die  Ellipse  zu  rectificiren  XXX.  213 

Zwei  ganze  Zahlen  zu  finden,  deren  Quo- 
tient oder  Verhältniss   ihrer  Differenz 

gleich  ist   XXX.  230 

Berichtigung  zu  der  Abhandlung  Tbl.  VI.  Nr.  I.  XXX.  231 

Ueber  die  Einrichtung  der  Gauss* sehen 
Tafeln  zur  Berechnung  der  Logarithmen 
der  Summe  oder  Differenz  zweier  Zahlen, 
die  nicht  selbst,  sondern  nur  durch  ihre 
Logarithmen  gegeben  sind   XXX.  233 
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Ueber  zwei  besondere  Methoden  der  Aua- 
ziehung  der  Quadratwurzel,  mit  besonde- 
rer Rücksicht  auf  die  Verdienste  des 
italienischen  Mathematikers  Pietro  An- 
t  o  n  i  o  C  a  t  al  d  i,  wahrscheinlich  des  ersten 


Erfinders  der  Kettetibrüche   XXX  f 

Lamarle's  Construction  des  Krüimnungs- 
kreise*  der  Kegelschnitte   XXL  S 

Leichte  ganz  elementare  Summirnng  einiger 
Keinen  und  daraus  abgeleiteter  einfacher 
Beweis  des  binomischen  Lehrsatzes  für 
negative  ganze  Exponenten,  zur  Aufnahme 
in  den  mathematischen  Schulunterricht, 
oder  wenigstens  zur  Benutzung  bei  dem- 
selben   XXX.  £ 

Beweis  des  Fermat' sehen  Satzes  von  den 
Primzahlen  nach  Cauchy   XXX.  £ 

Neue  Darstellung  der  Theorie  der  Berüh- 
rung und  Krümmung  der  Curven  ....  XXX  > 


Neu*  merkwürdige  Formel  für  den  körper- 
lichen Inhalt  schief  abgeschnittener 
Prismen,  mit  besonderer  Rücksicht  auf 
die     wichtigen    Anwendungen,  welche 


sieh  von  derselben  zur  Berechnung  der 
aufzutragendes  und  abzutragenden  Erd- 
körper bei  Eisenbahn  bauten,  Wiesen- 
anlagen und  allen  Nivellirungsarbeiten 
machen  lassen   XXX  & 

Ueber  den  Flächeninhalt  elliptischer  See- 
toren,  die  ihre  Spitze  im  Mittelpunkte  der 
Ellipse  haben   XXX. 


Nachtrag  und  Berichtigung  zu  der  Abhand- 
lung: Ueber  die  Bestimmung  der  Direc- 
trixen,  Brennpunkte  und  Charakteristiken 
oder  Determinanten  der  Linien  des  zwei- 
ten Grades  im  Allgemeinen  in  Tbl. XXV. 
Nr.  XXII  
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Ueber  einige  Sätze 

nalen  algebraischen  Functionen,  nacfa„R6- 
sumes  analytiques  paff  M.  Augustin 
Cauchy.   A  Turm  1833.   p.  14."  .  .  . 

Theorie  der  Kegelschnitte  nach  einer  neuen 


Theil.  Seite. 


Methode  analytisch 

Zur  Theorie  des  Krümmung* kreise*.  (Vetgh 
den  Aufsatz  des  Herrn  Herausgebers. 
Tb.XXX.  S.  296.)  Von  Herrn  L.  D.  .  . 

Ueber  den  von  Herrn  Doctor  Voller  be- 
wiesenen allgemeinen  Satz  von  denCurven 

Ueber  die  neuesten  optischen  Arbeiten  und 
Untersuchungen  des  Herrn  v.  Stein  heil 
m  München  

Ein  rechtwinklige«  Dreieck  zu  bestimmen, 
dessen  Seiten  in  stetiger  Proportion  ste- 
hen, und  worin  eine  Seite  die  gegebene 
Grosse  a  hat  

Bemerkungen  über  die  Construction  der 
rafttteren  Proportionallinie  zwischen  zwei 
gegebenen  Linien,  nach  Herrn  Gousy  . 

Ueber  Lagrauges  Auflösung  der  voll- 
ständigen biquadratischen  Gleichungen» 
in  denen  das  zweite  Glied  nicht  fehlt  . 

Drei  Grössen  x,y,i,  deren  Summe  *  gegeben 
ist,  sind  durch  Messung  bestimmt  worden, 
und  man  habe  dadurch  für  diese  drei 
Crossen  respective  die  Werthe  a,  b,  c 
erhalten.  Da  diese  Werthe  mit  Fehlern 
behaftet  sind,  und  ihre  Summe  also  nicht 
genau  *  ist,  so  soll  man  dieselben  so 
verbessern,  dass  die  verbesserten  Werthe 
geuaudie  Summe  $  geben,  und  dieSumme 
der  Quadrate  der  Verbesserungen  ein 
Minimum  ist  *.  . 

Ueber  die  Inhaltsbestimmung  einergewissen 
Klasse  von  Kürperu  


XXXI.  27 
XXXI.  67 


XXXI.  218 
XXXI.  454 

XXXI.  460 


XXXI.  472 


XXXI  477 


XXXI.  477 


XXXI.  480 


XXXI.  481 
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Ueber  die  Relation  zwischen  der  Entfernung 
der  Mittelpunkte  und  den  Halbmessern 
zweier  Kreise,  von  denen  der  eine  um 
und  der  andere  in  dasselbe  Vieleck  be- 
schrieben 'ist   XXXIL  t 

Ueber  den  Satz,  dass  eio  sphärisches  Drei- 
eck und  sein  symmetrisch  liegendes  Schei- 
teldreieck gleiche  Flächenrfiume  haben  .  .  XXBLlfc 

Ueber  die  Normalen  der  Kegelschnitte  .  .  XXXIL  Ö 

Ueber  das  loterpolationsproblera   XXXII.  U« 

Nene  analytische  Entwickelung  der  Theorie 
der  stereographischen  Projection,  mit 
neuen  Sätzen  und  Formeln,  und  neuen 
Eigenschaften  derselben   XXXII.  3 

Ueber  die  Schiffahrt  auf  dem  grössten 
Kreise.   Ein  Beitrag  zur  Nautik  ....  XXXIL  * 

Ueber  Guldin's  Regel   XXXIL 51 

Ueber  eine  Eigenschaft  der  Ellipse  und  eine 
darauf  gegründete  Constructien  dieser 
Curve  durch  Punkte   XXXIL  S 

Ueber  einen  geometrischen  Satz   XXXII  $ 

Neue  Methode  zur  Entwerfung  perspectivt- 
scher  Zeichnungen,  nebst  einer  streng 
wissenschaftlichen  Darstellung  der  Per- 
spective Oberhaupt   XXXIL  £ 

Neue  Methode  durch  beliebig  gegebene 
Punkte  Berührende  an  Kegelschnitte  zu 
ziehen   XXXII .  £ 

Ueber  eine  auf  die  Bestimmung  der  Lage 
der  Punkte  in  einer  Ebene  durch  ihre 
Entfernungen  von  zwei  gegebenen  festen 
Punkten  gegründete  analytische  Geome- 
trie, mit  Rücksicht  auf  niedere  Geodäsie  XXXII.  U 
Die  allgemeinsten  Gesetze  der  Krystallo- 
graphie,  gegründet  auf  eine  von  neuen 
Gesichtspunkten  ausgehende  Theorie  der 
geraden  Linie  im  Räume  und  der  Ebene 
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fär  beliebige  schief-  oder  rechtwinklige 

Coordinatensysteme   XXXIV.  121 

Zwei  merkwürdige  analytische  Relationen  .  XXXIV.  367 
Merkwürdige  Erweiterung  der  Formeln  der 

ebenen    Trigonometrie  auf  ein  System 

von  drei  sich  nicht  schneidenden  Geraden 

im  Räume   XXXV.  1 

Etymologie  des  Worts  „Theodolit"  ....  XXXV.  240 
Lagenbestimmungen  auf  der  Kugel,  eine 

Ergänzung  der  sphärischen  Trigonometrie 

mit  besonderer  Rücksicht  auf  Geodäsie  .  XXXVI.  51 
Ueber  Länge  und  Breite,  reducirte  Länge 

und  Breite  auf  dem  dreiaxigen  Ellipsoid  XXXVI.  79 
Gnomonik  für  jede  beliebige  Ebene  im  Räume, 

mit  Rücksicht  auf  die  Anwendung  der 

neueren  Geometrie  zur  Ausfuhrung  gno- 

monischer  Constructionen   XXXVI.  101 

Nachschrift  zu  Kuhlmey's  Abhandlung: 

Die  Trisection  des  Winkels  ......         XXXVI.  124 

Ueber  die  Entfernungen  der  merkwürdigen 

Punkte  des  ebenen  Dreiecks  von  einander        XXX  VI.  325 

Einige  merkwürdige  Ausdrücke  für  die  drei- 
seitige Pyramide   XXXVI.  356 

Merkwürdige  Zerlegung  von 

(«*  + 6«  +  c*+d*  +  e* +     +    + A«) 
X  (a'* + 6'* + c'* + d'* + e'a + f*  -f  o7*  +  A'*) 

in  acht  Quadrate.    Nach  Prouhet  und 

Cayley   XXXVI.  381 

Bemerkenswerte  Umformung  von 

( "o*  +  V + c0«)  (at    +  6,  b%  -f  c,  c*) 
—  (ooa,  +  bQbx  +^oci)(aaao  +  Mo  +  <Vo)  XXXVI.  382 

Grösse  des  den  Grundflächen  einer  abge- 
stumpften Pyramide  parallelen  Schnitts, 
welcher  die  Pyramide  nach  einem  gege- 
benen Verhältniese  in  zwei  Theile  theilt^       XXXVI.  503 

Allgemeine  Theorie  der  Kegelschnitte  als 
Curven  im  Räume  betrachtet,  nebst  deren 

Inh.-V.  26—40.  2 
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Anweiiduog  auf  die  Bestimmung  der  Bah 
neu  der  um  die  Sonne  in  Kegelschnitten 
sich   bewegenden   VVeltkurper  und  der 

Proxiraitäten  der  Bahnen   XXXYU.  i 

Ableitung  einiger  Relationen  aus  der  Glei- 
chung 

(ÄOfc—  c6l)*+(ca1— acjy+lobi—  *o1)2=0        XXXVIL  fr 
Allgemeine  Theorie  der  Krünimongslinien  XXXVIL  3f 

Ueber  den  durch  drei  Punkte  einer  Ellipse 
gehenden  Kreis,  und  Ober  deu  KrCrn- 
rouogskreis  der  Ellipse   XXXYll  3 

Elementar-geometrischer  Beweis  der  Grund* 
eigenschaft  der  kürzesten  oder  geodäti- 
schen Linie  auf  einer  beliebigen  Fläche 
und  darauf  gegründete  Entwicklung  der 
allgemeinen  Gleichungen  der  kürzesten 
oder  geodätischen  Linie   XXXVÖ  J* 

Ueber  eine  Formel  von  Gauss  für  das  phy- 
sische Pendel   XXXYU  * 

Entwicklung  der  Integrale 

üeher  Eble's  Stundenzeiger,  ein  Instrument 
zur  Zeitbestimmung   XXXYU  1* 

Ueber  die  Auflösung  dreier  Gleichungen 
mit  drei  unbekannten  Grossen,  vou  denen 
wenigstens  zwei  lineare  Gleichungen  sind  XXXVII. 

Ueber  eine  Aufgabe  von  der  geraden  Linie 
und  Ebene  im  Räume   XXXVII  *& 

Ueber  die  Excentricität  der  Boussole  .  .  .        XXXVII.  # 

Analytischer  Beweis  eines  geometrischen 
Sattes  und  Anwendung  dieses  Satzes  in 
der  Feldmesskunst   XXXVIL  C> 

Bemerkung  über  die  Gestalt  des  dreiaxigen 
Ellipsoids   XXXVR  Ä 

Formel  zur  leichten  Berechnung  des  Flä- 
cheninhalts des  ebenen  Dreiecks  bei  Mes- 
sungen mitder  blossen  Kette  und  mit  Stäben        XXXVI  & 
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Grundzttge  der  Theorie  der  hyperbolischen 
Functionen  und  der  Anwendung  derselben 
lor  Ausziehung  der  Wurzeln  und  zur  Auf- 
Illing  der  Gleichungen   XXXVUI.  48 

Geometrische  Aufgaben ,  welche  zur  An- 
wendung in  der  nautischen  Geodäsie  ge- 
eignet sind  t  .......  .      XXXVUI.  81 

Entwickelung  einer  Formel  zur  Berechnung 
des  Flächeninhalts  einer  geradlinigen  Figur 
bei  Messungen  mit  der  Boussole  unmit- 
telbar aus  den  gemessenen  Seiten  der 
Figur  und  den  an  der  Nadel  gemachten 

•  Ablesungen,  ohne  erst  die  Winkel  der 
Figur  zu  berechnen  oder  andere  vorläu- 
fige Rechnungen  machen  zu  müssen  .  .      XXXVUI.  165 

Notiz  über  den  sphärischen  Excess    .  .  .       XXXVIII.  220 

Kürzeste  Entfernung  zweier  Normalen  eines 
EUipsoids  von  einander   XXXVUI.  228 

Oer  eigentliche  Erfinder  des  sogenannten 
Voll  ersehen  Satzes.  M.  s.  Archiv.  Tbl. 
XXXI.  Nr.  XXVIII.  S.  449   XXXVIII.  36Ö 

Ueber  die  Bezeichnung  sin2qp,  cos9?,  u.  s.  w.      XXXVUI,  366 

Beweis  des  berühmten  Ausdrucks  von 
Wallis  für  n   XXXVIII.  367 

Ueber  die  zwischen  den  Seiten  und  Diago- 
nalen eines  jeden  Vierecks  Stattfindende 
Relation   XXXVUI.  373 

Das  System  der  Dreilinien  -  Coordmaten  in 
Allgemeiner  analytischer  Entwickelung  .      XXXVIII.  389 

Ueber  einen  Satz,  von  welchem  der  die  Zahl 
n  betreffende  Satz  von  Wallis  ein  beson- 
derer Fall  ist   XXXVUI.  466 

Ueber  eine  Aufgabe  aus  der  Lehre  vom 
Grossten  und  Kleinsten   XXXVIII.  475 

Allgemeiner  Satz  vom  Viereck  und  Satz  vom 

umschriebenen  Viereck  nach  Hrn.P.Serr  et  XXXVUI.  481 
Einige  Sätze  der  Eieraentar-Geometrie  nach 

Uevo  Paul  Serr*t   XXXVUI.  483 
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Conjugirte  Punkte  der  Ellipse  

Ueber  die  Zerlegung  der  Function 

ax* + bxy  +  cy*  +  dx  +  ey  +  f 
in  zwei  lineare  Factoren  

Wenn 

^  =  ua'-66'-ec\  D  =  6c'  +  «*', 

B  =  bb'  —  cc' — aa',  E  =  ca'  -+  ac', 

C-cc'  —  aa'-bb\  F=ab'  +  ba' 

ist,  so  ist 

ABC-  AD*—BE*  -  CF*+'WEF 
=  (a*+bHc*)(a'*+b'*+c'*)  (aa'+66'+cc') 
und 

( J  +  B)(B+  CHC+A) -2DEF 
=  (-4  +  2?)F*  +  {B-Y  C)D*  +(C  +  A)E? 
Neue  Auflosung  der  Gleichungen  des  vier- 
ten Grades  ohne  Wegschaffung  des  zwei- 
ten Gliedes  

Die  Anwendung  der  stereo graphischen  Pro- 
tection zur  Entwicklung  der  Theorie  des 
sphärischen  Dreiecks  und  des  sphärischen 

Vierecks   

Neue  analytische  Darstellung  der  Haupt- 
eigenschaften der  stenographischen  Pro- 

jection  

Auflösung  der  beiden  Gleichungen 
x—y  =  a,   x*-y*=  a4; 
und  über  die  Gleichung 

3         /  28      3        t  /  28 

v(i+y|)+^(i-y|)=i  . . 

Beweis  des  Ausdrucks  von  Wallis  für  * 
Theorie  der  elliptischen  Coordinaten  in  der 

Ebene  

Theorie  der  elliptischen  Coordinaten  im 

Räume  

Summirung  der  Reihen 
a\  (o+rf)*  (o+2d)*,  (a+3<i)2,...,  (a+nd)*i 
a\  (a+rf)»,  (a+2d)\  (a+SV*)»,...,  (a+it<*)5. 


Di 
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Die  allgemeinsten  Gleichungen  und  Eigen- 
schaften der  kürzesten  Linien  auf  den 
Flächen,  besonders  insofern  dieselben  die 
Grundlage  der  sphäroidischen  Trigono- 
metrie bilden  

Ueber  die  zwischen  den  Seiten  eines  in  den 
Kreis  beschriebenen  regulären  Fünfecks, 
Sechsecks  und  Zehnecks  Statt  findende 
Relation  

Ueber  den  Beweis  der  drei  Brüder  för  den 
Ausdruck  des  Flächeninhalts  des  Drei- 
ecks durch  die  dtei  Seiten.  (Mit  Rück- 
sicht auf  ein  Schreiben  von  Herrn  Dr. 
Paul  Esch  er  in  Wien  an  den  Heraus- 
geber.)   

Die  Metboden  von  Tschirnhaus  und  Jer- 
rard  zur  Transformation  der  Gleichungen 

Die  allgemeine  Cardaniscbe  Formel  .  .  . 

Ueber  die  Normalschnitte  des  allgemeinen 
dreiaxigen  Ellipsoids  mit  besonderer  Be- 
ziehung auf  höhere  Geodäsie,  namentlich 
auch  über  neue  merkwürdige  Ausdrücke 
der  grOssten  und  kleinsten  Krümmungs- 
halbmesser und  einen  neuen  geometrisch 
merkwürdigen  und  für  die  Geodäsie  wich- 
tigen Satz  von  diesen  Krümmungshalb- 
messern   

Allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  des 
vierten  Grades,  nebst  einigen  Bemerkun- 
gen über  die  Gleichungen  des  fünften 
Grades  

Rede  von  den  Verdiensten  der  schwedischen 
Gelehrten  um  die  Mathematik  und  Physik. 
Zur  Feter  des  hohen  Geburtsfestes  des 
allerdurcblauchtigsten  Königs  und  Herrn 
Gustav  IV.  Adolphs,  im  grossen  Hörsaale 
der  Universität  Greifswald  gehalten  von 
J.  F.  Droysen,  der  W.  W.  Doctor  u.  Adj. 
derphilos.Facultät,  den  1.  November  1799 
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Ueber  Leonhard  EuJer.  Am  der  Gor- 
respondence  math^matique  et  physKfue 
de  quelques  ceMebres  Geometres  du  XVIII. 


siede  par  P.  H.  Fuss   XL5T 

I>rei  geometrische  Aufgaben   XXVI.  MU 

Eine  trigonometrische  Aufgabe   XXVLÄ 

Zwei  geometrische  Aufgaben   XXTfll  *Ü 

Geometrischer  Lehrsatz   XXX  S 

Zwei  geometrische  Aufgaben   XXXIL  r 

Zwei  arithmetische  Uebungsaufgaben  .  .  .  XXXVI.» 
Eine  geometrische  Uebungsaufgabe  ....  XXXYDL  2 
Geometrischer  Satz  .   XXXIX  & 

  4 

Hartmann,  Julius,  Doetor,    Lehrer  am 
Gymnasium  zu  Rinteln. 
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hängig sind,  nebst  Vergleichung  der  In- 
halte verschiedener  Segmente  von  Flächen 

zweiten  Grades   XXVII.  66 

Untersuchung  über  die  Tbeile  der  Wurzeln 
einer  Gleichung  des  *-ten  Grades,  nebst 
deren  Anwendung  auf  die  Auflösung  der 
Gleichung  des  vierten  Grades   XXVIII.  205 

üller,  J.  H.  T.,  Dr.,  Oberschulrath  zu  Wies- 
baden. 

Zur  Geschichte  des  Dualismus  in  der  Geo- 
metTle   XXXIV.  1 

ragel,  C.  H.,  Dr.,  Rector  an  der  Realanstalt 
eu  Ulm. 

Eine  Reibe  zu  beweisender  geometrischer 
Lehrsätze   XXXIV.  359 

Auszug  aus  einem  Schreiben  an  den  Her- 
ausgeber. (Ueber  die  Aufgabe  in  Tbl. 
XXXIV.  Heft  h  Nr.  II.  S.  6.)   XXXV.  118 

egemann,  A. ,  Oberlehrer  an  dem  katholi- 
schen Gymnasium  zu  Cöln. 

Einfache  Methode,  die  Reste  der  Zahl  9»9 
bei  der  Division  durch  Primzahlen  zu 

fiDdM    XXXV.  119 

Directe  wissenschaftliche  Begründung  des 

«blichen  Verfahrens  bei  der  Division  und 

Wurzel- Ausziehung  in  dekadischen  Zahlen  XXJfV.  201 
Ueber  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  ....      XXXVIII.  384 

Inh.-V.  26 — «0.  3 
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Nizze,  Director  des  Gymnasiums  zu  Stralsund. 

o>*  — 1 

Berechnung  von  Lim  — :         für  ein  der  Ein- 

CD  10g  CO 

beit  sich  näherndes  co,  mit  Bezug  auf  die 
Abhandlung  in  Thl.  XXV.  Nr.  V.  Aber  die 
elementare  Quadratur  der  Hyperbel  .  .  .  XXVI.  Iii 

Noeggerath,  Eduard,  Ordentlicher  Lehrer 
der  Mathematik  an  der  Konigl.  Gewerbeschule 
su  Saarbrücken. 
Ueber  den  Kreis,  der  durch  die  Aehnlich- 
keitspunkte  zweier  Kreise  bestimmt  ist  .         XXXUL  3 

O ettinger,  Dr.,  Hofrath,  Professor  an  der 
Universität  zu  Freiburg  i.  B. 

Beiträge  zur  Sutnmirung  der  Reihen  .  .  .  XXVI 

Zusätze  zu  §.  7.  und  §.  9.  der  Beiträge  zur 
Summirung  der  Reihen  im  XXVI.  Bande 
Heft  1.  S.21.  u.  ff.  des  Archivs   XXVL  1 

Einige  Sätze  über  die  Zahlen   XXVL  * 

Notbgedrungene  Abwehr    XXXVL  C 

Weitere  Ausführung  der  politischen  Arith- 
metik   XXXU* 

Weitere  Ausführung  der  politischen  Arith- 
metik. (Fortsetzung.)   XXXVL  $ 

Weitere  Ausfuhrung  der  politischen  Arith- 
metik. (Fortsetzung.)   XXXVI.  £ 

Weitere  Ausführung  der  politischen  Arith- 
metik. (Fortsetzung.)   XXXVD.  3 

Weitere  Ausfuhrung  der  politischen  Arith- 
metik. (Fortsetzung.)   XXXVD  * 

Weitere  Ausführung  der  politischen  Arith- 
metik. (Fortsetzung  und  Schluss.)  .  .  .      XXXVTO  » 

Ueber  bestimmte  Integrale   XXX LX  Bf 

Ueber  bestimmte  Integrale.  (Fortsetzung.)  .       XXXIX.  * 

Ueber  bestimmte  Integrale.  (Fortsetzung.)  .        XXQX  B 

Bemerkung  zu  dem  Aufsatze  des  Herrn 
Professor  Dr.  Wittstein  in  Bd.  XL.  S.240.  XL  * 

Ueber  bestimmte  Integrale.  (Fortsetzung.)  .  XI*  * 

Ueber  bestimmte  Integrale.  (Fortsetzung.) .  XL.  C* 
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*augger,  F.,  Dr.,  io  Graz. 

Eutwickelung  einer   Function  der  vierten 

Rechnungsstufe  in  eine  Reihe   XXXV.  21 

etzval,  Dr.,  Professor  an  der  k.  k.  Univer- 
sität zu  Wien. 

Ueber  die  Integration  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen   XXVIII.  300 

lagemann,  W.f  Dr.,  zu  Wittenburg  im  Gross  - 
herzogthura  Mecklenburg-Schwerin,  später  zu 
Wismar. 

Theorie  der  loxodromischen  Linien  auf  dem 

Ellipsoid  und  auf  der  Kugel   XXXII.  1 

Einige  Bemerkungen  über  die  von  den  Krüm- 
mungslinien auf  dem  Ellipsoid  gebildeten 
Vierecke   XXXIII.  390 

latb,  C.  W.,  Bezirks-Ingenieur  in  Hamburg. 
Untersuchungen  über  die  Pothe not' sehe 
Aufgabe,  falls  solche  auf  den  Raum  aus- 
gedehnt wird   XXXV.  241 

Real  huber,  Augustin,  Directorder  Stern- 
warte in  Kremsmänster,  jetzt  Abt  der  Bene- 
dictiner  Abtei  daselbst. 

Ueber  das  Wetterleuchten   XXXI.  258 


;ichelot,  Dr.,   Professor  an  der  Universität 

zu  Königsberg. 

Auflösung  der  Aufgabe:  „In  der  Ebene 
eines  Dreiecks  denjenigen  Punkt  zu  fin- 
den, dessen  Entfernungen  von  den  drei 
Ecken,  jede  mit  dem  Sinus  des  von  den 
beiden  anderen  Entfernungen  eingeschlos- 
senen Winkels  multiplicirt,  zusammen 
addirt,  den  möglichst  grössten  Werth  an- 


nehmen"   XXVII.  114 

Hecke,  Dr.,  Professor  zu  Hohenheim. 

Die  Rechnung  mit  Richtungszahlen.  (Neuer 
Satz  vom  Viereck,  von  welchem  der  Pto- 
lemäiscbe  ein  besonderer  Fall  ist)  .  .  .  XXXII.  470 
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Riese,  von,  Dr.,  Professor  an  der  Universität 
su  Bonn. 

Ableitung  der  Grundformeln  der  Trigono- 
metrie in  ?9llig  allgemeiner  Gültigkeit  aus 
den  Elementen  der  Coordinatenlehre  .  .  XXX.  W 

Kump,  F.  H.,  Professor  am  Gymnasium  10 
Coesfeld. 


Beiträge  zur  Geometrie   XXVU.  X 

Ein  neuer  Lehrsatz  der  Geometrie  und 
dessen  Anwendung  bei  der  Transversalen- 
lehre   XXVIL  2 

Geometrische  Aufgabe   XX Vitt  5£ 

Eine  andere  Auflösung  der  im  Archiv  Bd. 
XXVIII.  Heft  3.  S.  344.  behandelten  Auf- 
gabe  XXIX* 


Schau  b,  Dr.,  Professor,  Director  der  k.  k. 

Marine-Sternwarte  in  Triest,  jetzt  der  k.  k. 

hydrographischen  Anstalt  daselbst. 
Fluthpegel  und  Ebbe  und  Fluth  im  adria- 
tischen  Meere.  (Beschreibung  eines  in 
der  Rhede  von  Triest  am  äusseren  Ende 
des  Molo  Sartorio  aufgestellten  selbstre- 
gis tri r enden  Fluthmessers,  nebst  Abbil- 


dung)   XXXV  tl 

Scheffler,  Hermann,  Dr.,  Bauratb  zu  Braun- 
schweig. 

Ueber  das  Wesen  der  Functionen,  insbe- 
sondere Über  Vieldeutigkeit,  Unbestimmt- 
heit, Veränderlichkeit,  Differenziation  und 
Stetigkeit   XXVUI.  ß 

Schlechter,  Dr.,  Lehrer  am  Grossherzoglich 
Badischen  Gymnasium  zu  Bruchsal. 

Vom  Krümmungshalbmesser   XXXI  £ 

Ueber  mittlere  Zahlungstermine  mit  einfa- 
chen Zinsen   XXXIV  ^ 
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Schmidt,  J.  F.  Julias,  Astronom  der  Stern- 
warte zu  Olmütz,  jetzt  Direetor  der  Sternwarte 
in  Athen. 

Beobachtungen  von  Nordlichtern  in  den  Jah- 


ren 1840-1852   XXVI.  74 

Jchraram,  H.,  Assistent  fÖr  höhere  Mathematik 
und  Geodäsie  am  k.  k.  Joanneum  zu  Graz. 
Ueber  das  Aufsuchen  der  reellen  Wurzeln 
eines  Gleichung«  Polynoms   XXXVI.  420 

ehre  der,  Eduard,  Dr.,  in  Graz. 

Ableitung  der  Formeln  fär  den  Sinus  und 
Cosinus  der  Summe  zweier  Winkel .  .  .        XXX  VI.  447 

Allgemein  giltige  Ableitung  der  Funda- 
mentalgleichung der  sphärischen  Trigono- 
metrie und  allgemeiner  Beweis  des  Satzes 
vom  Polardreiecke   XXXVII.  438 

chrfttter,  A.,  Dr.,  Professor,  General-Secre- 
tair  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
Schäften  zu  Wien. 
Johann  Joseph  Prechtl   XXVI.  391 

: h u  1  z e,  L.  R.,  Dr.,  Gymnasiallehrer  in  Schwe- 
rin in  Meklenburg. 
Noch  ein  Beitrag  zur  Berechnung  des  mitt- 
leren Zahlungstermines  bei  Ratenzahlungen        XXX  VI.  177 

sbwarz,  Hermann,  in  Berlin. 
Beweise  einiger  planimetriscben  Lehrsätze       XXX VIL  455 

ebeck,  H.  Dr.,  Direetor  der  Provinzial-Ge- 
verbeschule  zu  Liegnitz. 
Die  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts  als 
solche  Punkte  der  Ebene  aufgefasst,  in 
welchen  je  zwei  entsprechende  Punkte 
zweier  kreisverwandter  Systeme  vereinigt 

sind   XXXIII.  462 

Zwei  zu  beweisende  Lehrsätze  „   XXXIII.  487 

mon,  O.  E.,  I^r.,  Ordentlicher  Lehrer  am 
oachimsthalscfaen  Gymnasium  zu  Berlin. 
Ueber  die  nach  der  dritten  Potenz  fort- 
schreitenden Reihen   XXVII.  313 
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Simon,  O.  E.,  Dr. 

Ueber  die  Flächen,  deren  Hauptkrümmungs- 
radien in  jedem  Punkte  gleiche,  aber 
entgegengesetzte  Wertbe  haben  .... 
Ueber  periodische  Kettenbruche  

Skr i van,  Gustav,  Lehrer  der  Mathematik 
am  P.  ßilka  sehen  Erziehung*- Institute,  spä- 
ter Director  der  öffentlichen  Oberrealschule 
a.  d.  Bauernmarkte  in  Wien,  jetzt  Professor 
am  Polytechnikum  in  Prag. 

Einige  Aufgaben  nebst  deren  Auflösungen 

Zur  sphärischen  Trigonometrie  

Zur  Theorie  der  quadratischen  Formen  .  . 

Eine  arithmetische  Aufgabe  

Sommer,  B.,  Dr.,  in  Cobleoz. 

Eine  Lösung  der  Gleichungen  vom  dritten 

und  vierten  Grade  

Die  Radien  der  in  und  um  die  regulären 

Polyeder  beschriebenen  Kugeln  .... 

Spitz,  Carl,  Dr.,  Lehrer  am  Polytechnikum 
zu  Carlsruhe. 
Ueber  die  Bestimmung  der  vier  gemein- 
schaftlichen Durchschoittspunkte  zweier 

Kegelschnitte   

Beweis  der  allgemeinen  Gültigkeit  derFormeln 
sin(o  +  ß)  =  sin  a  cos  ß  -f  cos  a  sin  ß, 
cos(a+ß)  =  cosacos/3— sinasin/3  .  . 
Zur  Auflösung  der  cubischen  Gleichungen 
Zur  Auflösung  biquadratischer  Gleichungen 

Spitzer,  Simon,  Professor  an  der  Handels - 
Akademie  zu  Wien,  jetzt  Professor  am  poly- 
technischen Institut  daselbst. 

Integration  der  Differentialgleichung 

*y»>-y=0  

Integration  der  Differentialgleichung 
y(«)  =  Axmy*  -f  Är"»-^, 
unter  A  und  B  positive  und  unter  m  und 
n  ganze  positive  Zahlen  verstanden    .  . 
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XXXIII  i? 
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XXVfll.  G 
XXXVIll. » 
XXXVIll  .i 


XXV11  % 


XXXII  I* 


XXXIL  S 
XXXIL  C 

xxxin  £ 


XXVI. 
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pitzer,  Simoo. 

Integration  der  linearen  Differentialgleichung 
y(«)=Axmyn+Bxm~-xy'  +  Cx'»-'ty  .  . 
Note  zur  Integration  der  linearen  Differen- 
tialgleichung 

Entwicklung  des  pten  Differentialquotien- 
ten von  y  =r   

Darstellung  des  unendlichen  Kettenbrucbs 

1  /"!'     ■   •  •  *  I        '  >-.t  H 

x  \  1  

X  +  1  +   J  

in  geschlossener  Form,  nebst  anderen 
Bemerkungen  

Bemerkung  zur  Integration  der  Gleichung 
X\dx  -f~  x^dxi  -^?x%dx%  -{-xdx^  ca  0  .  • 

Darstellung  des  unendlichen  Kettenbruch es 

2*  +  l  +  — 1  

2  x  -f  3  -f-  — I  ■ 

te+5+*»+u.... 

in  geschlossener  Form  

Integration  der  partiellen  Differentialglei- 
chung 

amdt™  =  X  dx™ 

Ueber  das  grosste  in  und  das  kleinste  um 
eine  Ellipse  beschriebene  Vieleck  von 
gegebener  Seitenzahl.  (Schreiben  an  den 
Herausgeber.)  

Note  über  Differentialgleichungen  .... 

Ueber  das  grosste  Tetraeder,  welches  sich 
einem  Ellipsoid  einschreiben  lässt  .  .  . 

Neue  Integrations-Methode  für  Differenzen- 
Gleichungen,  deren  Coefficienten  ganze 
algebraische  Functionen  der  unabhängig 
Veränderlichen  sind  

Ueber  grösste  einem  Ellipsoide  eingeschrie- 
bene eckige  Korper  ,  


Tbeil.  Seite. 
XXIX.  403 

XXX.  76 

xxx.  n 
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XXX.  83 


XXX.  331 


XXX.  336 


XXXIII.  352 
XXXII.  127 

XXXII.  194 


XXXII.  334 
XXXII.  439 
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Spitser,  Simon. 

Note  über  Differenz  •  und  Differential-Quo- 
tienten  voo  allgemeiner  Ordnungszahl  .  . 
Note  zur  Integration  einer  linearen  Diffe- 
rentialgleichung der  Form 

«(■>  =  Ax»yn  +  Är— Y  +  C*— *y  . 

Integration  der  linearen  Differentialgleichung 
<p*^(«)  =  Axy'+By  

Note  bezüglich  eines  zwischen  Differenzen- 
gleichungen und  Differentialgleichungen 
stattfindenden  Reciprocit&tsgesetzes   .  . 

Note  über  unendliche  Kettenbrüche  .... 

Integration  der  Gleichung 

dH        „dz     .    dz  n 

Darstellung  des  unendlichen  Kettenbruchs 


Theil  »r 


^*)  =  n(2*+l)  +   m 

«(2*+3)  +  J|(2a:+6)+ 

in  geschlossener  Form  

Integration  der  partiellen  Differentialglei- 
chung 

dh    .     ,    .    x  dz 

+mt(^+3f)^+,,1  =  0 

Note  über  die  Integration  einiger  linearer 
Differentialgleichungen  der  Form 

Note  über  die  Integration  der  linearen  Dif- 
ferentialgleichung 

Integration  der  linearen  Differentialgleichung 

=  x«{Ax*tf-\Bxj'+  Oft* 

woselbst  Al9  Bx,  m,  At  B,  C  con- 
atante  Zahlen  bezeichnen,  mittelst  be- 
stimmter Integrale  
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Note  über  die  Integration  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung 

i'+irjSr,  + 

— 0*. 

Note  Ober  die  Integration  der  Differenzen- 
Gleichung 

f(x+n)  =  <p{x)f(x), 
in  welcher  n  eine  ganze  positive  Zahl 
und  q>(x)  eine  gegebene  Function  von  x  ist 

Note    Ober   Differential  -  Gleichungen  der 
Form 

:W  =  xm(Axz'  +  Bz)  

Note  über  die  Integration  der  linearen  Dif- 
ferentialgleichung 

+  («i+6i*)y'  +  (öo  +  0o*)y  =  0 

Geometrischer  Lehrsatz  

Integration  der  Differentialgleichung 

^H»»V  =  0  .... 

Integration  der  Differenzengleicbung 

....+J¥I/'(a:+r)+20/([a:)=0, 

in  welcher  Xn,  Xn-i,  — ,  X\9  X0 

ganze  algebraische  Functionen  von  .rsind, 
und  r  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet 

fflr  den  Fall,  das«  p  +  q*=n  ist,  unter  » 
eine  ganze  positive  Zahl,  welche  grosser 
als  I  ist,  und  unter  tt  und  ß  zwei  von 
einander  verschiedene  Zahlen  verstanden 
Note  über  lineare  Differentialgleichungen  . 

Note  aber  Differentialgleichungen  der  Form 

xyW  — my("-1)  ?=  cuy, 

in  welchen  m  und  a  constante  Zahlen  sind 
und  n  ganz  und  positiv  ist  


Thcil.    Stite . 


XXXVIH.  451 


XXXVIII.  456 


XXXVIH.  458 


XXXVIH.  462 
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Stammer,  W.,  Dr.,  Ordentlicher  Lehrer  an 


der  Realschule  zu  Düsseldorf. 

Ueber  die  körperliche  Ecke   XXVRS 

Ueber-  periodische  Dezimalbrüche    ....  XXY11.  • 

Die  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier 
Kreise  zu  suchen   XXXIV 

Steczkowski,  J.  K.,  Dr.,  Professor  an  der 
Universität  zu  Cracau. 
Schreiben  an  den  Herausgeber  über  das  in 
Tbl.  XXIV.  S.  311.  des  Archivs  erwähnte  I 

geometrische  Werk   XXVI? 

Beitrag  zur  Theorie  der  Tangenten  an  die 
krummen  Linien  der  zweiten  Ordnung  .  XXXIV* 

Strehlk  e,  F.,  Dr.,Director,  Professor  zu  Danzig. 
Zwei  Gedichte  von  Tycho  de  Brahe  und 

Kepler.    Uebersetzt  von  Herrn  Ernst 

Strehlke,  Kandidaten  der  Philologie,  ' 

Sohn  des  Mittbeilers   XXVI 

Ueber  die  Methode  der  Quadraturen  von 

Gauss   XXXll  £ 

Ueber  eine  Aufgabe  vom  Schwerpunkte  XXXll  £ 

Ueber   die   Gauss' sehe  Auflösung  des 

Kepler'schen  Problems   XXXll  £ 

Acht  hauptsächlich  geometrische  Aufgaben 

aus  der  Lehre  vom  Maximum  und  Minimum         XXXIV.  il 
Ueber  die  Fläche  des  sphärischen  Vierecks  XXXV 
Zusatz  zu  dem  vorstehenden  Aufsatze  über 

die  Fläche  des  sphärischen  Vierecks  .  .  XXXV  * 

Schreiben  an  den  Herausgeber.  (Ueber  den 

durch  drei  Punkte  eines  Kegelschnitts 

gelegten  Kreis.)   XXXVBL  ^ 

Stokar,  v.,  Konigl.  Sections  Ingenieur  zu  Lich- 
tenfels in  Ober-Franken,  Bayern. 
Die  logarithmische  Linie  als  Curve  der 
rückwirkenden  Festigkeit,nachgewiesen  im 
Anlauf  des  Pfeilers,  der  Säule  und  des  Py- 
ramidalkörpers mit  quadratischem  Quer- 
schnitt   XXXIV  42 
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iirm,  J.  B„  geprüfter  Lehramts  Kandidat  zu 


Regensburg. 

Schreiben  an  den  Herausgeber  über  den 
Satz  von  den  Kantenwinkeln  der  körper- 
lichen Ecke   XXV  III.  364 

Ueber  die  Bestimmung  der  Anzahl  aller 
Zahlen,  welche  relative  Primzahlen  zu 
einer  gegebenen  Zahl  und  kleiner  als 
diese  sind   XXIX.  448 

Schreiben  an  den  Herausgeber  über  seinen 
Beweis  von  den  Kantenwinkelo  der  kör- 
perlichen Ecke   XXIX.  517 

Zur  Auflösung  der  Gleichung  x*+  y*  =  z2 
in  ganzen  Zahlen   XXXIII.  92 

Zur  Theorie  der  periodischen  Dezimalbrüche         XXXI1L  94 

'aegert,  Lehrer  am  Gymnasium  zu Cüslin. 
Zur  Logarithmenberechnung   XXVII.  132 

et z,  J.,  Gymnasiallehrer  zu  Könitz  io  West- 
preussen. 

Rein  geometrische  Auflosung  der  Aufgabe 
von  der  Dreitheilung  des  WinkeU  .  .  XXX.  114 

»eplitz,  Julius,  Lehrer  der  Mathematik 
indNaturwissenschaft  am  Gymnasium  zu  Lissa. 
Erweiterung  eines  Satzes  des  Herrn  Pro- 
fessor Grunert.   (Archiv  XXII.  p.  351.)  XXXI.  222 
Der  Fermat'sche  und  der  Wilson'sche 
Satz,  aus  einer  gemeinschaftlichen  Quelle 
abgeleitet                                                   XXXII.  104 

aub,  C,  Dr.,  in  Lahr  im  Grossherzogthum 
Baden. 

Ueber  die  Anzahl  congruenter  Divisoreo 
einer  Zahl   XXXVII.  277 

hde,  A.,  Dr.,  Schulrath  und  Professor  am 
Herzoglichen  Collegio  Garolino  zu  Braun- 
schweig. 

Ueber  Legendre's  Beweis  eines  Funda- 
mentalsatzes der  Geometrie   XXVI.  43 
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Unferdinger,  Frartz,  Lebensversicherung*» 
Calculator  der  k.  k.  p.  Agienda  Aasecuratrice, 
später  Lehrer  der  Mathematik  ad  der  k.  k. 
Marine-Akademie  zu  Triest,  jetzt  Professor  an 
der  Realschule  auf  dem  Baueromarkte  in  Wien. 

Heber  die  Werthbestimmung  der  Functionen 
in  unbestimmter  Form   XXVI  2i 

Ueber  die  Eigenscharten  der  Summe  einer 
combinatorischen  Reihe   XXVI  f 

Zur  Capitaüen-  und  Rentenversicherung    .  XX VI  Jfr 

Ueber  die  Ableitung  der  Formeln  der  sphä- 
rischen Trigonometrie  aus  einer  Figur  in 
der  Ebene   XXVI  ü 

Ein  Satz  von  der  Hyperbel   XXVII-  - 

Ueber  eine  Eigenschaft  des  Kreises  .  .  .  XXTIL 

Die  sphärische  Trigonometrie,  gegründet  auf 
eine  Figur  in  der  Ebene   XXVIU 

Zur  Lehre  vom  Dreieck   XXVll  t* 

Ein  Satz  vom  zweitheiligen  Hyperboloid  .  XX VII  £ 

Eine  Aufgabe  über  das  ebene  Dreieck  .  .  XXVll  r 

Ueber  die  Segmente  der  Ellipse  und  Hy- 
perbel, des  Ellipsoide*  Und  des  zwettbei 
ligen  Hyperboloides   XXVIII.  2 

Ueber  die  dreiseitige  Pyramide  und  ihre 
Berührungskugeln   XXVIII-  ~" 

Drei  Aufgaben  aus  der  Algebra,  Trigono- 
metrie und  Differentialrechnung    ....  XXIX  £» 

Auszug  aus  einem  Briefe  an  den  Heraus- 
geber über  seine  Untersuchungen  über 
das  sphärische  Dreieck  in  Bezug  auf  die 
Radien  seiner  eingeschriebenen  und  Um- 
schriebenen Kreise   XXIX  & 

Zur  Lehre  vom  Dreieck   XXIX  «S 

Das  sphärische,  Dreieck  dargestellt  in  sei- 
nen Beziehungen  zum  Kreise   XXI!  C»| 

Das  sphärische  Dreieck  dargestellt  in  sei- 
nen Beziehungen  zum  Kreise.  (Fortsetzung 
der  Abhandlung  in  Thl.XXIX.  S.479.)  .        XXXIII.  • 

Neuer  Ben  eis  des  von  Herrn  Prof.  Grunert 
in  der  Abhandlung:  „Das  sphärische  Drei- 
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nferdinger,  Franx. 

eck  mit  seinem  Sehnendreieck  verglichen, 
mit  besonderer  Rücksicht  auf  Geodäsie. 
Neuer  merkwürdiger  Lehrsatz.  Archiv 
Tbl.  XXV.  S.  197."  gegebenen  Theorems 
Ueber  das  Rationalmachen  des  Nenners  in 
Brüchen  von  der  Form 


•     •     •  • 


•     •     •  • 


üeber  eine  Eigenschaft  der  geometrischen 
Progression  1,  3,  9,  27...., 

Zur  Lehre  vom  Dreieck 

Einfache  Begründung  der  ebenen  Trigono- 
metrie   

Ueber  die  Entwicklung  von 

Cos  (0  +  0,  •+  et +....  +  Öo-i) , 
Sin(ö  +  01  +  09+.. ..  +  &,_,) 

und  aber  einen  damit  verwandten  Satz  aus 
der  Theorie  der  Zahlen  

Vier  arithmetische  Aufgaben,  eine  trigono- 
metrische und  eine  geometrische  Aufgabe 

Schreiben  an  den  Herausgeber.  (Üeber  das 
Rationalmachen  des  Nenners  in  Brüchen 
von  der  Form 


Theil.  8«ite. 


XXXIII.  89 


XXXIII.  104 

XXXIII.  106 
XXXIII  420 

XXXI IL  429 


XXXIV.  72 
XXXIV.  362 


Vfla-f  Vöj  +...  +  Vfl» 
mit  Rücksicht  auf  den  Aufsatz  in  Thl. 
XXXIII.  S.  104)  

Die  Ellipse  und  Hyperbel  als  einhüllende 
Kurven  eines  Systems  von  Kreissehnen 

Ueber  die  merkwürdigen  Eigenschaften  der 
drei  simultanen  Gleichungen 


U  —  VW 


V(l-e*>(l-fo«)' 

l       i  9— um 

±^(1-^)(1^)' 


... 


XXXlV.  365 
XXXIV.  406 


XXXV.  32 
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TböL  Ys. 

Unferdinger,  Fraoi. 

Ueber  die  Segmente  der  Parabel  und  des 
elliptischen  Parabolotdes   XXXIX* 

Veitmann,  W.,  Lehrer  der  Mathematik  an 
der  Gewerbeschule  in  Königsberg  i.  Pr. 

u 

durch  Integration  von  Differentialgleichungen       XXXV11L  £ 
Völler,  Dr.,  Lehrer  an  der  Realschule  zu 
Saatfeld. 

Ueber  einen  merkwürdigen  allgemeinen  Satz 

von  den  Curven   XX XI  & 

Schreiben  an  den  Herausgeber.  (Ueber  einen 

Beweis  des  in  Tbl.  XXX.  S.  355.  mitge- 
teilten Satzes  durch  das  Theorem  des 

Ptolemäus.)   XXXI.  *1 

Weitere  Untersuchungen   über  Gränzver- 

bältnisse  bei  Curven   XX XU  r* 

Neue  Methode  die  Quadratur  der  Parabel 

zu  bestimmen   XXXII.  Ä 

Zusätze  zu  den  in  Theil  XXXI.  Heft  4.  und 

in  Tbl. XXXII.  Heft  2.  gegebenen  Gränz- 

verhältni8sen  und  Ableitung  der  Formel 

fär  den  Krümmungradius   XXXIII  & 

Bestimmung  der  Quadraturen  sämmtlicher 

Kegelschnitte  mittelst  jenes  in  Tbl.  XXXI. 

S.  449.   bewiesenen  allgemeinen  Satzes 

von  den  Curven   XXXIII.  4* 

Ueber  Gouzy's  Methode  zur  Bestimmung 

der  mittleren  Proportionale   XXXIV.  3& 

Wal  ter,  Franz,  Cadet  der  k.k. Genie-Truppe 
im  militärgeographischen  Institute  zu  Wien. 
Einiges  über  Trisection  des  Winkels  .  .  .        XXXIV.  ö 

Wasmund,  Carl,  in  Black- Earth.  Wisconsin. 
Dane  County.  (North- America.) 
Coefficienteo  und  independente  Formeln  zur 

Berechnung  der  combinatorischenProducte        XXXIV.  U 
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Theil.  Seil*. 

rVastler,  Josef,   Lehrer  an  der  k  k.  Ober 
Realschule  in  Ofen. 

Bestimmung  des  Faden-Intervalles  an  einem 
astronomischen  Winkel -Instrumente  ...  XXXI.  57 

Veiler,  August,  Dr.,  Lehrer  der  Mathematik 
an  der  höheren  Bürgerschule  zu  Mannheim. 
Integration  der  Differentialgleichungen  erster 
und  zweiter  Ordnung  mit  zwei  Veränder- 
lichen   XXIX.  1 

Zur  Integration  der  linearen  Differential- 
gleichung 

am      =  x*"  ^  -   XXXI.  44 

Zur  Integration  einiger  linearen  Differential- 
gleichungen der  zweiten  Ordnung    .  .  .  XXXII.  181 

Eine  Bemerkung  Ober  die  besonderen  Auf- 
lösungen einer  Differentialgleichung  der 
zweiten  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen         XXXII.  286 

Ueber  einen  allgemeinen  Satz  aus  der  Cur- 

venlehre   XXXII.  418 

Integration  der  partiellen  Differentialglei- 

r  171 

chungen  erster  und  zweiter  Ordnung  .  .         XXXII I.L^ 

Entwurf  einer  neuen  Theorie  der  elliptischen 

Integrale  .  .  .  .'   XXXV.  408 

Zur  Integration  der  linearen  Differential- 
gleichungen   XXXV.  440 

Die  allgemeine  Gleichung  derMinimumsflScben    XXXV HL  356 

Siegers,  Dr.,  in  Berlin. 

Ueber  die  Construction  der  Tangenten  ge- 
wisser ebener  Curven   XXXI II.  106 

Ueber  einige  goniometrische  Formeln    .  .         XXXIII.  33S 

/ittstein,  Theod.,  Dr.,  Professor,  in  Han- 
nover. 

Anfrage  und  Aufforderung  (den  Gebrauch 
stereoskopischer  Zeichnungen  bei'm  Unter- 
richte in  der  Stereometrie  betreffend)  XXXVUI.  371 

Ueber  den  Inhalt  der  Kogel  und  verwandter 

Körper   XXXIX.  1 
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Wittstein,  Theod. 

Der  Kreisabschnitt  und  die  Simpson 'sehe 
Formel   XXXII 

Die  Mortalität  der  Gesellschaften  mit  suc- 
cessiv  eintretenden  und  ausscheidenden 
Mitgliedern   XXXIX  C 

Zinsen  und  Zinseszinsen?   XLÜ 

Wolfers,  J.  Ph.,  Dr.,  Professor,  zu  Berlin. 
Betrachtung  einer  eigentümlichen  Spiral- 
linie   XXVEIL 

Integration  einiger  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung   XXYilLf 

Ueber  die  Genauigkeit,  mit  welcher  man 
statt  der  Tangente  oder  des  Sirius  den 
Bogen  oder  Winkel  setzen  darf   ....  XXX  5 

Schreiben  an  den  Herausgeber,  (üeber  die 
Integration  einiger  Differentialgleichungen 
in  Euler's  Integralrechnung.  Thl.  III.)  .  XXXIL* 

Ueber  das  bestimmte  Integral  fH^~.  XXXVTL* 

o 

Zampieri,  Josef,  Dr.,  Lehrer  an  der  k.  k. 
Oberrealschule  in  Wien  (Lands trasse). 
Ueber  drei  karakteristische  Eigenschaften 
der  KegelschnUtsKnien   XXXH  * 

Zehfuss,  G.,  Dr.,  Lehrer  an  der  höheren  Ge- 
werbeschule zu  Darmstadt,  später  Prtrat- 
docent  in  Heidelberg. 
Einige  Punkte  über  die  Bestimmung  der 
Constanten,  welche  bei  Integration  der 
endlichen  Differentialgleichungen  eingeben         XXVfl  l 
Ein  neues  mathematisches  Paradoxon  .  .  XXX" 
Einfache  Herleitong  des  Gauss'  sehen  Aus- 
drucks für  I\fi)   XXX  * 

Verschiedene  Sätze  und  Resultate  ....  Xff* 
Sur  le  sens  geomdtrique  des  quanfites  ima- 
ginaires   XXXII  > 

i 
I 

i 
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ehfima,  G.  TheiL 

Resolutio  congraentiartuu  1»»«  gradu*  per 
formatas  novas   XXXM  422 

Ueber  den  Ca  rtesi sehen  Satz  bezüglich  der 
Anzahl  der  positiven  und  negativen  Wur- 
zeln einer  Gleichung   XXXIV.  400 

Aue  einem  Schreiben  an  den  Herausgeber. 
(Ueber  bestimmte  Integrale.)   XXXIV.  486 

Bemerkungen  über  Rationalmacben  der 
Nenner  der  Brüche   XXXV.  117 

Sechs  Aufgaben     XXXI.  246 

nken,  gen.  Sommer,  Dr.,  in  Braunschweig. 

Beweis  der  Construction  der  mittleren  Pro- 
portionale von  Gouzy   XXXIII.  488 

genannte. 

Zur  Theorie  der  stereographischen  Pro- 
jeetion.  (Vergl.  den  Aufsatz  von  Herrn 
Prof.  Heisa.    Thl.  XXX.  S.  354.)  Von 

Herrn  h  l)   XXXI.  217 

Zur  Theorie  des  Krüromiingskreises.  (Vergl. 

den  Aufsatz  des  Herrn  Herausgebers. 

Thl.  XXX.  S.  296.)  Von  Herrn  L.  D.  .  .  XXXI.  218 

Bemerkungen  über  einen  Betveis  des  Fer- 

mat* sehen  Satzes  von  den  Primzahlen. 

(Vergl.  Archiv.  Thl.  XXX.  S.  367.)  Von 

H.errn  L  D   XXXI.  219 

Notice  sur  le  parc  astronomique  de  la  So- 

c\4t4  technomatique  ou  se  trouve  eo  ce 

moment  la  plus  grande  lunette  du  monde  XXVI  294 

Stamm  zu  der  später  so  re'iobheitigea  Bi- 
bliothek Besse  ls   XXXIV.  368 

Fehler  in  Schron's  siebenstelligen  Loga- 
*  ritbnientafelu.  Stereotyp  Aasgabe  von  186Ö        XXXIV  368 

Fehler  in  Schr&n's  siebenstelligen  Logar 

rithmentafeln.  Stereotyp- Ausgabe  von  186Q         XXXV.  120 

Verzeichniss  der  bis  jetzt  im  Archiv  ange- 
zeigten Fehler  in  S  ehr  3  n 's  siebenstelli- 
gen Logarithmentafeln.  Stereotyp  -  Aus- 
gabe von  1860    XXXVI  m 

3.-V.  26—40. 


Digitized  by  Google 


—   50  — 

Carl  Friedrich  Gauss  Werke.  Heraus- 
gegeben von  der  Königlichen  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  in  Göttingen  .... 


xxxvia  h 

XXVL  l 
XXVI  1 

xxvm  i 

XXfl.  1 
XXX.  1 

1 


Berichte 


XXXI! 
XXXlll 


i 

XXXV  i 

XXXVI  ! 

xxxva ; 
xxxvm » 

XXXIX 
XL 

Jede  Noraner « 
Literarischer*  bfc 
richte  ist  beswiin 
paginirt  von&l* 


Druckfehler. 

S.  2.  in  der  letzten  Zeile  muw  es  XXVTU.  statt  XXX  VIII.  bcissen. 

S.  30.  Z.  10.  statt  XXXXX.  163.  a,  m.  XL.  163. 

S.  31.  Z.  4.  statt  Nr.  XXI.  s.  m.  Nr.  XIX. 

8.  31.  Z.  20.  statt  XXVH.  369.  s.  m.  XXVII.  360. 

8.  39.  Z.  23.  statt  XXXni.  352.  s.  m.  XXX.  353. 
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II.  Abtheilung.*) 

Nach   den  Materien  geordnet. 


Theil.  Seit«. 

escbichte  und  Literatur  der  Mathe- 
matik  und  Physik. 

rago,  öber  Cauchy   XXXIX.  517 

rudt,  E.  M.,  zur  Charakteristik  des  Astrono- 
men Friedrich  Theodor  Schubert   .        XXXIX.  479 

äs  s el' s  reichhaltige  Bibliothek,  Stamm  zu 

derselben   XXXIV.  368 

tuchys  Worte  an  Binet's  Grabe  ....         XXVII.  483 

irl  Friedrich  Gauss  Werke.  Herausge- 
geben von  der  Königlichen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  in  Göttingen    .  !  .  .  .  .       XXXVIII.  188 

erhardt,  C.  J.,  zur  Geschichte  des  Streites 
über  den  ersten  Entdecker  der  Differential- 
rechnung, nebst  einigen  Bemerkungen  über 
die  Schrift:  „Die  Principien  der  höheren 
Analysis  in  ihrer  Entwicklung  von  L  e  i  b  - 
niz  bis  auf  Lagrange,  als  ein  historisch- 
kritischer  Beitrag  zur  Geschichte  der  Ma- 
thematik dargestellt  von  Dr.  Hermann 
Weissenborn.   Halle  1856   XXVII.  125 


•)  Bei  der  folgenden  Zusammenstellung ,  die  mit  manchen  Schwierigkeiten 
rbqnden  wnr,  ist  weniger  auf  eine  ganz  strenge  systematische  Folge,  als 
»glichst  übersichtliche  Anordnung  und  darauf  gesehen  worden,  die  Anzahl 
r  einzelnen  Rubriken  nicht  zu  sehr  zu  vergrössern  und  den  ganzen  Stoff 
:ht  zu  sehr  zu  zersplittern,  wodurch  die  üebersicht  erschwert  wird.  Dass 
t  und  dieselbe  Abhandlung  oft  unter  mehreren  wissenschaftlichen  Rubriken 
fgeführt  werden  niusste,  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  weil  der  Inhalt  man- 
er  Abhandlungen  ein  sehr  mannigfaltiger  ist. 
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Gieswald,  zur  beschichte  der  Literatur  der 
Logarithmen  

Gran  er t,  J.  A.,  die  polnische  GräGn  Skor- 
zewska  und  die  beiden  Mathematiker  Job. 
Heinr.  Lambert  und  von  Holland  über 
die  Aufgabe  von  der  Beschreibung  eines 
drei  andere  gegebene  berührenden  Kreises 

—  über  Johann  Heinrich  Lambert.  .  . 

—  über  Leonhard  Euler.  Aus  der  Corre- 
spondence  mathe'matique  et  physique  de 
quelques  erlebtes  Geomritre*  da  XV III. 
siede  par  P.  H.  Fuss  

—  Rede  von  den  Verdiensten  der  schwedi- 
schen Gelehrten  um  die  Mathematik  und 
Physik.  Zur  Feier  des  hohen  Gebtrrts festes 
des  alrerdurchlauchtigsten  Königs  und  Herrn 
Gustav  IV.  Adolphs,  im  grossen  Hörsaale 
der  Universität  Greifswald  gehalten  von 
J.F.  Droysen,  der  W.  W.  Doctor  u.  Adj. 
der  philo«.  Facultät,  den  1.  November  1799 

Lind  man,  Chr.  Fr.,  Wichtige  historische  MU- 
ttieirosg  

Matzka,  W.,  Ein  britischer  Nachtrag  zur  Ge- 
schichte der  Erfindung  der  Logarithmen  . 

Müller,  J.  H.  T.v  zur  Geschichte  des  Dualismus 
in  der  Geometrie  

Schrotter,  A.,  Johann  Joseph  Prechtl  .  .  . 

Steczkowski,  J.  K.,  Schreiben  an  den  Her- 
ausgeber Ober  das  in  Tbl.  XXIV.  S.  311.  des 
Archivs  erwähnte  geometrische  Werk    .  .  . 

Strehlke,  F.,  Dr.,  Zwei  Gedichte  von  Tycho 
de  Brahe  und  Kepler.  Uebersetzt  von 
Herrn  Ernst  Strehlke,  Kandidaten  der 
Philologie,  Sohn  des  Mitth eilers  
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Theil.  Seite. 


Gemeine  und  allgemeine  Arithmetik. 
Politische  Arithmetik. 

ßeschorner,  Auszug  aus  einem  Schreiben 
an  den  Herausgeber  über  mittlere  Zahlungs- 
termine mit 


ironau,  J.  F.  W.,  einige  Bemerkungen  zudem 
Autsatze  des  Herrn  Oberlehrer  J.  Helmes 
im  Archiv  Thl.  XXXV.  S.  136.:  üeber  die 
Bedeutung  und  Gültigkeit  einer  gebroche- 
nen Gliederzahl  in  arithmetischen  und  geo- 
metrischen Reihen  

ironert,  J.  A.,  über  «ine  Bedingung  der  Un- 
gleichheit   

-  über  zwei  besondere  Methoden  der  Aus- 
ziehung der  Quadratwurzel,  mit  beson- 
derer Rücksicht  auf  die  Verdienste  des 
italienischen  Mathematikers  Pietro  An- 
tonio Cataldi,  wahrscheinlich  des  ersten 
Erfinders  der  Kettenbrüche  

-  über  die  Einrichtung  der  Gauss' sehen 
Tafeln  zur  Berechnung  der  Logarithmen 
der  Summe  oder  Differenz  zweier  Zahlen, 
die  nicht  selbst,  sondern  nur  durch  ihre 
Logarithmen  gegeben  sind  

-  Merkwürdige  Zerlegung  von 

(a*  +  6*  +  c*+«P +£2  +  h*) 
x  («'* + Ä'Hc'H  d'W+f*  +  g'*+ &'*) 

in  acht  Quadrate.  Nach  Prou-bet  um! 
Cayley  

-  Bemerk enswerthe  Umformung  von 

(«o*  +  Äo* + «o2)  K  n2  +  6i  6»  -f  ct  Ca) 
—  (oofli  +  Mi  +c0cl)(a4a0  +  ö*bo  +  <Vo) 

-  Ableitung  einiger  Relationen  aus  der  Glei- 
chung 

(bet  — cbx  )x + (c«t  — «e%  )y + (<*£i  — )*  =ö 


XXXVI.  49 


XXXV  II.  480 
XXVI.  105 


XXX.  275 


XXX.  233 


XXXVI.  381 


XXXVI.  382 


XXX  VII.  124 
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—  Wenn 

A=.aa'~  bb1  -  cc\  D  =  bc'  +  cb\ 

B  sb  bb*  —cc'—aa',  E  =  ca'  +  ac\ 

C  =  cc' — aa'  -  bb',  F  =  ab'  +  6a' 

ist,  80  ifit 

ABC-AD*—BE*—CF*+'IDEF 
=  (aH6*+c«)  (fl'HA'Hc'*)  (aa'+66'+cc') 
und 

(^+  B)(Ä+C)(C+^)-2/>£F 
=  (A  +  #)F»  +  (#+  C)D*  +  (C+ 

—  Summirung  der  Reihen 

„*,  (a+d)*,  («+2d)>  (a+3d)V.,  (a+«rf)*; 
ii»,  (a+d)*,  (a+2rf)»,  (a+3d)»,...,  (a-fm*)3. 

—  zwei  merkwürdige  analytische  Relationen  . 
Hart  mann,  J.,  Multiplicationstafelu  zur  leich- 
teren und  sicherem  Berechnung  der  Pro- 
portionaltheile  bei  logaritbmisch-trigonome- 
t rischen  Rechnungen  mit  den  siebenstelli- 
gen Tafeln  von  Vega  

Helmes,  J.,  Bedeutung  und  Gültigkeit  der  all- 
gemeinen Formeln  für  (  und  s  der  arithme- 
tischen und  der  geometrischen  Progression 
für  den  Fall,  dass  das  n  dieser  Formeln 
eine  gebrochene  Zahl  ist  

Kinkelin,  H.,  über  die  Ausziehung  von  Wur- 
zeln aus  Zahlen  

König,  Einiges  über  Ketten  bräche  

Lehmann,  J.,  die  Lösung  der  Fermat'schen 
Aufgabe:  Wegschaffung  der  WTurze!grösser> 
aus  algebraischen  Ausdrücken,  in  welchen 
solche  als  Summanden  vorkommen.  Freier 
Auszug  aus  einer  handschriftlichen  Arbeit 
*  des  Hauptmanns  a.  D.  Herrn  Adolf  von 
der  Schulenburg  in  Magdeburg  .... 

L o  b  a 1 1  o ,  R.,  Demonstration  du  the*oreme enonce 
au  tom.  XXXIX.  p.  120.  de  ce  journal  .  . 

Molitor,  J.  G.,  zwei  Sätze  von  höheren  arith- 
metischen Reihen  
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Theil.  Seite. 

<iiegemann,  A.,  einfache  Methode,  die  Reste 

der  Zahl  99  bei  der  Division  durch  Prim- 
zahlen zu  finden   XXXV.  119 

—  Directe  wissenschaftliche  Begründung  des 
üblichen  Verfahrens  bei  der  Division  und 

Wurzel- Ausziehung  in  dekadischen  Zahlen         XXXV.  201 

—  üeber  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  ....      XXXV11I.  384 

)ettinger,  notbgedrungene  Abwehr    ....         XXXVI.  47 

—  Weitere  Ausführung  der  politischen  Arith- 
metik   XXXVI.  189 

—  Weitere  Ausführung  der  politischen  Arith- 
metik. (Fortsetzung.)   XXXVI.  265 

—  Weitere  Ausführung  der  politischen  Arith- 
metik. (Fortsetzung.)   XXXVI.  453 

—  Weitere  Ausführung  der  politischen  Arith- 
metik. (Fortsetzung.)   XXXVII.  125 

—  Weitere  Ausführung  der  politischen  Arith- 
metik. (Fortsetzung.)   XXXVII.  365 

—  Weitere  Ausführung  der  politischen  Arith- 
metik. (Fortsetzung  und  Schluss.)  ....      XXXVIII.  263 

—  Bemerkung  zu  dem   Aufsatze  des  Herrn 

Professor  Dr.  Wittstein  in  Bd.  XL.  S.  240.  XL.  243 

iecke,  die  Rechnung  mit  Richtungszahlen. 
(Neuer  Satz  vom  Viereck,  von  welchem  der 
Ptolemäische  ein  besonderer  Fall  ist.)   .  .  XXXII.  470 

chlechter,  Aber  mittlere  Zahlungstermine 

mit  einfachen  Zinsen    XXXIV.  291 

ehler  in  Schrön's  siebenstelligen  Logarith- 
mentafeln.  Stereotyp-Ausgabe  von  1860  .         XXXIV.  368 

ehler  in  Schrön's  siebenstelligen  Logarith- 
mentafeln.  Stereotyp- Ausgabe  von  1860  .         XXXV.  120 

erzeichniss  der  bis  jetzt  im  Archiv  angezeig- 
ten Fehler  in  Schrön's  siebenstelligen 
Logarithmentafeln.  Stereotyp- Ausgabe  von 
1860    XXXVI.  384 

cbulze,  L.  R,  noch  ein  Beitrag  zur  Berech- 
nung des  mittleren  Zahlungstermines  bei 
Ratenzahlungen   XXXVI.  177 
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S  ta  mm  er ,  W.,  Aber  periodische  Oecimalbrfidbe  XXYB.  Ö 
Sturm,  J.  B.,  zur  Theorie  der  periodischen  De- 

cimnlbrikhe   XXX11L  St 

Unferdinger,  Fr.,  zur  Capitalien*  und  Ren- 
tenversicherung   XXYLJ* 

—  Ueber  das  Ratioualniachen  des  Nenners  in 
Brüche»  von  der  Form 


«i  +  Vo2  -|-  V«3  +  •...+  Va* 

—  Schreiben  an  den  Herausgeber.  (Ueber  das 
Rationalmachen  des  Nenners  in  Brüchen 
von  der  Form 

z 

«1  +  V01+  Va9         -f  Van9 
mit   Rücksicht  auf  den  Aufsatz  in  Theil 
XXXIII.  S.104)   XXXIV.« 

—  Ueber  eine  Eigenschaft  der  geometrischen 
Progression  I,  3,  9,  27....,   XXXOL* 

Wittstein,  Th.,  die  Mortalität  der  Gesell- 


schaften mit   successiv  eintretenden  und 
ausscheidenden  Mitgliedern   XXXIX 

—  Zinsen  und  Zinseszinsen?   XLU1 

Zehfuss,  G.,  sur  le  sens  geometrique  des 

quantites  imaginaires   XXXII.  $ 

—  Bemerkungen  über  das  Rationalmachen  der 

Nenner  der  Brüche   XXXV.  11 


Höhere  Zahlenlehre  oder  Theorie  der 

Zahlen. 

Arndt,  F.,  tabellarische  Berechnung  der  redu- 
cirten  binären  kubischen  Formen  und  Kias- 
sification  derselben  für  alle  successivea 
negativen  Determinanten  (D)  von  D  =  3 
bis  0=2000.  (Fortsetzung  der  Abhandlung: 
„Versuch  einer  Theorie  der  homogenen 
Funktionen  des  dritten  Grades  mit  zwei 
Variablen."    Archiv.    Tbl.  XVII.   Nr.  I.)  .  XXXI* 
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Ittel,  P.,  über  die  Reste  der  Potenzen  der 

Zahlen   XXVI.  241 

•unert,  J.  A.,  Beweis  des  Fermat'schen 

Satzes  von  den  Primzahlen  nach  Caucby  XXX.  367 

-  Bemerkung  zu  einem  Beweise  des  Fer- 
mat'schen Satzes  von  den  Primzahlen. 

Vergl.  Archiv.   Thl.  XXX.  S.  057.  .  .  .  XXXI.  221 

in  dm  an,  Chr.  Fr.,  de  indiciis,  quibus  diju- 
dicari  possit,  num  sit  7  aut  13  Factor  nu* 
meri  integri  dati   XXVI.  467 

ey  er,  «.  F.,  verschiedene  arithmetische  Sätze     XXXVIII.  241 

egemann,  A.,  einfache  Methode,  die  Reste 

der  Zahl  9*9  bei  der  Division  durch  Prim- 
zahlen zu  finden   XXXV.  119 

-  aber  die  Theilbarkeit  der  Zahlen    ....       XXXVIII.  384 

ettinger,  einige  Sätze  über  die  Zahlen  .  .  XXVI.  445 

t r  i  v  an ,  zur  Theorie  der  quadratischen  Formen     XXXVIII.  259 

türm,  J.  B.,  fiber  die  Bestimmung  der  Anzahl 
aller  Zahlen,  welche  relative  Primzahlen 
zu  einer  gegebenen  Zahl  und  kleiner  als 
diese  sind   XXIX.  448 

oeplitz,  J.,  der  Ferro at' sehe  und  der  Wil- 
son 'sehe  Satz,  aus  einer  gemeinschaftlichen 
Quelle  abgeleitet   XXXII.  104 

raub,  C,  über  die  Anzahl  congruenter  Divi- 
soren einer  Zahl   XXXVII.  277 

nf erdinger,  F.,  über  die  Eutwickelung  von 

008(0  +  01+0!  +  . ...  +  0.-1), 
Sin(0+0l+0Ä+....  +  0—i) 

und  über  einen  damit  verwandten  Satz  aus 

der  Theorie  der  Zahlen   XXXIV.  72 

eh  fuss,  G.,  verschiedene  Sätze  und  Resultate  XXX.  465 

-  Resolutio  congruentiarum  lw*  gradus  per 

formulas  novas   XXXII.  422 
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Algebra.   Allgemeine  Theorie  und 
Auflösung  der  Gleichungen.  Unbe- 
stimmte Analytik. 

Becker,  J.,  zur  Theorie  der  Gleichungen  .  . 

Grunert,  J.  A.,  Lehrsatz:  Wenn  n>l  ist, 
so  giebt  es  unter  den  ganzen  Zahlen  von 
1  bis  n  nicht  zwei  Werthe  von  x  und  y, 
fär  welche,  wenn  z  eine  ganze  Zahl  be- 
zeichnet, **+y"  =  z*  ist  

—  die  Auflösung  der  Gleichungen  des  fünften 
und  sechsten  Grades  durch  Construction  nach 
De  sc  arte  s  in  eigentümlicher  Darstellung 

—  Aber  eins  besondere  Auflösung  der  Glei- 
chungen von  der  Form 

ax  +  6y  +  cx  =  0,   o1xy-|-6iyi+clix  =  0 

—  Beweis,  dass  die  sämmtlicben  Wurzeln  der 
cubischen  Gleichung 

(x—a)(x — b)(x — c) — tP(x — a)— e%r  —  6) 

-/»(:r--c)  +  2rfe/=0 
reell  sind  

—  Wenn  zwischen  zwei  Grössen  u,  v  zwei 
Gleichungen  von  der  allgemeinen  Form 

(ap  +  oO*  +  (bp  +  cp  -f  C!  =  0, 
(ap'+aOt«  +  (bp'+bjv  -f  cp'  +  cx  =  ü 

Statt  finden»  so  ist  unter  der  Voraussetzung, 

dass  p — p*  nicht  verschwindet: 

^  bei  —  cbj     ^  coi  —  uC| 

—  über  die  Auflosung  der  Gleichungen  durch 
Näherung   

—  zwei  ganze  Zahlen  zu  finden,  deren  Quo* 
tient  oder  Verhältniss  ihrer  Differenz  gleich 
ist  

—  Berichtigungzu  der  Abhandlung  Thl.  Vl.Nr.I. 
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runert,  J.  A.,  über  eine  von  transcendenten 
Operationen  nicht  abhängende  Formel  »ur 
Auflösung  des  irreduciblen  Falb  bei  den 
oubiscben  Gleichungen  r  • 

-  über  Lagrang  e  s  Auflösung  der  vollstän- 
digen biquadratischen  Gleichungen,  in  denen 
das  zweite  Glied  nicht  fehlt  

-  aber  das  Interpolationsproblem  

-  über  die  Auflösung  dreier  Gleichungen  mit 
drei  unbekannten  Grossen,  von  denen  we- 
nigstens zwei  lineare  Gleichungen  sind  .  . 

-  Gruodztige  der  Theorie  der  hyperbolischen 
Functionen  und  der  Anwendung  derselben 
zur  Ausziehung  der  Wurzeln  und  zur  Auf- 
lösung der  Gleichungen  

-  neue  Auflösung  der  Gleichungen  des  vier- 
ten Grades  ohne  Wegschaffung  des  zwei- 
ten Gliedes  

-  Auflösung  der  beiden  Gleichungen 

x—y  =  a,   x4— y4  =  a4; 
und  über  die  Gleichung 


Theil.  Seite. 


XXX.  135 


XXXI.  477 

XXXII.  149 


XXXVII.  442 


XXXVIII.  48 


XXXIX.  198 


3        /  28     3        *  /  28 

V(l  +  y^)  +  V(l-yg)=I  .  .        XXXIX.  354 


-  die  Metboden  von  Tschirnbaus  und  Jer- 
rard  zur  Transformation  der  Gleichungen 

-  die  allgemeine  Card  an  iscbe  Formel .  .  . 
allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  des 
vierten  Grades,  nebst  einigen  Bemerkungen 
über  die  Gleichungen  des  fünften  Grades  . 

n  i  g,  Zerlegung  der  Gleichung  *P—fgif*=  ±  1 

in  Factoren  

Discussion  der  Gleichung  vom  vierten  Grade 
in  Bezug  auf  den  Sturm'scben  Satz   .  . 

Lrcker,  über  die  Kettenbrüche,  welche  Wur- 
zeln cubiscber  Gleichungen  darstellen    .  . 

itzka,  W.f  Beitrag  zur  Auflösung  kubischer 
Gleichungen  mittelst  ky Wischer  und  hyper- 
bolischer Functionen  


XL.  214 
XL.  246 


XL.  394 

XXXIII.  1 

XXXIV.  101 

XXXIX.  39 


XXXVII.  390 
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V(i-ü»>(l-t*V 
V  —  uto 


Meyer,  G.  F.,  Beroerkang  zu  Schlomilch's 

Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen  XXXß.1 
—  Bemerkung  zuClausen's  Behandlang  des 

casus  irreducibilis.  Für  Studirende  ....  XXXB.  2 

Mossbrugger,  L.,  Untersuchung  über  die 
Tbeile  der  Wurzeln  einer  Gleichung  des 
it-ten  Grades,  nebst  deren  Anwendung  auf 
die  Auflösung  der  Gleichung  des  vierten 
Grades   XXY1E* 

Schramm,  H.,  über  das  Aufsuchen  der  reellen 

Wurzeln  eines  Gleichungs-Polynoms  .  .  .  XXiVU 


Skrivan,  G.,  einige  Aufgaben  nebst  deren  Auf- 
lösungen  HAU 

Sommer,  B.,  eine  Losung  der  Gleichungen 

vom  dritten  und  vierten  Grade   X.WR3 

Spitz,  C,  zur  Auflosung  der  eubischen  Glei- 
chungen   XXXÜ  ü 

—  Zur  Auflösung  biquadratiseber  Gleichungen  XXSIU 

Sturm,  J.  B.,   zur  Auflosung  der  Gleichung 

*«+y*  =  *4  in  ganzen  Zahlen   XXXE  l 

Toeplitz,  J.,  Erweiterung  eines  Satzes  des 
Herrn  Professor  Grunert.  (Archiv  XXII. 
p.351.)   XÖ1- 

Unferdinger,  Frz.,  über  die  merkwürdigen 
Eigenschaften  der  drei  simultanen  Glei- 
chungen 

«  =  ± 

6=r± 


V(i-u*)(i-t*y 

Zehfuss,  G.,  über  den  C  artest  sehen  Satz  be- 
züglich der  Anzahl  der  positiven  und  nega- 
tiven Wurzeln  einer  Gleichung   XXi 
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Algebraische  Analysis  oder  sogenannte 
Analysis  des  Endlichen  mit  Einschluss 
der  Differenzen-  und  Summenrechnung. 

lijörling,  la  relatioo 

ud  cas  particulier  d'une  äquation  plus  generale 
Bode,  J.,  Summation  zweier  unendlicher  Rei- 
hen auf  elementarem  Wege  

—  Berichtigung  zu  dem  Aufsatze  Tbl.  XXXIV. 
Nr.  XXVII  

Denzler,  W.,  ein  Beitrag  zur  Analysis  der 
complexen  Zahlen   

Dienger,  J.,  über  den  Werth  von         .  .  . 

Du  rege,  über  einen  Satz  von  ganzen  Zahlen 

Am  Ende,  von  der  Auflösbarkeit  der  ganzen 
rationalen  Functionen  ttten  Grades  in  Fac- 
toren   

—  Summirung  der  unendlichen  Reihe 

Sx=  £   i   .  .  . 

p=l  OiypB  +  OiP» -»+  ....  +«n 

Grunert,  J.  A.,  über  eine  Bedingung  der  Un- 
gleichheit   

—  Tranformation  der  Reibe 

1— ij+i-    i#2        *•       1.2.3      +  " 

—  Lehrsätze  über  einige  Bedingungen  der 
Ungleichheit  

—  wenn  zwischen  zwei  Grossen  u,  v  zwei 
Gleichungen  von  der  allgemeinen  Form 

(ap  +  «i)w  +  (o/*+6i)0  +  <y  +  Ci  =0, 

Kap'  +  «i)»  +  W  +  *i  )»  +  cp'\ cx  =  0 

Statt  finden,  so  ist  unter  der  Voraussetzung, 
dass  p—p'  nicht  verschwindet: 

6ct  —  cbx  cdj  —  act 


XXVII.  482 

XXXIV.  397 

XXXVI.  382 

XXVIII.  369 
XXXIII.  481 
XXX.  163 

XXX.  442 


*XVI.  105 


XXVI.  107 


XXVI.  117 


XXIX.  618 
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Grunert,  J.A.,  über  die  Einrichtung  der  Gauss'- 
scbenTafeln  zur  Berechnung  der  Logarithmen 
der  Summe  oder  Differenz  zweier  Zahlen, 
die  nicht  selbst,  sondern  nur  durch  ihre 
Logarithmen  gegeben  sind  

—  leichte  ganz  elementare  Summirung  einiger 
Reiben  und  daraus  abgeleiteter  einfacher 
Beweis  des  binomischen  Lehrsatzes  für  ne- 
gative ganze  Exponenten,  zur  Aufnahme  in 
den  mathematischen  Schulunterricht,  oder 
wenigstens  zur  Benutzung  bei  demselben  . 

—  Aber  einige  Sätze  von  den  ganzen  rationalen 
algebraischen  Functionen,  nach  „Resümee 
anaiytiques  par  M.  Augustin  Cauchy. 
A  Turin  1833.   p.  14"  

—  zwei  merkwürdige  analytische  Relationen 

—  Merkwürdige  Zerlegung  von 

(a*  +  6»  +  c^+if1  +  e» +/■*  -f  g*  +  h*) 

in  acht  Quadrate.    Nach  Prouhet  und 

Cayley  

—  Bemerkenswerthe  Umformung  von 

-  (Ooo,  +  b0bt  -f  q»ci)(*%flb  f  AA  + 

—  Ableitung  einiger  Relationen  aus  der  Glei- 
chung 

(bct  —cbx  )x + («h  — acx  )y  -f  (abi  --6a,  )x=0 

—  Grundzüge  der  Theorie  der  hyperbolischen 
Functionen  und  der  Anwendung  derselben 
zur  Augziehung  der  Wurzeln  und  zur  Auf- 
lösung der  Gleichungen  

—  Wenn 

A  =  aa? -bb'—cc1,  D  =  bc*  +  ob', 
B  =  bb'  —cc*—aa',  E  =  ca'+uc', 
C  =  cc'—aa'-bb',   F  =  a6'  +  6a' 

ist,  so  ist 

ABC-  AD*—  B&  -  CJ*+  2DEF 

=  (aHbH^)(a,Hb,H<i,M)(aa'^bb,^€t') 

und 

(A+  B)(B+C)(C+A)— 2DEF 
=  (A  +  B)F*  +  (Ä+ 


- 
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lellwig,  C,  Beiträge  zur  Theorie  derjenigen 
Functionen,  welche  die  Verallgemeinerung 
der  hyperbolischen  und  cyciiechen  Cosinus 
und  Sinus  darstellen   XXXV.  186 

loppe,  R.,  Kriterium  der  Convergenz  und  Di- 
vergenz der  Reihen   XXVI.  217 

inkelin,  H.,  übet  den  Potenzialauwdruck  (1)*     [.     XXVI.  304 

—  über    die   Ausziehung  von  Wurzeln  aus 

Zahlen   XXVI.  361 

nar,  Entwckelung  der  vorzfiglicbsten  Eigen- 
schaften einiger  mit  den  goniometrischen 
zunächst  verwandten  Functionen   XXVH.  365 

önig,  Einiges  Ober  Kettenbrüche   XXXI11.  369 

indman,  Fr.,  de  seria  infintta 

«r,  =  S^pw    XXVH.  291 

obatto,  R.,    Demonstration   du  the*oreme 

enonce  au  tom.  XXXIX.  p.  120.  de  ce  journal  XL.  163 

ottner,  Bemerkungen  zu  dem  Aufsätze  des 

Herrn  Du  rege  in  Tbl.  XXX.  Nr.  XIX.  die 

ses  Archivs   XXXII.  III 

eyer,  G.  F.,  Einige  Beiträge  zur  Theorie 

der  B  ernoul  Ii  *  sehen  Zahlen  und  der  Se- 

canten-Coefficienten   XXXV.  449 

»ttinger,  Beiträge  zurSummintng  der  Reihen  XXVI.  1 

-  Zusätze  zu  §.  7.  und  §.  9.  der  Beiträge  zur 
Sumtnlrung  der  Reihe»  im  XXVI.  Bande 

Heft  1.  S.21.  u.ff.  des  Archivs   XXVI.  212 

ugger,  F«,  Entwickelung  einer  Function 
der  vierten  Rechnungsstufe  in  eine  Reihe  .         XXXV.  21 

ecke,  die  Rechnung  mit  Richtungszahlen. 
(Neuer  Satz  vom  Viereck,  von  welchem  der 
Ptolemäische  ein  besonderer  Fall  ist.)   .  .  XXXII.  470 

beffler,  H.,  über  das  Wesen  der  Functio- 
nen, insbesondere  über  Vieldeutigkeit,  Un- 
bestimmtheit, Veränderlichkeit,  Differen- 
ziation  und  Stetigkeit   XXVIII.  121 

jon,  O-  E.,  über  die  nach  der  dritten  Po- 
tenz fortschreitenden  Reihen   XXVH.  313 
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Spitzer,  S.,  Darstellung  des  uoendlichen  Ket- 
tenbruchs 

*+  


Thf.L  ä 


1 


T 


in   geschlossener   Form,   nebst  anderen 

Bemerkungen  

—  Darstellung  des  unendlichen  Kettenbruche« 

I 

 T  


2.X+1  + 


2*  +  3  + 


1 


in  geschlossener  Form  

—  Note  über  Differenz-  und  Differential-Quo- 
tieoten  von  allgemeiner  Ordnungszahl  .  .  . 

—  Note  bezüglich  eines  zwischen  Differenzen- 
gleichungen und  Differentialgleichungen 
stattfindenden  Reciprocitätsgesetzes   .  .  . 

—  Note  über  unendliche  Kettenbrüche  .... 

—  Darstellung  des  unendlichen  Kettenbruchs 

=  ft(2*+J)  +  — 


... 


in  geschlossener  Form  

Taegert,  zur  Logarithmenberechnung  .  .  .  . 
Unferdinger,  Fr.,  über  die  Werth bestimmung 
der  Functionen  in  unbestimmter  Form   .  . 

—  über  die  Eigenschaften  der  Summe  einer 
combinatorischen  Reihe  

—  über  das  Rationalmachen  des  Nenners  in 
Brüchen  von  der  Form 

 t   

al+Vot  +  V«8  +  -.  :.  +  vi 

—  Schreiben  an  den  Herausgeber.  (Ueberda* 
Rationalmachen  des  Nenners  in  Brüchen 

von  der  Form 

 z  

fl|  +  Vo»+  V«8  +  ••••  +  V*»' 
mit  Röcksicht  auf  den  Aufsatz  in  Theil 
XXXIII.  S.  104.)  


XXI 


XLU 

xxxut  t- 


XXXfcU 

xxxni  * 


XXXffi  * 

xxvii.  ü 

XXVI .3 

XXVI  i 


XXXIU  * 


xxxn r: 
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^  asm  und,  C,  Coeffictenten  and  independente 
Formeln  zur  Berechnung  der  combioatori- 
schen  Producte   XXXIV.  440 

eh  Fuss,  G.,  Bemerkungen  Aber  Rationalma- 
chen der  Nenner  der  Brüche   XXXV.  117 

-  sechs  Aufgaben   XXXI.  246 

- 

ombinationslehre  und  combinatorische 

Analysis. 

nferdinger,  Frz.»  über  die  Eigenschaften 
der  Summe  einer  combinatorischen  Reihe  XXVI.  227 

'asmund,C,  CoefGcienten  und  independente 
Formeln  zur  Berechnung  der  combinatori- 
schen Producte  .  .  .    XXXIV.  440 

■ 

Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

»Hing,  über  Genauigkeit  der  Functionen  be- 
dingter Beobachtungen.  (Fünfter  Nachtrag 
zur  Ausgleichungsrechnung.)   XXXVIII.  379 

Höhere  Analysis  im  Allgemeinen« 

Husen,  T.,  Beweis  des  von  Schlömilch 
Archiv  Bd.  XII.  Nr.  35.  aufgestellten  Lehr- 
satzes; —  über  die  Ableitung  des  Diffe- 
rentials von  log.Hr;  und  —  über  eine  all- 
gemeine Aufgabe  über  die  Functionen  von 
Abel   XXX.  166 

icher,  G.,  über  das  allgemeine  Gesetz  fär 
die  Bildung  der  höheren  Aenderangagesetze 
einer  doppelten  Function   XXVII.  471 
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nalen eines  jeden  Vierecks  Statt  findende 

Relation   XXXVIIL 

—  allgemeiner  Satz  vom  Viereck  und  Satz  vom 
umschriebenen  Viereck  nach  Hrn.  P. Serret       XXX VIII  JS 

—  einige  Sätze  der  Elementar-Geometrie  nach 

Herrn  Paul  Serret   XXXVIIL** 

—  geometrischer  Satz   XXXIX-  & 

—  Beweis  des  Ausdrucks  von  Wallis  für  n         XXXIX.  & 

—  über  die  zwischen  den  Seiten  eines  in  den 
Kreis  beschriebenen  regulären  Fünfecks, 
Sechsecks   und  Zehnecks  Statt  findende 

Relation   XL.  lf 

i 

-r  über  den  Beweis  der  drei  Brüder  für  den 
Ausdruck  des  Flächeninhalts  des  Dreiecks 
durch  die  drei  Seiten.  (Mit  Rücksicht  auf 
einschreiben  von  Herrn  Dr.  Paul  Escher 

in  Wien  an  den  Herausgeber.)   XL-  # 

Hausmapn,  G.,  Geometrischer  Lehrsatz  .  .  XL.  5^ 
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einen,  über  dte  Summe  der  Winkel  im  Viel- 
ecke   XXIX.  474 

-  einige  Beweise  des  Fermat'schen  geo- 
metrischen Lehrsatzes.  (Archiv  Tb.  XXVII. 

Heft  1.)   XXX.  246 

ei ss,  Erweiterung  der  Sätze  über  harmoni- 
sche und  anharmonische  Proportionen   .  .  XXXI.  39 

-  Aufgaben  und  Sätze  über  geometrische 
Oerter  ftir  Punkte,  deren  Summe  der  Ent- 
fernungen von  gegebenen  geraden  Linien 

oder  gegebenen  Ebenen  eine  constante  ist  XXXI.  228 

eil  er,  H.  J.,  geometrische  Aufgaben,  durch 

Berechnung  gelöst   XXXIV.  6 

essel,  über  die  gemeinschaftliche  Form  aller 
jener  ganzen  Zahlen,  deren  jede  so  beschaf- 
fen ist,  dass  der  Kreis,  durch  rein  geome- 
trische Construction,  in  eine  ihr  gleich 
grosse  Zahl  gleicher  Theile  getheilt  wer- 
den kann   XXXVII.  269 

-  elementare  Beweise  einiger  Sätze,  welche 
für  die  Lehre  von  den  regelmässigen  Po- 
lygonen von  Wichtigkeit  sind   .XXXIX.  279 

ofiel,  J.,  essai  d'une  exposition  rationelle  des 
principes  fondaroentaux  de  la  Geometrie 
elementaire   XL.  171 

erz,  Ferd.,  über  die  Aufgabe,  einen  Kreis 
zu  beschreiben,  welcher  drei  gegebene 
Kreise  beröhrt.  Zweite  Abtheilung.  (Fort- 
setzung von  Thl.  XXIV.  Hft.2.  S.21 1-228.)  XXVI.  266 

-  über  die  Aufgabe  einen  Kreis  zu  beschrei- 
ben, welcher  drei  gegebene  Kreise  berührt. 

Dritte  Abtheilung   XXVIII.  402 

-  über  die  Aufgabe,  einen  Kreis  zu  beschrei- 
ben, welcher  drei  gegebene  Kreise  berührt 

Vierte  Abtheilung   XXXV.  121 

inkelin,  H.,  Beweis  der  drei  Brüder  für  den 
Ausdruck  des  Dreieckinhaltes  durch  die 
Seiten.  (Chasles:  Geschichte  der  Geo- 
metrie, an  verschiedenen  Stellen)  .  .  .  .        XXXIX.  186 
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Archiv.  Tbl.  XXVII.  Heft  I.;  Thl.  XXX. 
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—  Beweis  des  in  Theil  XXX.  Heft  3.  S.  365. 
mitgetheilten  geometrischen  Lehrsatzes  .  .  XXXI.  £ 

—  zwei  Beweise  für  die  im  Archiv  Thl.  XXXI. 
Heft  4.  S.  477.  mitgetheilte  Constructton 

der  mittleren  Proportionale   XXXII.  8> 

Kuhlmey,  die  Trisection  des  Winkels   .  .  .  XXXVI.  15 

Küpper,  C,  zur  Kreistbeilung   XXVIL  £ 

—  Gr  und  zuge  einer  Theorie  der  Polaren  .  .  XXVIII.  3H 
Kurz,  A.,  zum  Apollonischen  Problem.  .  .  .  XXXVIL  SÄ 
Lind  man,  Chr.  Fr.,  demonstratio  tbeorematis 

Fsrmatii.   (Vid.  Tom.  XX VII.  p.  116.)   .  .  XXX  » 

—  de  problemate  quodam  geometrico  ....  XXXIL  $ 

—  de  parallelogrammis ,    quorum  latera  per 

quatuor  puncta  data  transeant   XXXIX.  3* 

Lobattn,  R.,  Schreiben  an  den  Heransgeber. 
(Ueber  die  geometrische  Theorie  des  Krüm- 
mungskreises der  Kegelschnitte  und  den  • 
geometrischen  Satz  in  Thl.  XXX.  S.  355  )  XXXIL  ül 

Mann,  Fr.,  über  eine  geometrische  Aufgabe  .  XXVIL  3# 

Marx,  Beweise  für  den  pythagorfiischen  Lehr- 
satz   XXVIII. 

Nagel,  C.  H.,  Auszug  aus  einem  Schreiben  an 
den  Herausgeber.  (Ueber  die  Aufgabe  in 
Thl.  XXXIV.  Heftl.  Nr.  II.  S.  6.)  .  .  .  .  XXXV.  I* 

Noeggerath,  E-,  Ober  den  Kreis,  der  durch 
die  Aehnlichkeitsponkte  zweier  Kreise  be- 
stimmt ist   XXXfll.  » 

Rump,  F.  H. ,  Beiträge  zur  Geometrie    .  .  .  XXVH.  X 

—  ein  neuer   Lehrsatz  der   Geometrie  und 
dessen  Anwendung  bei  der  Transversalen- 

lehre   XXVH.  «: 
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Rump,  F.  H.,  eine  andere  Auflösung  der  im 

Archiv  Bd.  XXVIII.  Heft  3.  S.  344.  behan- 

dellen  Aufgabe   XXIX.  440 

Schwarz,  H.,  Beweise  einiger  planiro einsehen 

Lehrsätze   XXXVII.  455 

Skfi  van,  G.f  einige  Aufgaben  nebst  deren  Auf- 
lösungen   XXVII.  82 

Tietz,  J.,  rein  geometrische  Auflösung  der  Auf- 
gabe von  der  Dreitheilung  des  Winkels  XXX.  114 

Uhde,  A.,  über  Legendre's  Beweis  eines 

Fundaroentalsatzes  der  Geometrie   ....  XXVI.  43 

Unferdinger,  F.,  über  eine  Eigenschaft  des 

Kreises     .  .    XXVII.  103 

— '  zur  Lehre  vom  Dreieck   XXVII.  327 

—  zur  Lehre  vom  Dreieck   XXIX.  432 

—  zur  Lehre  vom  Dreieck   XXXIII  420 

Volter,  Aber  Gouzy's  Methode  zur  Bestim- 
mung der  mittleren  Proportionale   XXXIV.  3ti4 

—  Schreiben  an  den  Herausgeber,  (üeber  einen 
Beweis  des  in  Thl.  XXX.  S.  355.  mitge- 
teilten Satzes  durch  das  Theorem  des 

Ptolemäus.)   XXXI.  470 

Walter,  F.,  Einiges  Ober  Trlsection  des  Winkels  XXXIV.  295 
Wittstein,  Th.,    der  Kreisabschnitt  und  die 

Simpson 'sehe  Formel   XXXIX.  12 

Z  e  h  f u 88,G.,  ein  neues  mathematisches  Paradoxon  XXX.  229 
Zinken,  gen.  Sommer,  Beweis  der  Construc* 

tion  der  mittleren  Proportionale  von  G  o  u z y  XXXIII.  4NS 

Elementare  Stereometrie. 

B ecker,  J.  K.,  zur  Polyedrometrie   XXXVIII.  345 

—  zur  Polyedrometrie.  (Ein  Nachtrag  zu  einem 

früheren  Aufsatze  Thl.  XXX  VIII. Nr.XXIX.)  XL.  12 

Boklen,  O.,  ein  geometrischer  Lehrsatz  .  .  .  XXX VII.  253 
Bretschneid er ,  C.  A.,  Bemerkungen  Aber 

Hoppe  s    Obelisken   und    Wittstein  s 

Prisroatoid   XXXVI.  18 
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Esch  er,  P.,  Aber  den  Mantel  eines  Kugel - 

rumpfs   XXXIL  fr 

Essen, E.,  einige  Sätze  Ober  sphärische  Dreiecke  XXVIL  13p 

Grebe,  E.  W.,  über  das  Prismatoid   XXXIX.  $ 

Grunert,  J.  A.,  über  den  Beweis  des  stereo- 
metrischen Elementarsatzes:  dass  eine  ge- 
rade Linie,  welche  auf  zwei  sich  schnei- 
denden geraden  Linien  in  einer  Ebene  in 
dem  Durchschnittspunkte  dieser  Linien 
senkrecht  steht,  auf  der  ganzen  Ebene 
senkrecht  steht   XXVI.  K* 

—  eine  Bemerkung  über  sphärische  Dreiecke  XXVL  11* 

—  Über  den  körperlichen  Inhalt  eines  viersei- 
tigen gerade  stehenden,  schief  abgeschnit- 
tenen Prismas,    dessen  Grundfläche  ein 

Trapezium  ist    XXVI.  U\ 

—  über  den  körperlichen  Inhalt  schief  abge- 
schnittener dreiseitiger  Prismen   XXX.  11* 


—  neue  merkwürdige  Formel  für  den  körper- 
lichen Inhalt  schief  abgeschnittener  Prismen, 
mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  wichtigen 
Anwendungen,  welche  sich  von  derselben 
zur  Berechnung  der  aufzutragenden  und  ab- 
zutragenden Erdkörper  bei  Eisenbahnbau- 
ten,  Wiesenanlagen  und  allen  Nivellirungs- 


arbeiten  machen  lassen   XXX  & 

—  über  die  Inhaltsbestimmung  einer  gewissen 

Klasse  von  Körpern   XXXI.  * 

—  über  den  Satz,  dass  ein  sphärisches  Drei- 
eck und  sein  symmetrisch  liegendes  Schei- 
teldreieck gleiche  Flächenräume  haben  .  .  XXXJI.  H? 

—  über  Guldin's  Regel   XXXII.  * 

—  einige  merkwürdige  Ausdrücke  für  die  drei- 
seitige Pyramide    XXXVL  35* 

—  Grösse  des  den  Grundflächen  einer  abge- 
stumpften Pyramide  parallelen  Schnitts, 
welcher  die  Pyramide  nach  einem  gegebe 

nen  Verhältnisse  in  zwei  Theile  theilt  .  .         XXXVI.  5* 
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ei 88,  stereoraetrische  Sätze  entsprechend  den 
planimetrischen  Sätzen  Über  harmonische 
und  anbarmonische  Proportionen   XXXI.  37 

-  Sätze  Aber  das  irreguläre  Tetraeder  .  .  .  XXXI.  41 

-  Aufgaben  und  Sätze  über  geometrische 
Oerter  für  Punkte,  deren  Summe  der  Ent- 
fernungen von  gegebenen  geraden  Linien 

oder  gegebenen  Ebenen  eine  constante  ist  XXXI.  228 

inghann,  über  einige  Eigenschaften  solcher 
Tetraeder,  deren  sechs  Kanten  eine  Kugel 
berühren.  (Tangenten -Tetraeder.)  ....  XL.  447 

inkelin,H.,  zur  Theorie  des  Prismatoids   .        XXXIX.  181 

andre,  Corneille,  L.,  über  den  Schwer- 
punkt und  dessen  nutzliche  Anwendung  in 
der  Stereometrie  .  .    XXXIX.  361 

iersemann,  11.,  zur  Theorie  der  dreiseitigen 
Pyramide.  Nach  einem  Vortrage  des  Herrn 
Professor  Joachimsthal.   XXXII.  10? 

i  go  w  s  k i ,  W.,  ein  Beitrag  zur  Inhaltsberech- 
nung der  Körper   XXVI.  204 

-  üb«r  die  Inhaltsberechnung  der  Körper  .  .  XXXII.  241 

-  Nachtrag  zu  der  Abhandlung:  „über  die  In- 
haltsberechnung der  Körper"  in  Tbl. XXXII. 

Nr.  XXIV.  S.24I   XXXVI.  181 

omrael,  E.,  Lehrsatz  über  den  Flächenin- 
halt eines  geraden  Cylindermantels,  welcher 
von  einem  anderen  senkrecht  geschnitten 
wird   XXXIV.  286 

ann,  Fr.,  einige  neue  Sätze  über  das  recht- 
winkelige Parallelepiped   XXXIV.  116 

atzka,  W.,  Bemerkung  über  Nr.  IX.,  betref- 
fend den  Satz  von  der  Flächengleichheit 
eines  sphärischen  Dreiecks  und  seines 
symmetrischen  Scheiteldreiecks   .....  XXXII.  480 

-  zur  Bestimmung  der  Rauminhalte  und 
Schwerpunkte  von  Körperu  zwischen  zwei 
Parallel -Ebenen  und  einer  zusammenhän- 
genden Umfläche   XXXIII.  121 

Inh.-V.  26—40.  6 
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Sommer,  ß.,  die  Radien  der  in  and  om  die 
regulären  Polyeder  beschriebenen  Kugeln 

Spitzer,  8.,  geometrischer  Lehrsatt  .... 

Stamm  er,  W.,  über  die  körperliche  Ecke  .  . 

Sturm,  J.  B.,  Schreiben  an  den  Herausgeber 
über  den  Satz  von  den  Kantenwinkeln  der 
körperlichen  Ecke  

—  Schreiben  an  den  Herausgeber  über  seinen 
Beweis  von  den  Kantenwinkeln  der  körper- 
lichen Ecke  

■ 

Cnferdinger,  Frz.,  Ober  die  dreiseitige  Py- 
ramide and  ihre  Berührungskugelu  .... 

Wittstein,  Th.,  Anfrage  und  Aufforderung 
(den  Gebrauch  stereoskopischer  Zeichnungen 
bei'm  Unterrichte  in  der  Stereometrie  be- 
treffend)   

—  Aber  den  Inhalt  der  Kugel  und  verwandter 
Körper  k 
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XXVII  E 


XXVIII  * 


xxii  sr 


xxviu  r 
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XXXIX  1 


Projectionslehre.  Perspective. 

Burg  bar  dt,  Beitrag  für  den  Unterricht  in  der 
Reliefperspective  

Grunert,  J.  A.,  neue  analytische  Entwickelung 
der  Theorie  der  stereographischen  Projec- 
tion,  mit  neuen  Sätzen  und  Formeln,  and 
neuen  Eigenschaften  derselben  

—  neue  Methode  zur  Entwerfung  perspective 
scher  Zeichnungen,  nebst  einer  streng  wis- 
senschaftlichen Darstellung  der  Perspective 
überhaupt  

—  die  Anwendung  der  stenographischen  Pro- 
jection  zur  Entwickelung  der  Theorie  des 
sphärischen  Dreiecks  und  des  sphärischen 
Vierecks  

—  neue  analytische  Darstellung  der  Haupt- 
eigenschaften der  stereographischen  Pro- 
jection  


XXX vi  £ 


XXXII.  31 


XXXil  ■» 


XXXIX.  31' 


XXXIX 
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eis,  stereographische  Projection   XXX.  354 

—  zur  Theorie  der  stereographischen  Projec» 
tion.  (Vergl.  den  Aufsatz  von  Herrn  Pro- 
fessor Hei s.    Thl.  XXX.  S.354.)  Von 

Herrn  L.  D   XXXI.  217 

naly tische  Geometrie  im  Allgemeinen 
oder  Coordinaten-  Geometrie. 

r»klen,  O.,  über  einige  Sätze  der  höheren 

Geometrie   XXXIII.  III 

—  Aber  krummlinige  Coordinaten   XXXIV.  26 

—  über  elliptische  Coordinaten   XXXIV.  308 

—  Auflösung  einiger  (Juest|ons  der  nouvelles 
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in  Thl.XXXVII.  Nr.IV.  S.124.  entwickelten 
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ostor,  G.,  Memoire  sur  une  m&hode  nouvelle 

de  transformation  des  coordonnees  dans  le 

plan  et  dans  Tespace,  avec  application  aux 
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runert,J.A.,  Bemerkungen  zur  analytischen 
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—  die  allgemeinsten  Gesetze  der  Krystallo- 
graphie,  gegründet  auf  eine  von  neuen  Ge- 
sichtspunkten ausgehende  Theorie  der  ge- 
raden Linie  im  Räume  und  in  der  Ebene 
für  beliebige  schief-  oder  rechtwinklige 
Coordinatensysteme   XXXIV.  121 

—  merkwürdige  Erweiterung  der  Formeln  der 
ebenen  Trigonometrie  auf  ein  System  von 
drei  sich  nicht  schneidenden  Geraden  im 

Räume   XXXV.  1 
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Räume  
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Allgemeinen. 

Baebr,  G.  F.  \V.,  Note  sur  quelques  forraules 
qui  peuvent  6tre  ntiles  dans  la  theorie  des 
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plures  lineas  im  Zusammenhange  mit  der 
Theorie  der  Kegelschnitte  durch  die  Me- 
thode der  Synthesis  und  der  Coordinaten       XXXYUL  1 

Dostor,  G.,  Memoire  sur  une  methode  nou- 
velle  de  transforroation  des  coordonnees 
dans  le  plan  et  dans  l'espace,  avec  appli 
cation  auz  lignes  et  surfaces  des  deux  Pre- 
miers degres   XXVL  Iii 

—  Methode  nouvelle  de  discussion  des  lignes 
et  surfaces  du  second  ordre.  (Methode  des 

sections  planes  )   XXX.  Ii 

—  Methode  rapide  pour  dcrire  les  equatioos 
auz  axes  des  lignes  et  surfaces  du  second 

ordre   XXX  & 

Essen,  E.,  einige  Andeutaugen,  die  Quadratur 

der  Hyperbel  betreffend   XXV11.  $ 

Fiedler,  W.,  über  die  der  Ellipse  parallele 

Curve  und  die  dem  Ellipsoid  parallele  Fläche  XXXIX  * 
Grunert,  J.  A.,  allgemeiner»  leicht  elementar 

eu  beweisender  Satz  von  der  Rectificatiou 

und  Quadratur  der  Curven.  Elementare 

Rectification  der  Parabel   XXVL  * 

—  über  ein  Theorem  von  Fagnauo  ....  XXVL  1> 

—  Ober  die  Quadratur  parabolischer  Segmente, 
welche  durch  Sehnen ,    die    durch  den 

Brennpunkt  gehen,  abgeschnitten  werden  XXVL  & 

—  über  die  Rectification  der  Ellipse    ....  XXVII.  f 

—  (Iber  die  Bestimmung  eines  durch  fänf  ge- 
gebene   Punkte    gehenden  Regelschnitts 

durch  Rechnung   XXVII  P 

—  über  einen  allgemeinen  Satz  von  den  Ke- 
gelschnitten   XXIX.  5V 
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unert,  J.  A.,  Ober  den  Flächeninhalt  in  oder 
am  eine  Ellipse  beschriebener  Dreiecke  and 
Vierecke   XXX.  II 

merkwürdige  Construction  des  grössten  in 
und  des  kleinsten  um  eine  Ellipse  beschrie- 
benen Vielecks  von  gegebener  Seitenzahl  XXX.  84 
der  Satz  von  Cotes,  auf  die  Ellipse  er- 
weitert                                                          XXX.  104 

der  Satz  von  Ptolemäus,  auf  die  Ellipse 

erweitert   XXX. 

neue  Metbode  die  Ellipse  zu  rectificiren  XXX.  213 

Lamarie  s  Construction  des  Krümmungs- 

kreises  der  Kegelschnitte   XXX.  21H» 

über  den  Flächeninhalt  elliptischer  Secto- 
reu,  die  ihre  Spitze  im  Mittelpunkte  der 

Ellipse  haben   XXX.  472 

Nachtrag  und  Berichtigung  zu  der  Abhand- 
lung: Ueber  die  Bestimmung  der  Direc- 
trixeo,  Brennpunkte  und  Charakteristiken 
oder  Determinanten  der  Linien  des  zwei- 
ten Grades  im  Allgemeinen  in  Tbl.  XXV. 

Nr.  XXII   XXX.  474 

Theorie  der  Kegelschnitte  nach  einer  neuen 

Methode  analytisch  entwickelt   XXXI.  67 

über  die  Normalen  der  Kegelschnitte  .  .  .  XXXII.  129 

Ober  eine  Eigenschaft  der  Ellipse  und  eine 
darauf  gegründete  Construction  dieser  Curve 

durch  Punkte   XXXII.  356 

neue  Methode  durch  beliebig  gegebene 
Punkte  Berührende  an  Kegelschnitte  zu 

ziehen   XXXII.  425 

allgemeine  Theorie  der  Kegelschnitte  als 
Curven  im  Räume  betrachtet,  nebst  deren 
Anwendung  auf  die  Bestimmung  der  Bah- 
nen der  um  die  Sonne  in  Kegelschnitten 
sich  bewegenden  WeltkOrper  und  der  Pro- 
ximitfiten  der  Bahnen   XXXVII.  1 
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Grunert,  J.  A. ,  Ober  den  durch  drei  Punkte 
einer  Ellipse  gebenden  Kreis,  und  über  den 
Krtframungskreis  der  Ellipse   XXXVII.  255 

—  conjngirte  Punkte  der  Ellipse   XXXVIII.  48" 

Küpper,  C,  über  eine  allgemeine  Art  der  Be- 
schreibung der  Kegelschnitte   XX VIR  KKf 

Lehm us,  vier  Aufgaben  über  die  Kegelschnitte 

und  die  Maxima  und  Minima   XXVIII.  2* 

Lind  man,  Chr.  Fr.,  demonstratio  tbeorematis 
Lambertini  de  sectoribus  parabolicis  qua- 
drandis   XXXIII  & 

—  Johanni  Augusto  Grunert  (Schreiben a. d.U. 
über  Lamberts  Satz  von  der  Quadratur  pa- 
rabolischer Sectoren  nebst  verschiedenen 

anderen  mathematischen  Bemerkungen.)  .  .         XXXIV.  \> 

Lobatto,  R.,  Schreiben  an  den  Herausgeber. 
(Ueber  die  geometrische  Theorie  des  Krüm- 
mungskreises der  Kegelschnitte  und  den 
geometrischen  Sats  in  Tbl.  XXX.  S.  356.)  XXXR  lü 

ooft  —  1 

iViize,  Berechnung  von  Lim  — :         ftir  ein  der 

00  log  00 

Einheit  sich  näherndes  od,  mit  Bezug  auf 
die  Abhandlung  in  Tbl.  XXV.  Nr.V.  aber 
die  elementare  Quadratur  der  Hyperbel  .  .  XX VL  III 

S  i  e  b  e  c  k ,  H.,  die  Brennpunkte  eines_  Kegel- 
schnitts als  solche  Punkte  der  Ebene  auf- 
gefasst,  in  welchen  je  zwei  entsprechende 
Punkte  zweier  kreisverwandter  Systeme  ver- 
einigt sind   XXXia  * 

—  zwei  zu  beweisende  Lehrsätze    XXXIII.  *~ 

Spitz,  C,  über  die  Bestimmung  der  vier 
gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkte 
zweier  Kegelschnitte   XXXIL  I? 

Spitzer,  S.f  Ober  das  grösste  in  und  das 
kleinste  um  eine  Ellipse  beschriebene  Viel- 
eck von  gegebener  Seitenzahl.  (Schreiben 
an  den  Herausgeber.)   XXX.  & 
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teczkowski,  J.  K.,  Beitrag  zur  Theorie  der 
Tangenten  an  die  krummen  Linien  der 
zweiten  Ordnung   XXXIV.  302 

trehlke,  F.,  Schreiben  an  den  Herausgeber. 
(Ueber  den  durch  drei  Punkte  eines  Ke- 
gelschnitte gelegten  Kreis.)   XXXVUI.  155 

nferdinger,  F.,  ein  Satz  von  der  Hyperbel         XXVII.  57 

-  über  die  Segmente  der  Ellipse  und  Hyper- 
bel, des  EHipsoides  und  des  zweitheiligeo* 
Hyperboloides.  .  .   XX VIII.  52 

-  die  Ellipse  und  Hyperbel  als  einhüllende 

Kurven  eines  Systems  von  Kreissehnen  .         XXXIV.  406 

-  über  die  Segmente  der  Parabel  und  des 

elliptischen  Paraboloides   XXXIX.  209 

oller,  neue  Methode  die  Quadratur  der  Pa- 
rabel zu  bestimmen   XXXII.  420 

-  Bestimmung  der  Quadraturen  sämmtlicher 
Kegelschnitte  mittelst  jenes  in  Thl.  XXXI. 
S.  449.   bewiesenen   allgemeinen  Satzes 

von  den  Curven   XXXIII.  433 

ampteri,  J.,  aber  drei  karakteristische Eigen- 
schaften der  Kegelschnittslinien   XXXII.  319 


Flächen  des  zweiten  und  überhaupt 
ines  bestimmten  Grades«  Besondere 
Aufgaben  über  dieselben. 

ndreas,  Th.,    die  Zahlenformel    för  den 

mittleren  Krümmungshalbmesser  des  Erd- 

sphäroids   XXXV.  72 

►ostor,  G.,  Memoire  sur  une  mlthode  nouvelle 

de  transformation  des  coordonnees  dans  le 

plan  et  dans  l  espace,  avec  applicatlon  auz 

lignes  et  surfaces  des  deux  premiers  degrls  XXVI.  121 

—  Methode  nouvelle  de  discussion  des  lignes 

et  surfaces  du  second  ordre.  (Methode  des 

sections  planes  )   XXX.  18G 

6* 
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Oostor,  G.,  Methode  rapide  pour  rfcrire  les 
equations  aux  axes  des  lignes  et  surface* 


du  second  ordre   XXX.  & 

Fiedler,  W.,  über  die  der  Ellipse  parallele 

Curve  und  die  dem  Ellipsoid  parallele  Fläche  XXMX.  I* 

Grunert,  J.  A.,  Ober  die  Krümmung  der  von 

Ebenen  gebildeten  Schnitte  des  dreiaxigen 

Ellipsoids   XXVIII  I 

—  über  Länge  und  Breite,  reducirte  Länge 

und  Breite  auf  dem  dreiaxigen  Ellipsoid  .  XXXVL  ?j 

—  Bemerkung  über  die  Gestalt  des  dreiaxigen 

Ellipsoids   X  .XX  VII.  & 

—  kürzeste  Entfernung  zweier  Normalen  eines 

Ellipsoids  von  einander   XXXVIII.  Ü: 


—  über  die  Normalschoitte  des  allgemeinen 
dreiaxigen  Ellipsoids  mit  besonderer  Bezie- 
hung auf  höhere  Geodäsie,  namentlich  auch 
über  neue  merkwürdige  Ausdrücke  der 
grössten  und  kleinsten  Krümmungshalb- 
messer und  einen  neuen  geometrisch  merk- 
würdigen und  für  die  Geodäsie  wichtigen 


Satz  von  diesen  Krümmungshalbmessern   .  XL.  S 

Mag  euer,  A.,  Kubatur  des  Fusspunk  tenkorpers 

eines  Ellipsoids   XXXIV.  4» 

M  a  r  t  u  s ,  H.,  eine  Verhältnissreibe  von  Körpern, 
die  einem  bestimmten  Paraboloidssegmente 
ein*  und  umgeschrieben  sind.  ZweiUebungs- 
aufgaben  flir  Primaner   XXXVIIL  £ 

Mossbrugger,  L.,  Untersuchung  über  geome- 
trische Oerter,  welche  von  Flächen  zweiten 
Grades  abhängig  sind,  nebst  Vergleichung 
der  Inhalte  verschiedener  Segmente  von 
Flächen  zweiten  Grades   XXVII.  * 

Plagemann,  W.,  Theorie  der  loxodromischen 

Linien  auf  dem  Ellipsoid  und  auf  der  Kugel         XXXII.  i 
—  Einige  Bemerkungen  Über  die  von  den  Krüm- 
mungslinien auf  dem  Ellipsoid  gebildeten 
Vierecke   XXXIII  3- 
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pitzer,  8.,  über  das  grGsste  Tetraeder,  wel- 
ches sich  einem  Ellipsoid  einschreiben  lässt         XXXII.  194 

—  öber  grösste  einem  Ellipsoide  eingeschrie- 
bene eckige  Korper   XXXII.  439 

J  n  ferdinger,  F.,  ein  Satz  vom  zweitheiligen 

Hyperboloid   XXVII.  476 

—  über  die  Segmente  der  Ellipse  und  Hyper- 
bel, des  Ellipsoides  und  des  zweitheiligen 
Hyperboloides   XXVIII.  52 

—  über  die  Segmente  der  Parabel  und  des 

elliptischen  Paraboloides   XXXIX.  209 

V  eiler,  A.,  die  allgemeine  Gleichung  der  Mi- 
nimumsflächen  XXXVIII.  356 


Verschiedene  Arten  der  Curven  mit 
Ausschluss  der  Linien  des  zweiten  oder 
überhaupt  eines  bestimmten  Grades. 


iacaloglo,  E.,   über  Fusspunktcurven  und 

Fusspunktflächen   XXXV.  41 

—  Einiges  über  sphärische  Curven     ....  XXXV.  57 

—  über  reeiproke  Linien  und  Flächen  ....  XXXVI.  1 
iüklen,  O.,  Aber  die  geodätischen  Linien  auf 

dein  Ellipsoid   XXXV.  101 

—  geometrische  Untersuchungen  über  einige 

Curven   XXXVII.  105 

—  über  cyclische  Curven   XXXVII.  118 

—  Aber  die  Krümmungslinien  des  Ellipsoids]     XXXVIII.  158 

—  zur  Theorie  der  geodätischen  Linien  .  .  .  XXXIX.  189 
» aus s,  Fr.,  die  orthogonale  Transversale  und 

die  Brennlinie  der  zurückgeworfenen  Strah 
len  fär  die  gemeine  Cycloide,  wenn  die  ein- 
fallenden Strahlen  der  Axe  derselben  pa- 
rallel sind,  und  (Ür  die  logarithmische  Spi- 
rale, wenn  die  einfallenden  Strahlen  vom 

Pol  derselben  ausgehen   XXX.  121 

Srunert,  J.  A.,  Aber  die  Curven  der  grüssten 

Neigung.  (Lignes  de  la  plus  grande  pente.)  XXIX.  417 


- 
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Grunert,  J.  A.,  allgemeine  Theorie  der  Krtim- 

mungslinien   XXXVH  Ä 

—  elementar-geometrischer  Beweis  der  Grund - 
eigenschaft  der  kürzesten  oder  geodätischen 
Linie  auf  einer  beliebigen  Fläche  und  darauf 
gegründete  Entwickelung  der  allgemeinen 
Gleichungen  der  kürzesten  oder  geodäti- 
schen Linie   XXXVII» 

—  die  allgemeinsten  Gleichungen  und  Eigen- 
schaften der  kürzesten  Linien  auf  den  Flä- 
chen» besonders  insofern  dieselben  die 
Grundlage  der  sphäroidischen  Trigonometrie 

bilden   XL  * 

Küpper,  C,  zwei  Aufgaben  aus  der  Theorie 

der  Cycloiden   XXVIII  Ii; 

—  über  die  Construction  der  Korbbogen  .  .  .  XXVII.  9 
Lang,  R.,    Untersuchung  der  Evoluten  der 

Cycloiden.  (Ohne  Anwendung  der  Differen- 
tial-Rechnung.)   XXX  a; 

Loffler,  A.,  über  die  Bestimmung  der  Con- 
stanten bei  der  Kettenlinie   XXXU  23 

Lomrael,  E.,  Lehrsatz  von   den  kürzesten 

Linien  auf  Rotationsflächen   XXXVÜL  * 

M  agener,  A.,  Berichtigung  zu  der  Abhand- 
lung des  Herrn  Bacaloglo  Über  Fuss- 
punktkurven und  Fusspunktfläcbeo  inThl. 
XXXV.  Nr.V   XXXVI  r 

Plage  man,  W.,  Theorie  der  loxodromischen 

Linien  auf  dem  Ellipsoid  und  auf  der  Kugel  XXXII 

—  einige  Bemerkungen  über  die  von  den  Krüm- 
mungslinien  auf  dem  Ellipsoid  gebildeten 

Vierecke   XXXIIi  * 

Wiegers,  über  die  Construction  der  Tangen- 
ten gewisser  ebener  Curven   XXXIII-  r* 

Wolfers,  J.  Ph.,  Betrachtung  einer  eigentüm- 
lichen Spirallinie   XXVIII  I 
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Verschiedene  Arien  der  Flächen  mit 
Ausschluss  der  Flächen  des  zweiten  und 
überhaupt  eines  bestimmten  Grades. 

Bacaloglo,  E.,  eine  Notiz  Ober  Wendelinien  XXXV.  40 

—  öberFusspunktcurven  und  Fusspunktflächen  XXXV.  41 

—  öber  reciproke  Linien  und  Flächen  ....  XXXVI.  1 
Böklen,  O.,  Untersuchungen  aber  einige  Arten 

von  Flüchen   XXXV.  93 

Magener,  A.,  Berichtigung  zu  der  Abhandlung 

des  Herrn  Bacaloglo  Aber  Fusspunkt- 

curven  und  Fusspunktflächen  in  Tbl.  XXXV. 

Nr.  V   XXXVI.  375 

Mann,  Fr.,  Entwickelung  der  Gleichung  aller 

derjenigen  Drehung* flächen,  welche  für  je 

eine  Schnittebene  nur.einen  Parallelkreis 

»«lassen   XXIX.  446 

Simon,  O.  E.,  über  die  Flächen,  deren  Haupt- 

krfimmungsradien  in  jedem  Punkte  gleiche, 

aber  entgegengesetzte  Werthe  haben  .  .  .  XXVII.  322 

A  llgemeine  Theorie  der  Kreisfunctionen 
oder  Goniometrie. 

Heyssel,  Versuch  einer  Erweiterung  der  Be- 
griffe von  cosa:  und  sin*   XXXI.  299 

Grunert,  J.  A.,  elementarer  Beweis  der  Rei- 
hen für  den  Sinus  und  Cosinus  durch  den 
Bogen  .   XXIX.  452 

—  über  die  Bezeichnung  sin*?»  co«*9>  u.s.  w.  XXXVIII.  366 
Hellwig,  C,  Beiträge  zur  Theorie  derjenigen 

Functionen ,  welche  die  Verallgemeinerung 
der  hyperbolischen  und  cycliecheo  Cosinus 
und  Sinus  darstellen   XXXV.  186 
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Hoppe,  K.,  Beweis  Rlr  die  Darstellung  des 
Sinus  und  Cosinus  als  Producte  unendlich 
vieler  Factoren   XXVII  P 

Kiese,  von,  Ableitung  der  Grund  form  ein  der 
Trigonometrie  in  völlig  allgemeiner  Gültig- 
keit aus  den  Elementen  der  Coordinatenlehre         XXX.  W 

Schröder,  E.,  Ableitung  der  Formeln  für  den 

Sinus  und  Cosinus  der  Summe  zweier  Winkel       XXXVI  If 

Spitz,  C,  Beweis  der  allgemeinen  Gültigkeit 
der  Formeln 

sin(«  +  /J)  =  sinacos/5+coscrsinß, 

cos(a+0)  =  cosa  cos  j3—  sin  a  sin  0  .  .  XXXU 

Unferdinger,  F.,  über  die  Entwicklung  von 
Cos(0  +  0,  +  0S  +  .. +  , 
Sin(0  +  ö1+Ö2+....  +  6— i) 
und  über  einen  damit  verwandten  Satz  aus 
der  Theorie  der  Zahlen   XXXIV.  ?. 

Wiegers,  über  einige  goniometrische  Formelo       XXXlfl  * 

Wolfers,  J.  P.,  über  die  Genauigkeit,  mit 
welcher  man  statt  der  Tangente  oder  des 
Sinus  den  Bogen  oder  Winkel  setzen  darf         XXX  9 

Ebene  Trigonometrie. 

Grunert,  J.  A.,  merkwürdige  Erweiterung  der 
Formeln  der  ebenen  Trigonometrie  auf  ein 
System  von  drei  sich  nicht  schneidenden 
Geraden  im  Räume   XXXV 

Unferdinger,  Frz.,  einfache  Begründung  der 

ebenen  Trigonometrie   XXXlfl  ** 

Tetragonometrie,  Polygonometrie, 
Tetraedrometrie  und  Polyedrometrie. 

Becker,  J.  K.,  zur  Polyedrometrie   XXXVÜI-^ 

—  zur  Polyedrometrie.  (Ein  Nachtrag  zu  einem 

früheren  Aufsatze  Thl.  XXXVIII.  Nr.XXlX.)  &  1 


Junghann,  Beiträge  zur  Tetraedrometrie   •  . 
—  über  einige  Eigenschaften  solcher  Tetrae- 
der, deren  sechs  Kanten  eine  Kugel  berüh- 
ren. (Tangenten-Tetraeder.)  


xxxiv  > 
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Sphärische  Trigonometrie. 


Jacaloglo,  E.,  Aber  den  sphärischen  £xcess        XXXIX.  237 

COS  ^  +  COS  2?  COS  C  vvv  iv  om\ 

—  öber  die  rorrael  cosa= — "s\nBa\nC  "       XaaIa.  «hXJ 

J  ft  k  1  e  n ,  O. ,  über  die  Anwendung  der  Formeln 
der  sphärischen  Trigonometrie  auf  die  ellip- 
tischen Functionen   XL.  27 

a  y  I  ey ,  zu  beweisende  Relation  aus  der  sphä- 
rischen Trigonometrie: 

sin  b sine  -\-  cos b cos c cos  A 
=  »inÄ8inC- cos ÄcosCcosa  .  .  XXXIII.  487 

)ostor,  G.,  regle  mnemonique pour  ecrire  les 

formules  de  Delambre   XXX.  467 

^ss en,  E.,  leichter  Beweis  der  Gauss'schen 
Gleichungen  und  der  Neper  sehen  Analo- 
gien durch  Construction    XXVII.  38 

irebe,  E.  W.,  über  die  Formeln  der  sphäri- 
schen Trigonometrie   XXXIX.  2*26 

irunert,  J.  A.,  eine  Bemerkung  öber  sphä- 
rische Dreiecke   XXVI.  113 

—  Nachschrift  zu  Unferdinger's  Abhand- 
lung: Ueber  die  Ableitung  der  Formeln  der 
sphärischen  Trigonometrie  aus  einer  Figur 

in  der  Ebene   XXVI.  44* 

—  über  den  Satz,  dass  ein  sphärisches  Drei- 
eck und  sein  symmetrisch  liegendes  Schei- 
teldreieck gleiche  Flächenräume  haben  .  .  XXXII.  118 

—  Lagenbestimmungen  auf  der  Kugul,  eine 
Ergänzung  der  sphärischen  Trigonometrie 

mit  besonderer  Rücksicht  auf  Geodäsie  .  .        XXXVI.  51 

—  Notiz  über  den  spärlschen  Excess  ....      XXXVIII.  220 

—  die  Anwendung  der  stereographischen  Pro- 
jection  zur  Entwickelung  der  Theorie  des 
sphärischen  Dreiecks  und  des  sphärischen 

Vierecks   XXXIX.  318 

£ambly,  über  die  Berechnung  des  sphärischen 

Vierecks  im  Kreise  ans  seinen  Seiten  .  .  XL.  440 
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Kftnig,  die  Fläche  de«  sphärischen  Vierecks  XXXIV.  V. 

—  Nachtrag  zu  dem  Aufsätze  über  die  Fläche 
des  sphärischen  Vierecks  in  Th.  XXXIV. 

Nr.  III.  S.  12   XXXIV  155 

Lobatto,  R.,  demonstration  de  la  formule  de 
l'Huilier  pour  la  valeur  de  l'exces  sphe>ique 
en  fonction  des  trois  cdtes  du  triangle  .  .  XXXIX.  245 

Matzka,  W.,  Bemerkung  über  Nr.  IX.,  betref- 
fend den  Satz  von  der  Flächengleichheit 
eines  sphärischen  Dreiecks  and  seines  sym- 
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